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Résumé

Cette thèse s’inscrit dans le cadre de la conception des systèmes mécatroniques,
composés d’une association de chaînes d’actionnement et de leur loi de commande, et
dont la principale caractéristique est l’intégration de différentes technologies, siège de
couplages et d’interactions entre différents domaines physiques. Les présents travaux se
positionnent dans les premières phases du cycle de conception, là où les principaux efforts
méthodologiques sont à mener pour améliorer la qualité et la fonctionnalité des produits,
tout en réduisant leur coût et leur délai de mise sur le marché. Ces travaux reposent sur
le prototypage virtuel, c’est à dire la modélisation et la simulation, qui représentent un
outil essentiel pour supporter la démarche de conception, son développement, sa capita-
lisation et sa diffusion.

Dans une optique de réduire la durée de la phase de conception et d’améliorer son
processus, une approche méthodologique envisageable est de reformuler le problème de
conception sous une forme inverse, pour être au plus proche des spécifications du cahier
des charges, usuellement exprimées sur les sorties du système. Ces spécifications sont
ainsi « directement » utilisées pour calculer les inconnues du problème de conception du
système qui en devient plus « naturel ». Dans ce contexte, le laboratoire Ampère 2 déve-
loppe une méthodologie de conception et dimensionnement, initiée au début des années
90, basée sur l’inversion de modèle, utilisant le formalisme bond graph et ses propriétés
structurelles pour proposer une démarche reposant sur des critères dynamiques et éner-
gétiques. La principale originalité de cette démarche est sa phase d’analyse structurelle,
permettant de hiérarchiser cette analyse suivant différents niveaux de la structure phy-
sique du modèle (topologie, phénoménologie, paramétrage). L’objectif de cette thèse est
de contribuer au développement de cette méthodologie, en inscrivant nos travaux dans
le contexte général de développement d’outils ayant pour but de vérifier la cohérence
structurelle des modèles.

Le mémoire s’applique ainsi à étendre la méthodologie du laboratoire aux modèles de
conception appartenant à la classe des systèmes singuliers (également usuellement nom-
més systèmes implicites ou systèmes algébro-différentiels), porté par la velléité de décliner
la démarche à la conception fonctionnelle du châssis automobile et de ses sous-systèmes,
impliquant notamment des modèles multicorps dits « fonctionnels » de dynamique du
véhicule, et comportant un certain nombre d’abstractions et d’idéalisations. Cette ex-
tension s’inscrit essentiellement dans la phase d’analyse structurelle de la méthodologie,
plus particulièrement dans la phase de vérification de l’adéquation entre la structure du
modèle et les spécifications du cahier des charges, qui consiste d’une part, à assurer la
validité du modèle de conception (en termes d’inversibilité), et d’autre part, la validité
du cahier des charges (en termes de propriétés mathématiques des spécifications). La
déclinaison de cette extension est proposée au niveau de la seule structure du modèle
(niveau d’analyse structurel) et à un niveau prenant en considération la phénoménologie

2. Laboratoire Ampère – CNRS UMR5005, www.ampere-lab.fr.
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du système et les différentes lois de comportement (niveau d’analyse comportemental).
Elle requiert la mise en place préalable d’un référentiel algébrique, essentiellement issu
de travaux sur la commande des systèmes (utilisant notamment les invariants structurels
que sont la structure à l’infini, le degré relatif et l’ordre d’essentialité), pour constituer
une base de validation des extensions graphiques (digraphe et bond graph) que nous pro-
posons. En plus de la généralisation qu’ils constituent à la classe des modèles singuliers,
les travaux de ce mémoire proposent une uniformisation des précédentes approches de la
méthodologie, originellement appliquées respectivement aux « modèles directs » et aux
« modèles inverses », de sorte qu’il n’est à présent plus nécessaire de les différencier.

Mots-clés : systèmes mécatroniques, analyse structurelle, systèmes singuliers, inver-
sion de modèle dynamique, bond graph, dimensionnement, adéquation spécification/structure
de modèle, ordre d’essentialité généralisé, modèles multicorps, dynamique du véhicule.
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Introductiongénérale

Thématiques et motivations

Les travaux proposés dans cette thèse s’inscrivent dans le contexte de l’analyse, de
la spécification et de la conception des systèmes mécatroniques, formés par l’association
de chaînes d’actionnement et de leurs lois de commande, et dont la principale caracté-
ristique est l’intégration de différentes technologies, siège de couplage et d’interactions
entre différents domaines physiques. Reposant sur la modélisation et la simulation, les
présents travaux visent une contribution au développement méthodologique d’une dé-
marche de conception de ces systèmes basée sur des critères dynamiques et énergétiques,
proposée par le laboratoire Ampère 3. Cette démarche s’intègre dès les premières phases
du « cycle de développement en V », de la spécification fonctionnelle jusqu’à la concep-
tion des composants, et se caractérise par une phase d’analyse structurelle, hiérarchisée
suivant les niveaux de la structure physique du modèle (topologie, phénoménologie, pa-
ramétrage). Cette démarche de conception est établie à travers l’utilisation du langage
bond graph [Pay61] [KR68, KR75, KMR12], choisi comme l’un des supports unifiant
tous les domaines de la physique et offrant la possibilité d’échanges entre les différentes
disciplines. Elle propose enfin une approche par modèle inverse, supportée par l’extension
de la causalité « classique » du bond graph que permet d’introduire la bicausalité [Gaw95].

L’orientation des recherches et des contributions présentées dans ce mémoire est por-
tée par la velléité de décliner la démarche méthodologique pour la conception fonction-
nelle du châssis automobile et de ses sous-systèmes, impliquant notamment des modèles
multicorps dits « fonctionnels » de dynamique du véhicule. En termes de modélisation,
un certain nombre d’abstractions et d’idéalisations, usuellement faites dans ce domaine,
conduit à des modèles de conception appartenant à la classe des systèmes singuliers (éga-
lement dénommés algébro-différentiels). La spécificité de cette classe de systèmes amène
ainsi à la spécification des objectifs d’évolution de la méthodologie que nous visons dans
les présents travaux.

Nous souhaitons également inscrire nos travaux dans le contexte de développement
d’outils ayant pour but de vérifier la cohérence structurelle de modèles. L’ensemble des
orientations et des choix de développement théorique de ce mémoire est réalisé dans la
perspective de constituer des « briques » d’analyse et de validation de modèles, intégrées
à des chaînes outillées de modélisation / analyse / simulation / synthèse.

Contexte

Les présents travaux s’inscrivent donc dans la démarche méthodologique de concep-
tion et dimensionnement des chaînes d’actionnement des systèmes mécatroniques, pro-
posée par le Laboratoire d’Automatique Industrielle (LAI) de l’INSA de Lyon, devenu

3. Laboratoire Ampère – CNRS UMR5005, www.ampere-lab.fr.
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en 2007 le laboratoire Ampère, et initiée par Scavarda et al. [SAR91]. Son déve-
loppement s’est en premiers lieux justifié par l’absence d’une méthodologie générale de
conception de ces chaînes d’actionnement, alors dimensionnées par les spécialistes des dis-
ciplines concernées (mécanique, électrique, hydraulique, pneumatique,...). Les approches
méthodologiques de conception originellement mises en œuvre, et toujours communément
rencontrées en prototypage virtuel, sont des démarches dites d’« essai → erreur → cor-
rection », consistant à exploiter un modèle de manière itérative, en l’affinant, pour viser
certaines performances formulées dans un cahier des charges. Le nombre d’itérations de
la démarche dépend de la manière dont est caractérisé l’essai (par exemple dans le cas
du dimensionnement d’une chaîne d’actionnement, la sélection du composant, ainsi que
le choix de ses entrées). La procédure peut être itérée de nombreuses fois, sans garan-
tie d’atteindre les critères d’acceptation fixés. Si la procédure aboutit, rien ne garantit
l’optimalité du résultat et les possibles surdimensionnements ne sont pas nécessairement
révélés. Si elle n’aboutit pas, l’identification des causes de sous-dimensionnement n’est
pas triviale. Basées sur cette démarche, des méthodologies ont été élaborées pour minimi-
ser a priori le nombre d’itérations. Par exemple, des critères de sélection de composants
ont été formulés en termes de conditions d’adéquation entre une charge (spécifiée par
le cahier des charges) et un actionneur (à dimensionner). Ces démarches, dont certaines
sont relativement anciennes comme celle de Newton Jr [NJ50] ou celle de Cœuillet
[Coe69], ne sont souvent adaptées que dans des cas de systèmes simplifiés, et limitées à
des critères statiques obtenus en considérant des régimes de fonctionnement critiques. Or,
il peut s’avérer que les performances dynamiques et/ou énergétiques du système soient
plus dimensionnantes. Ces démarches de sélection ont cependant inspiré fortement le pro-
cessus d’élaboration de la méthodologie du laboratoire Ampère. Le principal obstacle
aux approches usuelles réside dans l’essence même de la démarche, basée sur une ap-
proche par modèles directs (c’est à dire une modélisation reproduisant le comportement
d’un système donné i.e. l’évolution des sorties physiques du système calculées à partir
des entrées physiques du système). Or, la démarche de conception est intrinsèquement
basée sur une approche inverse, au sens où le cahier des charges spécifie les objectifs à
atteindre par les sorties d’un système.

Lesmodèles inverses répondent ainsi naturellement au problème de conception. Ils peuvent
être formulés de manière mathématique et permettent de prendre en considération les
spécifications du cahier des charges de manière pertinente, tenant compte de leur évo-
lution au cours du temps, et de dimensionner les systèmes sur des critères dynamiques
et énergétiques. L’approche du dimensionnement par modèle inverse utilisant des cri-
tères dynamiques et énergétiques est par exemple relativement courante en robotique,
où la problématique est la sélection et la validation d’actionneurs appliquant les efforts
articulaires afin que les axes d’un robot suivent les vitesses articulaires spécifiées. Des mé-
thodes de dimensionnement basées sur cette approche ont notamment été formulées par
Potkonjak et Vukobratović [PJ86, VKP87] ou encore Dequidt [Deq98]. La métho-
dologie de dimensionnement par modèle inverse en bond graph du laboratoire Ampère
s’inspire de ces méthodes pour en proposer une généralisation et une systématisation
pour le dimensionnement des chaînes d’actionnement des systèmes mécatroniques. Pen-
sée par Scavarda et al. [SAR91], l’approche a initialement été formulée dans la thèse
d’Amara [Ama91] sur des problématiques énergétiques en robotique. La méthodologie
a ensuite été développée par Fotsu-Ngwompo et al. [FNST96, FN97, FN98, NNST01,
NBS05], puis formalisée par niveaux de structure physique du modèle (topologie, phé-
noménologie, paramétrage) par Jardin [Jar10], et étendue en termes de détermination
d’invariants structurels supplémentaires par El Feki et al. [EFDLB+08b, EF11] et
Jardin [Jar10]. Les travaux proposés dans le présent mémoire s’appuient ainsi sur cet
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historique de développement. En lien avec les applications principalement présentées dans
ce mémoire, précisons que cette démarche de conception s’est avérée adaptée à la concep-
tion fonctionnelle châssis pour différents sous-systèmes du véhicule, en l’occurrence au
dimensionnement des sous-systèmes de direction assistée [Mec03, MMFSF03], de chaîne
de traction hybride [Laf04] [BLD+05], du sous-système suspension [FN98] ou encore du
contrôle actif de châssis [Mec03].

La présente étude se base également sur un certain nombre de nos travaux anté-
rieurs, ayant abouti au développement d’un référentiel de modèles pour l’application
dynamique véhicule, formulés en bond graph, validés (en analyse temporelle et fréquen-
tielle, par comparaison avec des modèles théoriques ainsi qu’avec des mesures véhicules
sur pistes d’essai) et déployés dans une solution logicielle industrielle [AL07, PMAL08,
PMAL09b, PMAL09a]. Dans le cadre de ces développements, le choix du formalisme
bond graph s’est imposé pour des raisons de compréhension des phénomènes physiques,
de maîtrise des équations, de contraintes logicielles (modularité, pérennité, évolutivité,
maintenance, portage, application temps réel), en nous basant en outre sur un certain
nombre de travaux référents dans ce domaine [Kar76] [AD77] [All79] [BT85] [Bos86]
[Pac87] [Mar87] [BA94]. Dans la mesure où nous souhaitons pouvoir appliquer la métho-
dologie de dimensionnement par bond graph et modèle inverse du laboratoire Ampère
à la classe de modèles de ce référentiel, ce dernier constitue en cela l’une des sources de
spécifications d’extension de cette méthodologie, et permet d’établir les orientations des
travaux de ce mémoire.

Les présents travaux s’inscrivent par ailleurs dans le cadre du projet européen ITEA2
MODRIO 4, auquel le laboratoire Ampère ainsi que la société Siemens (ex-Lms Ima-
gine) 5 ont participé, et plus particulièrement du lot 6, « Services pour la modélisa-
tion et la simulation ». Les objectifs originels de ce lot sont d’étendre les techniques
d’analyse structurelle des systèmes mécatroniques à l’analyse statique et au diagnostic
de modèles physiques. L’une des finalités visée était, d’une part, de déterminer si ces
modèles sont bien formulés (au sens où l’on peut en faire un « code » exécutable), et,
d’autre part, de fournir des informations au modélisateur sur de potentielles erreurs de
modélisation structurelles, avant simulation. Les thématiques originellement visées par
ce projet concernaient la description énergétique des systèmes mécatroniques (utilisant
le formalisme bond graph) et l’analyse des modèles idéaux (e.g. diodes, interrupteurs
électriques, frottements secs et butées mécaniques, modèles multicorps avec contraintes
cinématiques,...). Dans ce contexte, les contributions proposées dans ce mémoire visent à
constituer des « briques » d’analyse et de validation de modèles, intégrées à des chaînes
outillées, destinées à des utilisateurs de simulation système non nécessairement experts
en analyse structurelle, ni en bond graph, ni même en mécatronique. Nos travaux peuvent
ainsi être considérés comme s’inscrivant dans une démarche générale hiérarchisée d’ana-
lyse structurelle de modèles, dans laquelle il est possible de :

1. montrer qu’un modèle structuré en réseau (énergétique) est bien formulé (travaux
de Furic [Fur15a, Fur15b]),

2. s’il s’avère bien formulé, traduire un tel modèle en bond graph, et ce en temps
polynomial (travaux de Perelson et al. [PO76], Lamb et al. [LAW93a, LWA93b,
LWA93a, LAW93b]),

4. « MOdel DRIven physical systems Operation », clôturé en Mai 2016
(itea3.org/project/modrio.html, www.modelica.org/external-projects/modrio).

5. Éditrice du logiciel de simulation mécatronique LMS Imagine.Lab Amesim [Sie].
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3. convertir ce bond graph par des opérations d’idéalisation et d’abstraction com-
portementales, faisant potentiellement apparaître des « singularités de structure »
(au sens, par exemple, des causalités dérivées sur les éléments de stockage d’éner-
gie), dont une représentation est possible sous une forme singulière (i.e. algébro-
différentielle),

4. mener un certain nombre d’analyses sur le bond graph représentant le système
singulier (ce qui constitue l’objet principal des travaux présentés dans ce mé-
moire).

Objectifs du mémoire

Dans le contexte de la méthodologie de conception et dimensionnement des systèmes
mécatroniques par bond graph et modèle inverse, proposée par le laboratoire Ampère et
basée sur des critères dynamiques et énergétiques, les travaux proposés dans ce mémoire
ont pour principal objectif d’étendre la méthodologie à une classe de bond graph plus
large 6, représentant des systèmes singuliers.

Cette extension s’inscrit essentiellement dans la phase d’analyse structurelle de la métho-
dologie, plus particulièrement dans la phase d’adéquation entre la structure du modèle
et les spécifications du cahier des charges, qui consiste d’une part, à assurer la validité
du modèle de conception (en termes d’inversibilité), et d’autre part, la validité du ca-
hier des charges (en termes de propriétés mathématiques des fonctions spécifiées dans
le cahier des charges). La méthodologie originale étant hiérarchisée suivant les différents
niveaux de la structure physique du modèle (nous parlerons simplement de « niveaux
d’analyse »), l’objectif est de pouvoir décliner cette extension, d’une part, au niveau de
la seule structure du modèle (niveau d’analyse structurel) et, d’autre part, à un niveau
prenant en considération la phénoménologie du système i.e. les différentes lois physiques
intervenant dans le système (niveau d’analyse comportemental).

Préalablement à cette extension, nous souhaitons mettre en place un référentiel al-
gébrique constituant une base de validation pour les extensions graphiques que nous
proposerons. Les différentes spécificités et propriétés des systèmes singuliers que nous
sommes amenés à étudier sont exposées sur la figure 1.

Comme discuté dans les précédents paragraphes, l’objectif sous-jacent de l’ensemble
des développements théoriques formulés dans ce mémoire est d’être implémentable dans
des outils logiciels, permettant l’automatisation des procédures d’analyse structurelle.

Organisation du mémoire

Chapitres

En vue de développer les thématiques, motivations et contexte précédemment intro-
duits, et de répondre aux objectifs fixés, nous proposons un développement construit en
cinq chapitres, articulés de la manière suivante.

6. En l’occurrence, nous souhaitons traiter les bond graphs causaux/bicausaux sans causalité préfé-
rentielle particulière, avec potentiellement des boucles causales d’ordre 0 de type 1ZCP , 2ZCP , 3ZCP
et 4ZCP de la classification de van Dijk [vD94], avec également potentiellement des champs R et/ou
IC.
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généralisé)
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Initialisation / 
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Figure 1 – Spécificités et propriétés des systèmes singuliers étudiés dans ce mémoire

Le premier chapitre dresse le contexte général de nos travaux, autour de trois sec-
tions. Dans un premier temps, nous introduirons les systèmes mécatroniques de ma-
nière générique, en présentant leurs architectures d’un point de vue énergétique, et en
prenant au besoin des exemples issus de l’automobile (section 1.2). La conception des
systèmes mécatroniques est ensuite présentée et introduite dans le « cycle en V », met-
tant en perspective la méthodologie de conception à laquelle nous souhaitons contri-
buer. Les différentes phases du cycle de conception en V sont alors mises en parallèle
avec les niveaux d’abstraction de la modélisation rencontrés, nous permettant de po-
sitionner le niveau d’abstraction adressé dans nos présents travaux. Dans un second
temps (section 1.3), nous présentons brièvement nos travaux antérieurs au présent pro-
jet, ayant abouti au développement d’un référentiel de modèles en dynamique du véhicule
[AL07, PMAL08, PMAL09b, PMAL09a]. A travers des exemples bond graph simplifiés
mais dimensionnants, nous présentons la modélisation fonctionnelle multicorps châssis et
justifions les orientations des extensions méthodologiques prises dans les chapitres sui-
vants. Dans un troisième et dernier temps (section 1.4), nous abordons l’analyse struc-
turelle pour la conception et le dimensionnement, en détaillant plus particulièrement
la méthodologie du laboratoire Ampère, basée sur une approche inverse et prenant en
considération des critères dynamiques et énergétiques. Cette présentation permet de dé-
finir et hiérarchiser différents niveaux d’analyse, et de présenter les outils de l’analyse
structurelle que constituent l’approche modèle d’état, l’approche digraphe 7 et l’approche
bond graph. Une ouverture sur les problématiques traitées dans ce mémoire sera propo-
sée en conclusion de ce chapitre.

Le deuxième chapitre est essentiellement bibliographique et présente l’ensemble des
notions d’analyse structurelle sur lesquelles se base la méthodologie du laboratoire, décli-
nées selon la classe de modèles jusqu’alors traitée, celle des systèmes réguliers. Principa-

7. « Digraphe » pour « directed graph » ou « graphe orienté » [Rei88, Rei94].
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lement liées à la phase d’adéquation du cahier des charges avec la structure du modèle,
nous abordons les propriétés d’inversibilité et les invariants structurels d’un modèle li-
néaire régulier. Notons à ce stade que la détermination des invariants structurels peut se
faire de différentes manières, algébriquement ou graphiquement, en manipulant le modèle
direct et/ou le modèle inverse. Cela nous amène à une structuration du chapitre en trois
sections. La première présente l’approche algébrique (section 2.2), constituant le référen-
tiel pour les méthodes graphiques, en abordant l’inversibilité des systèmes ainsi que la
détermination des invariants structurels que sont la structure à l’infini [VLK82] [CD82],
le degré relatif [BM65] et l’ordre d’essentialité [CDD+86]. La deuxième section (section
2.3) présente l’approche bond graph, déclinant graphiquement les propriétés et résul-
tats de l’approche algébrique. La troisième section de ce chapitre discute des limitations
existantes sur la méthodologie de dimensionnement telle qu’abordée dans ce deuxième
chapitre (section 2.4).

Les chapitres suivants (chapitres 3, 4 et 5) sont principalement dédiés à la présen-
tation de nos contributions à la méthodologie de conception et dimensionnement des
systèmes mécatroniques par approche bond graph et modèle inverse. Nous présentons,
dans un premier temps, un référentiel algébrique pour l’analyse structurelle des systèmes
linéaires singuliers (chapitre 3) permettant le support de la méthodologie bond graph,
dont l’extension est développée dans un second temps (chapitre 4). Dans un troisième et
dernier temps, nous étendons les analyses algébriques et graphiques du point de vue de
l’analyse temporelle des systèmes singuliers (chapitre 5).

Dans la perspective de constituer le référentiel algébrique pour supporter les ex-
tensions de la méthodologie de conception et dimensionnement, le troisième chapitre se
structure autour de quatre sections principales. La première (section 3.2) introduit la
classe des systèmes singuliers traitée dans nos travaux, les systèmes linéaires singuliers
à faisceau régulier et précise leurs hypothèses, en se basant sur les travaux référents
de Verghese et al. [VK79, VLK81, VK81] et les formalisations algébriques de Dai
[Dai89c, Dai89b, Dai89a]. La deuxième (section 3.3) présente l’inversion des systèmes
singuliers, comprenant des critères directs et indirects d’inversibilité et ouvrant sur l’ap-
proche graphique du chapitre 4. La section suivante (section 3.4) expose le concept es-
sentiel que représente la structure à l’infini de ces systèmes, permettant de construire
la formulation de validité du cahier des charges dans la phase d’adéquation de la mé-
thodologie, en se basant sur les travaux de Murota & van der Woude [MvdW91].
Enfin, la section 3.5 propose la principale contribution de ce chapitre, à savoir la définition
d’un ordre d’essentialité généralisé pour les systèmes singuliers, extension de l’ordre d’es-
sentialité des systèmes réguliers [CDD+86, CD86], ainsi que sa détermination algébrique.

Le quatrième chapitre, regroupant la grande majorité des contributions de ce mé-
moire, propose d’aborder la détermination des propriétés des systèmes singuliers sur deux
de leurs représentations graphiques associées (digraphe et bond graph). La finalité de ce
chapitre est la détermination graphique de l’inversibilité et des ordres d’essentialité géné-
ralisés des sorties du modèle, à partir de sa représentation bond graph. Nous organisons
ce développement en cinq sections. A partir de la généralisation de la correspondance
digraphe/bond graph (proposée en annexe D), nous proposons une détermination bond
graph du polynôme caractéristique det(sE − A) (section 4.2) puis des déterminations
digraphe et bond graph du déterminant de la matrice système du système singulier (sec-
tion 4.3). Après avoir présenté l’inversibilité des systèmes singuliers en bond graph, en
généralisant le test d’inversibilité de Rahmani [Rah93] et discutant de la validité de
l’approche d’inversion de Fotsu Ngwompo [FN97] (section 4.4), nous proposons en
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section 4.5 une extension aux systèmes singuliers de la détermination bond graph de leur
structure à l’infini, en la déclinant suivant les niveaux de la structure physique du mo-
dèle. La section 4.6 propose enfin la détermination bond graph des ordres d’essentialité
généralisés, également déclinée par niveau d’analyse. Cette détermination est proposée
sur le modèle direct ainsi que sur le modèle inverse et permet de généraliser et d’unifier
les travaux de Bertrand et al. [BSDT97], Jardin [Jar10] et El Feki [EF11].

Le cinquième et dernier chapitre présente un complément aux approches algébrique
et graphique de l’analyse structurelle, en abordant l’analyse temporelle des systèmes sin-
guliers, à travers trois sections. Nous présentons en premiers lieux les travaux sur l’équi-
valence entre systèmes singuliers apportés par Rosenbrock [Ros70, Ros74] et Smith
[VLK81] [Dai89c] [Dua10], permettant également de définir l’index de nilpotence des sys-
tèmes singuliers (section 5.2). En se basant sur les différentes approches entreprises pour
formuler la réponse temporelle de ces systèmes (section 5.3), nous proposons d’étayer sa
formalisation utilisant la résolution distributionnelle, en présentant l’analogie qui peut
être établie entre les modes dynamiques exponentiels et les modes dynamiques impulsion-
nels. La section 5.4 présente enfin une déclinaison bond graph des notions d’initialisation,
de propreté, et de l’obtention de la réponse temporelle ainsi qu’une contribution sur la dé-
tection des modes impulsionnels dans un cas simplifié usuel où le bond graph ne possède
pas de cycle causal d’ordre négatif, ni de chemin causal entre éléments de stockage en
causalité dérivée. Le cas général est ensuite traité sur la détection des modes impulsion-
nels, avec différentes contributions basées sur les résultats en bond graph du chapitre 4.

La conclusion générale présente une synthèse du développement et des contributions
proposées dans les différents chapitres de ce mémoire, ainsi que les perspectives qu’il
nous semblerait pertinentes d’entrevoir pour compléter et étendre nos travaux.

Annexes

Différentes annexes sont également proposées pour supporter, préciser, ou illustrer
les développements précédemment introduits, dont certaines comprennent des contribu-
tions :

— l’annexe A introduit très succinctement le langage bond graph, reprend la classifi-
cation des boucles causales d’ordre 0 de van Dijk [vD94], et rappelle un certain
nombre de considérations sur l’approche utilisant la matrice de structure de jonc-
tion («MSJ ») et le système d’équations associé. Ceci nous permet principalement
d’associer les résultats du chapitre 4 à l’approche « MSJ »,

— l’annexe B est un complément aux chapitres 2 et 4, permettant de synthétiser
les définitions et outils de l’analyse structurelle en bond graph utilisés dans ce
mémoire. Cette annexe comprend un certain nombre de définitions que nous pro-
posons dans le cadre des présents travaux,

— l’annexe C présente différentes définitions et procédures de calcul de déterminant
relatives au digraphe, avec un certain nombres de contributions sur la scrutation
des degrés, d’une part, du polynôme caractéristique et, d’autre part, de la matrice
système,

— l’annexe D présente un certain nombre de contributions sur l’extension de la cor-
respondance digraphe/bond graph dans le cas des systèmes singuliers, notamment
la procédure D.1 page 307 de construction du digraphe associé à un modèle bond

xiii
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



graph,

— l’annexe E, bibliographique, présente la déclinaison des notions exposées au cha-
pitre 2 (section 2.3 page 58), en termes d’analyse structurelle sur le modèle bond
graph, au niveau d’analyse comportemental,

— l’annexe F illustre les développements de l’analyse structurelle des systèmes sin-
guliers proposés aux chapitres 3 et 4 sur un modèle de référence multicorps vé-
hicule construit lors de nos travaux antérieurs et présenté au chapitre 1. Cette
annexe illustre notamment l’implémentation de modèles inverses, issus de mo-
dèles multicorps de véhicule, dans les logiciels de simulation MS1 [MS1] et LMS
Imagine.Lab Amesim [Sie],

— l’annexe G est un support au chapitre 1 (section 1.3 page 9) et présente différentes
manipulations bond graph sur un modèle véhicule de référence.
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Chapitre 1

Conceptionetdimensionnement
parmodèle inverse : applicationà la
conception fonctionnelle châssis
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1.1. Introduction 2

1.1 Introduction

Le présent chapitre 1 introduit le contexte général d’étude proposé dans ce mémoire.
Il s’agit de la conception et du dimensionnement des systèmes mécatroniques, basés sur
une approche par modèle inverse et utilisant des critères dynamiques et énergétiques.
La méthodologie proposée et discutée au long du mémoire s’appuie sur le formalisme
bond graph 1 et notamment sur les possibilités d’analyse de l’architecture des systèmes
modélisés par bond graph. On parle ainsi d’analyse structurelle. Nous positionnerons
cette méthodologie dans le cycle de conception des systèmes mécatroniques (connu sous
la dénomination de « cycle de conception en V ») et exposerons les bénéfices d’approcher
la démarche avec des modèles inverses d’une part, et de considérer une phase d’analyse
amont portant sur l’architecture des modèles d’autre part. Si, comme nous le verrons,
la méthodologie de conception des systèmes mécatroniques sur laquelle nous basons nos
travaux est relativement générique, le contexte industriel d’application privilégié dans ce
mémoire est celui de l’automobile, plus particulièrement du dimensionnement châssis et
de la conception en dynamique du véhicule. Après avoir détaillé les modèles référents de
ce domaine pour le prototypage virtuel et la classe de système à laquelle ils appartiennent
(en l’occurrence la classe des systèmes singuliers), nous exposerons dans quelle mesure
cette classe représente de nouvelles spécifications pour la méthodologie de conception.
Le chapitre 1 se décline ainsi de la manière suivante (figure 1.1) :

Méthodologie de conception et de 
dimensionnement des systèmes 

mécatroniques : 
approche énergétique par modèle inverse

• Principe de l’inversion
• Dimensionnement avec 

critères énergétiques
• Intérêt du bond graph et 

de l’analyse structurelle

Systèmes Mécatroniques

• Présentation
• Architecture 
• Conception
• Prototypage virtuel  

Systèmes Mécatroniques dans la conception 
fonctionnelle d’un châssis automobile

• Contexte industriel
• Intérêt du bond graph pour le 

développement d’outils de 
simulation industriels

• Niveau et classe des modèles 
référents dans le domaine de 
la conception châssis Discussion sur la nécessité d’extension de 

la méthodologie pour prendre en 
considération une classe de modèle 

référente en conception châssis

Figure 1.1 – Structure du chapitre 1, ouverture vers les problématiques adressées dans
le mémoire

— La section 1.2 présente les systèmes mécatroniques et leur déclinaison en auto-
mobile, leur architecture, leur conception, ainsi que les outils référents en proto-
typage virtuel. Nous introduirons qu’une approche de modélisation adéquate est
l’approche à paramètres localisés (« lumped-parameter »), pour laquelle le forma-

1. Une présentation succincte est proposée en annexe A, section A.1 page 245. Nous y introduisons
les principales notions sur lesquelles s’appuie ce mémoire.
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3 CH. 1. Conception et dimensionnement par modèle inverse ... application châssis

lisme bond graph est une représentation graphique bien adaptée.

— La section 1.3 propose d’introduire le contexte de conception fonctionnelle en
dynamique du véhicule et de détailler les modèles référents de ce domaine dans le
cadre d’un déploiement industriel d’outil de modélisation et de simulation. L’une
des finalités de cette section est de montrer comment le bond graph peut ré-
pondre aux problématiques de modélisation mécatronique de ce domaine et être
une solution pérenne de capitalisation, de maintenance et d’évolutivité pour un
logiciel industriel.

— La section 1.4 présente la méthodologie de dimensionnement par modèle inverse,
dont une approche bond graph est proposée par le laboratoire Ampère depuis
25 ans et constitue la base des travaux de ce mémoire. Cette section introduit
différents outils d’analyse structurelle communément employés en commande et
expose le niveau de description et d’information qu’ils contiennent. Ceci permet
de positionner la référence que constitue l’approche algébrique (modèle d’état,
système structuré) dans les développements apportés en bond graph et permet
de mettre en perspectives les contributions de ces travaux de thèse.

— La section 1.5 expose les problématiques traitées dans ce mémoire (introduites
brièvement sur la figure 1.1), en mettant succinctement en perspective la classe
de modèle de la section 1.3 avec la méthodologie présentée en section 1.4.

1.2 Conception et dimensionnement des systèmes méca-
troniques

1.2.1 Mécatronique : historique et déclinaisons en automobile

Le terme « mechatronics » a été introduit en 1969 par Tetsuro Mori et Jiveshwar
Sharma de la compagnie japonaise Yaskawa Electric Corporation, en combinant
les termes « mecha » de mécanisme et « tronics » d’électronique [KO96], [Bar10]. La
mécatronique définissait ainsi au début des années 80 une discipline transverse de la mé-
canique au sens large (mécanique, hydraulique, thermique) et de l’électronique. La défi-
nition a évolué avec la complexification des systèmes [Ise08] pour désigner globalement la
tendance majeure de démarche de conception visant à l’intégration multi-technologique
[Lub12]. Plusieurs définitions référentes ont été apportées au cours de l’évolution de la
discipline : celle de l’éditorial du journal Mechatronics [DH91], celle du journal IEEE
Transactions on Mechatronics proposée par Kyura & Oho [KO96] ou encore celle
proposée en 2000 par l’IFAC Technical Committee on Mechatronic Systems [IFA00].
Toutes convergent vers une définition de la mécatronique comme la démarche de concep-
tion intégrant les systèmes mécaniques et électro-mécaniques (éléments mécaniques et
électriques, machines, mécanique de précision, actionneurs), les systèmes électroniques
(micro-électronique, électronique de puissance, capteurs) et les technologies de l’informa-
tion (théorie des systèmes, modélisation, automatique, logiciels, intelligence artificielle)
[Ise08]. Le terme « mécatronique » est apparu officiellement en France en 2005, dans
Le Petit Larousse. Les travaux de normalisation ont été initiés par la France en 2008
avec la publication par l’Association Française de Normalisation (AFNOR) de la norme
NF - E01 - 010, qui adopte la définition suivante pour la communauté scientifique et in-
dustrielle [AFN08] : la mécatronique est une « démarche visant l’intégration en synergie
de la mécanique, l’électronique, l’automatique et l’informatique dans la conception et la
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1.2. Conception et dimensionnement des systèmes mécatroniques 4

fabrication d’un produit en vue d’augmenter et/ou d’optimiser sa fonctionnalité ».

La velléité principale de l’approche mécatronique est la suppression des frontières exis-
tantes entre les technologies (sous entendu relatives à des approches métiers associées à
une discipline particulière) pour permettre de satisfaire des fonctions supplémentaires,
d’augmenter la prestation client, de développer de nouvelles offres et potentiellement de
baisser les coûts [Lub12]. Le contexte automobile dans lequel s’inscrivent nos travaux
est un environnement majeur illustrant les sauts technologiques rendus possible par la
mécatronique depuis la fin des années 1970 (figure 1.2). Soulignons notamment les sys-
tèmes ABS (anti-blocage de roue), ESP (correction de trajectoire i.e. stabilisation en
lacet) ou encore RSC (Roll Stability Control i.e. l’anti-roulis actif), qui peuvent être as-
sociés pour atteindre le GCC (Contrôle Global du Châssis) [Mur07]. L’évolution de cette
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Figure 1.2 – « Mechatronic Automobiles » : ensemble des systèmes et composants mé-
catroniques présents dans l’automobile [Ise08]

discipline dans le domaine automobile est toujours importante et actuellement majoritai-
rement portée par le développement des ADAS (Advanced Driver Assistance Systems)
comme l’ACC (Active Cruise Control, figure 1.2), les systèmes d’évitement de collision
(Collision avoidance system), l’assistance à la conduite sur autoroute ou dans les bou-
chons, le « car to car », ... L’ensemble des exemples applicatifs métiers proposés dans
ce mémoire sont en lien avec les technologies exposées en figure 1.2. Outre le domaine
automobile, de nombreuses autres applications peuvent être citées dans des domaines
très variés comme le médical (tant dans le matériel – robot de chirurgie – que dans
l’assistance ou le remplacement d’organes humains – prothèses bioniques, cœur artificiel
de Carmat –), la recherche spatiale (robot d’exploration, satellites), l’aéronautique –
tant chez les intégrateurs que les systémiers (par exemple, la problématique du « fly by
wire ») –, la consommation grand publique (robot aspirateur, appareil photo (l’autofo-
cus par exemple), machine à café, fer à repasser générateur de vapeur), la production
(machines-outil, chaîne d’assemblage),... [Bar10] [Jar10] [EF11] [Lub12] [DtMDD14].

1.2.2 Architecture des systèmes mécatroniques

Malgré la grande diversité de domaines concernés et de déclinaisons applicatives,
il est possible de synthétiser de manière générique la description de l’architecture d’un
système mécatronique (figure 1.3). Un système mécatronique peut être vu comme des
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5 CH. 1. Conception et dimensionnement par modèle inverse ... application châssis

chaînes d’actionnement, supervisées par des algorithmes de commande, potentiellement
pilotés par une IHM (Interface Homme-Machine). La chaîne d’actionnement représente

Interface 
Homme/Machine

Traitement des 
données

Charge
Eléments 

d’adaptation 
d’énergie

Modulateur 
de puissance

Dispositif de 
fourniture 
d’énergie

Actionneur Détecteur

Variables de 
référence

Flux d’énergie

Variables de 
commande

Variables de 
mesureFlux d’information

Mécanique et électromécanique

Electronique

Technologie de l’information

Variables monitorées

Chaîne 
d’actionnement 

Partie 
opérative =

SYSTÈME 
MECATRONIQUE 

Système 
piloté =

ENVIRONNEMENT

Figure 1.3 – Architecture générique d’un système mécatronique d’un point de vue éner-
gétique [Ise08] [Jar10]

la partie opérative du système piloté, ce dernier étant constitué de l’ensemble {chaîne
d’actionnement + électronique de commande + informatique}. Du point de vue énergé-
tique, elle regroupe les fonctions suivantes [FN97] [Laf04] [Jar10] :

— alimentation énergétique du système (sous-système dispositif de fourniture d’éner-
gie, figure 1.3),

— modulation de puissance, permettant le pilotage du transfert d’énergie entre le
dispositif de fourniture d’énergie et les actionneurs (sous-système modulateur de
puissance),

— conversion et transmission de l’énergie issue des modulateurs de puissance pour
l’adapter au besoin de la charge (sous-système actionneur et sous-système adap-
tation d’énergie),

— actionnement des degrés de liberté énergétiques de la charge, finalité du système
mécatronique (sous-système charge).

Remarque : L’architecture proposée en figure 1.3 est une architecture simple. Comme
illustré dans les thèses de Mechin [Mec03] et Laffite [Laf04] et souligné par Jardin
[Jar10], d’autres configurations plus complexes associant plusieurs chaînes d’actionne-
ment sont envisageables (associées à des problématiques de recherche d’iso-actionnement
ou sur-actionnement [Mec03]). Nous supposons toutefois que la cascade des différents
dispositifs énergétiques dispositif de fourniture d’énergie → modulateur de puissance →
... → charge est toujours vérifiée.

Le contexte de ce mémoire est celui de la conception de la partie opérative d’un système
mécatronique. Cette conception est déclinée en niveaux de conception et d’abstraction
de modélisation, introduits et discutés en section suivante (section 1.2.3), pour expliciter
le positionnement de la présente recherche.
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1.2. Conception et dimensionnement des systèmes mécatroniques 6

1.2.3 Conception des systèmes mécatroniques

La problématique de conception des systèmes mécatroniques peut-être représentée
par le « cycle en V », issu du génie logiciel [Ise08] et adapté par et pour la commu-
nauté mécatronicienne [Jar10]. On parle alors d’ingénierie concourante (ou d’approche
mécatronique ou encore d’approche système), où la démarche de conception intègre dès
le départ l’interconnexion des différentes disciplines associées à des domaines physiques
et/ou à des sous-systèmes, par opposition à des démarches plus anciennes d’ingénierie
séquentielle (ou approche métier), cloisonnée par discipline et/ou sous-système. Lebrun
résume l’évolution de cette démarche en utilisant la formule par laquelle on exprime que
« l’ensemble est plus que la somme des différentes parties » [Leb03]. Le « cycle en V »
proposé en figure 1.4 s’appuie sur les travaux de Lebrun [Leb03] et de Isermann [Ise08]
ainsi que les références [DT99] [Jar10] [PPC+11]. Ce cycle commence par une approche

CONCEPTION VALIDATION

Analyse des besoin, 

spécification fonctionnelle 

Conception fonctionnelle 

(système) 

Conception organique 

(sous-système) 

Conception technique 

détaillée (composants)

Réalisation et tests 

unitaires (composants)

Intégration élémentaire et 

test des sous-systèmes 

Intégration système et 

prototypage

Validation fonctionnelle et 

test des produits

Partie 
Opérative

Partie 
Commande

Niveau fonctionnel

Niveau système

Niveau sous-système

Niveau composant

Conformité aux exigences

Conformité aux 
architectures

Cahier des charges

Fabrication

Figure 1.4 – Cycle en V de la démarche de conception

top-down caractérisant la phase d’étude, de conception et de développement suivi d’une
démarche bottom-up caractérisant l’intégration, les tests et la validation du système. Il
couvre le cycle de vie d’un produit, depuis les spécifications jusqu’à la production (voire
la fin de vie du produit avec la prise en compte de l’impact environnemental). La concep-
tion implique un parcours du cycle de manière récursive, par itérations successives, avec
de potentielles phases de reconception si nécessaire lors des études de conformité. Il
est important de noter que la figure 1.4 associe dans la démarche de conception des sys-
tèmes mécatroniques deux cycles en parallèle, respectivement relatifs à la partie opérative
(chaîne d’actionnement) et la commande (partie pilotage de la chaîne d’actionnement)
du système, conformément au principe de l’ingénierie concourante [DT99] [Ise08]. La
réduction des coûts et de temps de mise sur le marché des produits tout en améliorant
leur qualité et leur fonctionnalité est rendue possible par cette approche système au prix
d’efforts importants dès les premières phases de conception. Cela entraîne des besoins
méthodologiques importants en phase amont de développement, notamment au niveau
système où l’interaction entre parties opérative et commande est conséquente, et néces-
site l’utilisation du prototypage virtuel (i.e. la modélisation et la simulation) [Leb03]
[Rau03]. Le niveau fonctionnel définit les fonctionnalités du produit et les scénarios de
son exploitation. Le niveau système représente la vue physique du produit, en termes
d’architecture (nombre et interaction des sous-systèmes, choix des technologie d’action-
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7 CH. 1. Conception et dimensionnement par modèle inverse ... application châssis

nement e.g. hydraulique, mécanique, électrique, pneumatique) et de fourniture d’énergie
d’une part, et de sa commande d’autre part (choix et placement de capteurs, architec-
ture électronique, architecture et théorie de la commande, architecture logiciel) [Ise08].
Le niveau sous-système fait référence aux différents organes constitutifs du système, qui
sont à leur tour décomposés en composants.

Notons ainsi que l’architecture générique d’un système mécatronique telle qu’exposée
en figure 1.3 (section 1.2.2 page 4) est traitée dans les niveaux de conception du cycle en
V (figure 1.4) suivants :

— l’ensemble {chaîne d’actionnement + électronique de commande + informatique}
correspond au niveau système,

— le dispositif de fourniture d’énergie, l’actionneur et les éléments d’adaptation
d’énergie correspondent au niveau sous-système associée à la partie opérative. Le
modulateur de puissance, le détecteur et le traitement des données correspondent
au niveau sous-système associé à la partie commande.

— chaque sous-système précédent est décomposé en composants au niveau compo-
sant (respectivement associés à l’une ou l’autre des parties opérative et com-
mande).

Comme précédemment évoqué, le prototypage virtuel est incontournable en ingénie-
rie concourante et intervient dès le début du cycle en V. Toutefois, le « modèle unique »
apte à répondre aux besoins des différents niveaux (fonctionnel, système, sous-système,
composant) n’existe pas. Les différentes étapes du cycle de conception requièrent ainsi
différents niveaux d’abstraction desquels découle la spécification des outils de modéli-
sation et de simulation. On différentie quatre niveaux d’abstraction de la modélisation :
fonctionnel, système, réseau, géométrique [Leb03]. S’il existe une relation avec les niveaux

Processus de conception

Niveau fonctionnelNiveau fonctionnel

Niveau système

Niveau réseau

Niveau géométrique

Niveau système

Niveau sous-système

Niveau composant

Niveaux de modèles

Figure 1.5 – Niveaux d’abstraction de la modélisation associés au cycle en V de concep-
tion [Leb03]

de conception du cycle en V (figure 1.4), la correspondance n’est pas exacte et des che-
vauchements existent entre niveaux de conception et niveaux d’abstraction (figure 1.5).
Le détail des niveaux est le suivant :

1. le niveau fonctionnel s’astreint à définir les fonctions du système, ses états suc-
cessifs et la logique de passage entre ces états. On parle ici d’automatismes sé-
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1.2. Conception et dimensionnement des systèmes mécatroniques 8

quentiels, de machines à état, et concernent des processus à événements discrets. 2

Un niveau d’abstraction de modélisation peut être celui des graphes d’état et des
réseaux de Petri [LD09].

2. le niveau système décrit le comportement du système physique et de la loi de
commande, de manière continue dans le temps. La représentation du système
est faite par association de sous-modèles de type « schéma bloc » correspondant
chacun à un sous-système et décrivant leur comportement respectif par des lois
entrées/sortie simplifiées (modèle équationnel, modèle tabulé) et échangeant des
signaux entre eux. Ce niveau permet de représenter les différentes fonctions et
états du système ainsi que son comportement physique simplifié. Le niveau d’abs-
traction système permet ainsi d’atteindre le niveau de conception fonctionnel et
le niveau de conception système.

3. le niveau réseau est un niveau de modélisation essentiellement macroscopique,
ou modèle à paramètres localisés (« lumped parameter models »), dans lequel les
éléments constitutifs respectent des principes physiques (stockage d’énergie, dis-
sipation d’énergie) et sont connectés entre eux avec des règles basées sur l’échange
d’énergie (modulation idéalisée, loi de conservation). Une représentation suppor-
tant ce cadre théorique est par exemple le bond graph. On parle ici de modélisa-
tion « physique » au sens « phénoménologique » [Leb03] 3. Le niveau d’abstraction
réseau correspond ainsi au niveau de conception système, au niveau de conception
sous-système et au niveau de conception composant.

4. le niveau géométrique contient les paramètres décrivant la géométrie ainsi que les
lois de comportement des matériaux. On parle ici de modèle à paramètres répartis
(« distributed parameter models »). Le niveau d’abstraction géométrique permet
d’atteindre uniquement le niveau de conception composant.

Dans le cadre de ce mémoire, le niveau d’abstraction de modélisation et simulation
concerné est le niveau d’abstraction réseau. Les modèles étudiés sont supposés être des
modèles à paramètres localisés (« lumped parameter models »), représentés par le forma-
lisme bond graph. Nous nous positionnons ainsi sur les niveaux de conception système,
sous-système et composant.

Suivant le stade de développement du système le long du cycle de conception, diffé-
rentes problématiques peuvent être traitées :

— la synthèse d’architecture se positionne au niveau de conception système. Elle
permet la définition de la topologie de la chaîne d’actionnement (technologie,
type d’actionneur, nombre, agencement) de manière à répondre technologique-
ment de manière optimale aux spécifications fonctionnelles. Nous pouvons citer
les travaux de Laffite [Laf04] et Bideaux et al. [BLD+05] dans le cadre d’ap-
plications automobiles concernant la chaîne de traction ainsi que les travaux de
Mosiek [Mos99] et Lichiardopol [Lic07a], tous supportés par le formalisme
bond graph. Comme souligné par Jardin [Jar10], les problématiques de synthèse
d’architecture se rencontrent également aux autres niveaux de conception, lors de
la descente de cycle. Toutefois, ce vocable est usuellement employé au niveau de

2. De nombreux détails sont fournis dans l’article de Penas et al. [PPC+11].
3. Dans sa thèse, Jardin [Jar10] décompose le niveau réseau en deux niveaux, sous-système et com-

posant. Nous conservons dans notre présentation la déclinaison originelle de Lebrun [Leb03].
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9 CH. 1. Conception et dimensionnement par modèle inverse ... application châssis

conception système. 4

— la sélection et la validation des sous-systèmes ou des composants sont traitées
au niveau de conception sous-système, une fois l’architecture fixée. La sélection
consiste à déterminer le sous-système adéquat dans un catalogue (i.e. donnant
des gabarits constructeurs) pour satisfaire le cahier des charges (imposant charge
et objectifs). La validation s’intéresse quant à elle à l’admissibilité des objectifs
spécifiés ou encore à la mesure des capacités limites des composants (la charge
étant là encore imposée) [FN97] [FN98] [Jar10].

— la synthèse paramétrique se positionne au niveau de conception composant et
correspond à la détermination des paramètres d’un composant pour un objectif
donné [FN98] [Laf04]. Cette détermination se base sur un comportement désiré
en sortie du composant. 5

Dans le présent mémoire, les principales illustrations sont relatives à la sélection et valida-
tion de sous-systèmes ou de composants, que nous qualifierons de problème de dimension-
nement. Nous verrons toutefois ultérieurement (section 1.4 page 24) que la méthodologie
proposée est applicable à d’autres problématiques de conception.

1.3 Modélisation véhicule pour la conception fonctionnelle
châssis et la synthèse dynamique route

1.3.1 Préambule

Après une présentation du contexte industriel (section 1.3.2), l’objectif de la section
1.3.3 est d’exposer les éléments clés de la modélisation dite « fonctionnelle » en dynamique
du véhicule et leur traduction dans le formalisme bond graph. Dans un premier temps,
l’approche de cette modélisation est illustrée sur la liaison entre le porte-fusée et la
caisse (section 1.3.3.1). Cette modélisation repose sur l’écriture d’une relation globale
conservative en puissance, et de sa duale en effort (relation naturellement explicitée dans
la représentation bond graph correspondante) 6. Dans un second temps, un modèle de
liaison à quatre degrés de liberté montre une première généralisation de représentation
bond graph appliquée à la modélisation fonctionnelle (section 1.3.3.2). Enfin, le modèle
utilisé pour traiter les problématiques théoriques de ce mémoire, à six degré de liberté,
est présenté (section 1.3.3.3).

1.3.2 Introduction et contexte industriel

Le contexte de modélisation présenté dans la section 1.3 est celui du GIE (Groupe-
ment d’Intérêt Économique) SARA (Simulateur Avancé d’études et de Recherche Auto-
mobile), créé en 1992, qui a impliqué les constructeurs automobiles français Renault

4. Dans le cadre des problématiques de descente de cycle en conception fonctionnelle châssis, citons
également les travaux de Loyer [Loy09] qui illustrent, en plus du niveau d’abstraction de modèle, une
notion de hiérarchisation des paramètres de conception suivant le niveau de conception dans le cycle.

5. Notons que la notion est différente de l’identification paramétrique, où l’on détermine alors les
paramètres inconnus d’une structure connue en connaissant les entrées et les résultats de mesure [EF11].

6. Comme nous le détaillerons dans cette section, c’est cette approche globale (ou globalisée) de la
liaison cinématique entre le porte-fusée et la caisse qui implique la qualification « fonctionnelle » à la
modélisation proposée, par opposition à une représentation complète du mécanisme i.e. de l’ensemble
des corps constitutifs et de leurs liaisons respectives. L’approche globale permet ainsi de spécifier la
fonction que doit remplir chacune des épures de suspension pour atteindre un objectif de comportement
véhicule donné.
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1.3. Modélisation en conception fonctionnelle châssis et synthèse dynamique route 10

et Psa Peugeot Citroën ainsi que l’Inrets 7 [L’U95]. L’équipe modélisation de ce
groupe de travail a produit la spécification et le développement de l’outil logiciel ARHMM
(Advanced Road Handling Modular Model). La collaboration via le GIE SARA a été
abandonnée en 1997. A la fin des années 1990, les spécifications de ARHMM ont été d’une
part implémentées chez Renault dans l’environnementMATLAB Simulink (produit par
la société The MathWorks) en utilisant le logiciel multicorps MESA VERDE (produit
par la société IPG), donnant naissance au logiciel MADA (Modélisation Avancée de Dy-
namique Automobile). Par ailleurs, les spécifications de ARHMM ont été implémentées
par Psa Peugeot Citroën dans l’environnement LMS Imagine.Lab Amesim (produit
par la société Siemens, ex-Lms Imagine) en utilisant le logiciel multicorps JAMES (pro-
duit par la société Simulog), sous le nom de SMASH Car. L’implémentation SMASH
Car a été utilisée chez Psa Peugeot Citroën de 1997 à 2007 et a été remplacée depuis
par une solution standard dans l’environnement Amesim, nommée Amesim Vehicle Dy-
namics, originellement développée lors d’un partenariat entre Psa Peugeot Citroën
et Siemens, ex-Lms Imagine [PMAL08]. Pour des raisons de compréhension des phéno-
mènes physiques, de maîtrise des équations, de contraintes logiciel (modularité, pérennité,
évolutivité, maintenance, portage, application temps réel 8) 9, l’implémentation standard
sous Amesim a été réalisée à l’aide du formalisme bond graph [PMAL09b], en se ba-
sant sur un certain nombre de travaux référents dans ce domaine [Kar76] [AD77] [All79]
[BT85] [Bos86] [Pac87] [Mar87] [BA94]. L’approche a été validée de manière exhaus-
tive dans le cadre de ce partenariat, en comparant notamment au référentiel historique
que constituait l’implémentation ARHMM/SMASH Car [PMAL09a]. Les modèles bond
graph proposés dans cette section sont issus des implémentations de la solution Amesim
Vehicle Dynamics, dont seuls les spécifications et modèles du module multicorps châssis
sont ici discutés et rapprochés au besoin de ceux de ARHMM [SAR94, SAR97].

Dans le contexte actuel de conception automobile, l’interaction entre les sous-systèmes
du châssis, leur intégration au véhicule et leur contrôleur respectif sont d’emblée consi-
dérés dès les phases fonctionnelles amont. Les ABS/ESP sont à présent obligatoires dans
de nombreuses législations automobiles, le couplage entre direction, freinage et suspen-
sion active devient de plus en plus courant et vise le contrôle global de châssis (GCC,
pour « Global Chassis Control ») [Mur07]. Dans ce contexte, les modèles de conception
et les outils de simulation doivent être capables de fournir un niveau de représentativité
élevé ainsi que des possibilités intrinsèques d’assemblage, de couplage et d’intégration
[Leb03]. Ces modèles et outils traitant nativement la multi-physique des phénomènes
mise en jeu, ils permettent d’appréhender la conception et le développement du châssis
du point de vue mécatronique telle qu’introduite en section 1.2 page 3. Un grand nombre
de contraintes sur les outils dérive de ces besoins, et outre l’application multi-physique,
nous noterons la nécessité de modularité, flexibilité, robustesse numérique [Rau03] ainsi
que l’excellence de modélisation sur les verticalités métier, pour qu’un environnement
commun de simulation puisse être pérenne sur le cycle de conception.

7. L’Inrets (Institut National de Recherche sur les Transports et leur Sécurité) a fusionné avec le
Lcpc (Laboratoire Central des Ponts et Chaussées) en janvier 2011 pour donner naissance à l’Ifsttar
(Institut Français des Sciences et Technologies des Transports, de l’Aménagement et des Réseaux).

8. Comprenant notamment les validations sur bancs HiL (Hardware-in-the-loop) [DANL13] et les
applications sur simulateur de conduite [FAA+11] [BPA+13, BVG+14, BPG+14].

9. Dans un contexte similaire, les avantages du bond graph en conception mécatronique automobile
sont également soulignés par Abadie et al. [AGR00].
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11 CH. 1. Conception et dimensionnement par modèle inverse ... application châssis

1.3.3 Modélisation fonctionnelle châssis

Dans le cadre de la modélisation et la simulation du comportement routier des vé-
hicules, le qualificatif « fonctionnel », contrairement au sens qu’il revêt dans la section
1.2.3 pour la conception, fait ici référence aux modèles de connaissance « métier », basés
sur une représentation équationnelle globale du véhicule. Cette classe de modèles est
ici relativement vaste. Elle regroupe notamment les modèles usuels « Lacet/Dérive » et
« Lacet/Dérive/Roulis » [Kar76] [Pac87] [Rau03] [Bro06], [Loy09], « Tangage/Pompage »
[Pac87] [Bro09] [MFJ11b, MFJ11a], « Quart de véhicule » [Pac87] [Hal95], « 6 + 4 + 4
ddl » [Arn03] ou encore des modèles plus sophistiqués, tels ceux usuellement qualifiés de
« modèles à 15 degrés de liberté », élaborés comme des modèles multi-corps complets et
intégrant une liaison cinématique « avancée » entre le porte-fusée et la caisse 10 (et qui
constitue en l’état une référence dans les approches fonctionnelles) [Rau03] 11. Le niveau
d’abstraction que constitue le modèle à « 15 degrés de liberté » est comparable à celui
adressé dans les présents travaux (voir détails en section 1.3.3).

En outre, le qualificatif « fonctionnel » s’oppose au qualificatif « organique » 12 associé,
lui, à des logiciels multi-corps génériques (usuellement nommés « MBS » pour « Multi-
Body Softwares » tels MSC ADAMS, LMS Virtual.Lab Motion (ex-DADS), SIMPACK,
ou encore des applications plus anciennes comme JAMES, MESA VERDE, AUTOSIM,
SD/FAST). Pouvant adopter différentes stratégies de description de coordonnées (carté-
siennes, articulaires, libres) et de formalisation des systèmes d’équations (Newton/Euler,
Lagrange, travaux ou puissances virtuels, ...) [BA94] [Ali97] [MF07], ces logiciels ont le
point commun de représenter l’ensemble des solides et des liaisons cinématiques associés
au châssis i.e. la caisse et l’ensemble des organes de la liaison au sol. Ils apparaissent
généralement au niveau sous-systèmes mécaniques 13 dans le cycle de conception (figure
1.4). Si la classe de modèle organique, et les outils logiciels associés, a atteint un niveau
de maturité important au cours des vingts dernières années, la classe de modèle fonc-
tionnel conserve une évolutivité importante. Ceci est principalement dû au large spectre
d’abstraction envisageable et l’apparition de problématiques multi-physiques et de pilo-
tage d’actionneur très en amont dans le cycle de conception des véhicules. Nous pouvons
garder à l’esprit que les outils de simulation fonctionnels en dynamique véhicule dans
leur configuration usuelle (modèle « 15 ddl »), et pour des applications sur véhicule au-
tomobile de tourisme, sont utilisés dans des situations de vie basse fréquence (0 à 15
ou 20 Hz suivant les cas). La topologie du modèle multi-corps (au sens « 3D Functional
Model ») est principalement choisie pour la représentation fonctionnelle des essieux et les
contraintes temps réel auxquelles la simulation numérique doit répondre. Les principales
limitations de l’approche fonctionnelle sont inhérentes à la définition de la liaison ciné-
matique spécifique aux épures de suspension (« liaison glissière généralisée », voir section
1.3.3.1). Nous pouvons notamment citer le premier mode propre du train complet en
longitudinal, souvent qualifié de « mode de SHR » (pour « Suspension Horizontal de

10. Notons que cette liaison cinématique « avancée » a été formalisée en multi-bond graph par Pacejka
[Pac87]

11. Le modèle dit à « 15 degrés de liberté » est composé de 10 solides (1 caisse, 1 crémaillère, 4
porte-fusées et 4 roues) et l’ensemble des liaisons cinématiques entre ces 10 solides, où la liaison cré-
maillère/caisse est une liaison glissière (prismatique), la liaison roue/porte-fusée est une liaison pivot
(rotoïde) et la liaison porte-fusée/caisse est une liaison paramétrée appelée glissière généralisée compor-
tant les corrections cinématiques du train (voir section 1.3.3.1).

12. Un traduction usuelle de l’approche organique est le « 3D component-oriented vehicle model »,
par opposition au « 3D Functional Model », autre terme désignant l’approche fonctionnelle [Rau03].

13. La précision mécanique est importante dans la mesure où l’ensemble des autres sous-systèmes
châssis tels le système de direction, le système de freinage, le système de suspension, le système de
transmission sont usuellement développés, au niveau composant, avec des approches de modélisation
multi-physiques [PMAL09b].

11 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



1.3. Modélisation en conception fonctionnelle châssis et synthèse dynamique route 12

Roue »), que l’approche fonctionnelle ne peut représenter, intervenant notamment dans
le phénomène de shimmy 14 [Bro25] [ALR01] [Rau03].

Dans le contexte de modélisation fonctionnelle châssis, nous proposons maintenant
de détailler la classe de modèle bond graph qui justifiera en partie les orientations prises
dans les travaux de ce mémoire. La présentation de la modélisation rappelle succincte-
ment les approches de spécification et développement originels choisis par le GIE SARA
[SAR94, SAR97] et la manière dont l’approche bond graph permet également d’y ré-
pondre. Dans les dénominations utilisées dans la section 1.3.3 et ses sous-sections, la
« caisse » fait référence à la masse suspendue du châssis, le « porte-fusée » à la masse
non suspendue. Également, la présentation est simplifiée de sorte qu’il n’est pas fait de
distinction entre les différentes masses non suspendues : les braqueuses tournantes et
braqueuses non tournantes sont comprises dans le « porte-fusée » et les non braqueuses
sont comprises dans la « caisse ».

1.3.3.1 Liaison entre le porte fusée et la caisse

Nous détaillons dans cette section un point central de l’approche de modélisation
« fonctionnelle » en dynamique du véhicule : la modélisation des essieux i.e. la liaison
cinématique entre le porte-fusée 15 et la caisse, également qualifiée de liaison glissière gé-
néralisée. Pour des raisons de représentativité fréquentielle, le débattement vertical de la
masse non-suspendue (braqueuse), auquel est associée la dynamique de rebond de roue,
est conservé comme degré de liberté du système et noté z (figure 1.6). En revanche, les
5 autres mouvements relatifs du plan de jante par rapport à la caisse sont contraints et
appliqués en tant que corrections cinématiques, fonctions du degré de liberté z 16. Les

y

z

(a) Vue de derrière

x

y

(b) Vue de dessus

Figure 1.6 – Représentation des corrections cinématiques du solide « porte fusée » par
rapport au solide « caisse » [SAR94]

courbes représentatives de l’évolution de ces variables en fonction de z sont les épures
du train [SAR94]. Le point A′1 correspond à la position non corrigée du centre de masse
du porte-fusée et le point A2 correspond à la position corrigée (figures 1.6a et 1.6b). Le

14. Le shimmy de la direction « est une perturbation violente et périodique apportée dans la stabilité
de l’essieu avant », où « le mouvement d’ensemble de l’essieu avant prend l’allure d’une rotation conique
autour d’un axe parallèle à la route » [Bro25].

15. Le vocable « porte-fusée » est utilisé par abus de langage et désigne rigoureusement l’ensemble de
la masse non suspendue braqueuse non-tournante.

16. En toute rigueur, les corrections cinématiques dépendent d’autres variables, en l’occurrence du
débattement de la roue opposée zopp et du déplacement de la crémaillère yn pour un train directeur.
Nous privilégions ici une présentation simplifiée de l’approche de modélisation.
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13 CH. 1. Conception et dimensionnement par modèle inverse ... application châssis

détail des corrections cinématiques du plan de jante est le suivant 17

— variation de voie, notée x (figure 1.6b), où x est une fonction du degré de liberté
z, notée ainsi x(z).

— variation d’empattement y(z) (figures 1.6a et 1.6b).
— angle de braquage δrel(z).
— angle de carrossage εrel(z).
— angle d’enroulement ηrel(z).

Notons que le repérage du porte-fusée par rapport à la caisse est canonique (voir ci-après
la décomposition d’Euler pour ce qui concerne les rotations). Il existe d’autres quantités
usuelles de repérage des trains (angle et déport de chasse, angle et déport de pivot par
exemple) qui peuvent toutes se reconstruire par rapport à celles présentées ci-dessus.

Il existe une position appelée « assiette de référence du train » (notion qui peut être
très souvent confondue avec le « cas de charge de référence du véhicule ») pour laquelle
les points A′1 et A2 sont confondus. Notons en revanche que les trois angles (braquage,
carrossage et enroulement) ne sont en général pas nuls à l’assiette de référence (on parle
alors de pincement initial, carrossage initial du train [Hal95]). Ces angles repèrent le so-
lide porte-fusée (solide noté S2, auquel est lié le repère R2 = (A2, ~x2, ~y2, ~z2)) par rapport
au solide caisse (noté S1, auquel est lié le repère R1 = (A1, ~x1, ~y1, ~z1)) par une décom-
position d’Euler paramétrée en z. Cette décomposition d’Euler de type (Z,X, Y ), notée
TF1→2(z) dans (1.1), permet le passage du repère R1 au repère R2 par les rotations
δrel(z), εrel(z) et ηrel(z) respectivement autour de ~z1, ~x′1 et ~y2 :

TF1→2(z) B ( ~x1, ~y1, ~z1) δrel(z)−−−−→
~z1

(
~x′1,

~y′1, ~z1
)

εrel(z)−−−−→
~x′1

(
~x′1, ~y2, ~z′1

)
ηrel(z)−−−−→
~y2

( ~x2, ~y2, ~z2) (1.1)

La formalisation des équations de la dynamique du porte-fusée peut être réalisée en ap-
pliquant le principe des travaux virtuels [SAR94] (basé sur la méthode de Kane, discutée
dans [BA94]). Pour cela, nous introduisons dans le repère caisse R1, le déplacement relatif
~ρ, la vitesse relative ~v et l’accélération relative ~a :

~ρ = −−−→
A1A2 = ~r(z) = x(z) ~x1 + y(z)~y1 + z ~z1

~v = d~ρ

dt
= ∂~r

∂z
ż

~a = d~v

dt
= ∂~r

∂z
z̈ + ∂2~r

∂z2 ż
2

(1.2)

ainsi que le déplacement virtuel δ~ρ du porte fusée au centre roue A2 dans le repère caisse
R1 :

δ~ρ = ∂~r

∂z
δz (1.3)

Concernant les rotations, nous travaillons dans le repère d’Euler de la liaison, utilisant
le TF1→2(z) de (1.1). En définissant le vecteur ~b = ∂δrel

∂z
~z1 + ∂εrel

∂z
~x′1 + ∂ηrel

∂z
~y2, nous

pouvons écrire le vecteur rotation instantané ~ω du porte-fusée par rapport à la caisse

17. Les notations employées ici sont celles de la norme ISO 8855 (« Véhicules routiers - Dynamique
des véhicules et tenue de route - Vocabulaire »). Pour éviter toute ambiguïté avec l’incrément δ utilisé
dans le principe des travaux virtuels, le braquage sera noté δrel(z).
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1.3. Modélisation en conception fonctionnelle châssis et synthèse dynamique route 14

dans le repère d’Euler 18, ainsi que le vecteur accélération de rotation instantanée ~̇ω :

~ω = ~bż

~̇ω = ~bz̈ + ∂~b

∂z
ż2

(1.4)

et le vecteur de rotation virtuel dans le repère d’Euler :

δ~θ = ~b δz (1.5)

Notons T ext le torseur des efforts extérieurs appliqués sur le porte-fusée réduit au point
A2. Son expression dans le repère R1 est la suivante :

T ext =
[∑

F extx1
∑

F exty1
∑

F extz1
∑

M ext
x1

∑
M ext
y1

∑
M ext
z1

]
R1

(1.6)

Notons
∑ ~F ext = [

∑
F extx1

∑
F exty1

∑
F extz1 ]R1

et
∑ ~M ext = [

∑
Mext
x1

∑
Mext
y1

∑
Mext
z1 ]R1

. En
appliquant le principe des travaux virtuels au solide porte-fusée 19 et en considérant dans
cette approche que R1 est ici galiléen, nous obtenons 20 :(

m~a−
∑

~F ext
)
· δ~ρ +

(
J~̇ω + ~ω ∧ J~ω −

∑
~M ext
)
· δ~θ = 0 (1.7)

en notant m et J respectivement la masse et l’inertie du solide porte-fusée 21. Il est
intéressant d’écrire la relation (1.7) dans le repère du solide caisse R1, puisque dans cette
approche, l’ensemble des degrés de liberté du modèle châssis est exprimé dans ce repère.
Il est ainsi nécessaire de formuler la décomposition d’Euler TFEuler→1(z) entre le repère
d’Euler de la liaison cinématique et le repère caisse, pour exprimer le vecteur ~b dans R1 :

bx1
by1

bz1


R1

=

0 cos δrel(z) − sin δrel(z) cos εrel(z)
0 sin δrel(z) cos δrel(z) cos εrel(z)
1 0 sin εrel(z)


︸ ︷︷ ︸

TFEuler→1(z)



∂δrel
∂z
∂εrel
∂z
∂ηrel
∂z


REuler

(1.8)

En utilisant (1.4), (1.5) et (1.8), nous pouvons écrire l’équation (1.7) de la manière
scalaire concise suivante (respectant la formulation originelle de [SAR94]) :

m̄(z)z̈ =
∑
F extx1

∂x

∂z
+
∑
F exty1

∂y

∂z
+
∑
F extz1

+
∑
M ext
x1 bx1 +

∑
M ext
y1 by1 +

∑
M ext
z1 bz1

− F inertielz

(1.9)

18. En d’autres termes, ~ω ≡ −→ΩR2/R1 |REuler .
19. Bien que non évoqué dans la spécification [SAR94], il est important de préciser que les mouvements

virtuels sont ici compatibles avec les liaisons cinématiques.
20. Nous conservons ici la formulation originelle synthétique de la spécification [SAR94]. Notons que

pour la partie rotation, les vecteurs ~ω, ~̇ω et δ~θ sont exprimés dans le repère d’Euler tandis que le vecteur∑
~Mext est exprimé dans R1. Pour ce dernier, le produit scalaire

∑
~Mext · δ~θ nécessite l’expression

préalable des vecteurs dans le même repère. Ce sera en l’occurrence le repère R1 dans la suite du déve-
loppement, avec les équations (1.8) et (1.9).

21. Ceci constitue à ce titre un point de vigilance important de l’approche fonctionnelle, dans la mesure
où elle fait la distinction entre les éléments massiques du train appartenant au solide porte-fusée et ceux
appartenant au solide caisse. On considère parfois un pourcentage massique de certaines pièces dans l’un
des deux solides et le complémentaire dans l’autre.
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15 CH. 1. Conception et dimensionnement par modèle inverse ... application châssis

qui fait apparaître la masse condensée m̄(z) du système (dépendant de m et J , en l’oc-

currence m̄(z) = m

[
∂~r

∂z

]2
+ J~b2), les contributions des efforts extérieurs sur le degré de

liberté z, et les efforts inertiels F inertielz en ż2 qui s’expriment par :

F inertielz = m

[
∂2~r

∂z2 ż
2
] [

∂~r

∂z

]
+
[
J
∂~b

∂z
ż2 + ~ω ∧ J~ω

]
·~b (1.10)

L’équation (1.9) peut donc se mettre sous une forme régulière (appelée également re-
présentation d’état classique ou ODE pour « Ordinary Differential Equation » soit donc
« Equation Différentielle Ordinaire »). Dans le présent cas de figure où le mécanisme
considéré est arborescent (i.e. ne contenant pas de boucle cinématique), la mise en équa-
tion par l’approche des travaux virtuels (1.7) conduit à des résultats similaires à ce que
nous apporteraient les méthodes de partition de coordonnées ou de projection opérées
par certains logiciels multicorps [MF07]. En l’occurrence cette dernière est celle utili-
sée par le logiciel JAMES [Ali97], utilisé pour générer le noyau symbolique du modèle
de châssis de SMASH Car. La variable z est la seule variable articulaire du mécanisme
décrit en figure 1.6 et confère ainsi en l’état le seul degré de liberté au système. Une
traduction en bond graph des différentes manipulations des équations dans les outils
multicorps a été proposée par Brix & Alirand [BA94], parmi lesquelles les approches
« de type Lagrangienne » (i.e. où l’ensemble des paramètres du mouvement est conservé
et où les équations de contraintes mécaniques sont traitées en introduisant les multi-
plicateurs de Lagrange 22), ainsi que les approches basées sur le principe des travaux
virtuels utilisés dans les précédents développements (équation (1.7)). Comme souligné par
Marquis-Favre dans sa thèse [Fav97], les manipulations bond graph sur les éléments
inertiels associées au principe des travaux virtuels proposées dans [BA94] permettent de
retrouver les résultats énoncés par Allen [All79] sur le transfert d’inertie à travers les
transformateurs modulés en mécanique multicorps 23. Nous pouvons illustrer ce point
avec les travaux de Alirand et al. [ALR01]. Si nous reprenons l’équation (1.7) et ne
retenons que la translation pour simplifier la présentation, nous avons :m


∂x

∂z
z̈ + ∂2x

∂z2 ż
2

∂y

∂z
z̈ + ∂2y

∂z2 ż
2

z̈


T

−


∑
F extx1∑
F exty1∑
F extz1


T ·


∂x

∂z
∂y

∂z
1

 δz = 0 (1.11)

Les équations (1.9) et (1.10) se simplifient ainsi :

m

[
1 +

(
∂x

∂z

)2
+
(
∂y

∂z

)2]
z̈ =

∑
F extx1

∂x

∂z
+
∑

F exty1
∂y

∂z
+
∑

F extz1 −m
[
∂2x

∂z2
∂x

∂z
+ ∂2y

∂z2
∂y

∂z

]
ż2

(1.12)

où l’on explicite ainsi la masse condensée m̄(z) = m

[
1+
(
∂x

∂z

)2

+
(
∂y

∂z

)2 ]
du système

(dépendant dem uniquement dans ce cas simplifié), les contributions des efforts extérieurs
sur le degré de liberté z, et les efforts inertiels F inertielz en ż2 de l’équation (1.10). En
conservant les mêmes hypothèses et approches de modélisation, une traduction en bond
graph du solide porte fusée et de sa liaison cinématique au châssis est celle proposée en
figure 1.7a. Cette représentation explicite l’élément inertiel I : [Mpf ], où [Mpf ] = m·I3×3.

22. Aboutissant dans ce cas à des représentations d’états dites singulières.
23. Des précisions sont apportées dans [Fav97] sur la validité de l’approche de Allen [All79], en

l’occurrence sur la nécessité que les inerties virtuelles soient en causalité intégrale, ce qui est le cas en
pratique (et sera toujours le cas dans ce mémoire).
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1.3. Modélisation en conception fonctionnelle châssis et synthèse dynamique route 16

1 MTF

:

1

(a) Représentation bond graph simplifiée aux
seuls mouvements de translation

1 MTF

:

1

(b) Éléments Ĩ virtuel et gyristor Gr après pas-
sage à travers le MTF

Figure 1.7 – Représentation bond graph de la dynamique du porte-fusée

Le modèle bond graph de la figure 1.7b détaille le résultat du passage de cet élément I
à travers le transformateur modulé MTF , aboutissant à l’élément Ĩ : [Meq] virtuel et au

gyristor Gr : [Gy] [All79]. En notant [TBr]T =
[
∂x

∂z

∂y

∂z
1
]
la matrice caractéristique de

l’élément MTF , celles associées à ces deux éléments sont respectivement les suivantes :

Meq = [TBr]T [Mpf ] [TBr]

=
[
∂x

∂z

∂y

∂z
1
]

[Mpf ]
[
∂x

∂z

∂y

∂z
1
]T

= m

[
1 +

(
∂x

∂z

)2
+
(
∂y

∂z

)2] (1.13)

Gy = [TBr]T [Mpf ] d [TBr]
dt

=
[
∂x

∂z

∂y

∂z
1
]

[Mpf ]
[
∂2x

∂z2 ż
∂2y

∂z2 ż 0
]T

= m

[
∂2x

∂z2
∂x

∂z
+ ∂2y

∂z2
∂y

∂z

]
ż

(1.14)

L’équation (1.13) conduit au résultat de la masse condensée m̄(z) dans l’équation (1.12)
et l’effort gyroscopique généralisé sur le lien du gyristor (figure 1.7b) est bien F inertielz .
L’effort extérieur

∑ ~F ext appliqué via la source d’effort Se sur la jonction 1 associée au
solide porte-fusée (figure 1.7) peut également être remonté sur le degré articulaire z via
le transformateur MTF . Cette opération conduit à :

Fz total = [TBr]T


∑
F extx1∑
F exty1∑
F extz1

 =
[
∂x

∂z

∂y

∂z
1
] 
∑
F extx1∑
F exty1∑
F extz1

 =
∑

F extx1
∂x

∂z
+
∑

F exty1
∂y

∂z
+
∑

F extz1

(1.15)
et permet de retrouver les contributions des efforts extérieurs de (1.12). Il nous est alors
possible de simplifier le bond graph 1.7b suivant la figure 1.8, considérant les expressions
Meq, Gy et Fz total respectives des équations (1.13), (1.14) et (1.15).

La contribution
∑
F extx1

∂x

∂z
+
∑
F exty1

∂y

∂z
de l’effort Fz total dans (1.15) représente « l’effet

Broulhiet » du train (du nom de l’ingénieur Georges Broulhiet, qui l’a mis en évidence
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17 CH. 1. Conception et dimensionnement par modèle inverse ... application châssis

1

Figure 1.8 – Représentation bond graph de la dynamique du porte-fusée en termes de
coordonnée articulaire z

et formalisé pour la première fois en 1930 dans l’article référent [Bro30] 24). Il s’agit du
torseur d’effort appliqué du porte-fusée sur la caisse, passant par les pièces de train,
excluant ainsi dans le cas général les efforts de suspension (passant par les pièces de
suspension) et les couples de transmission (passant par les arbres de transmission), selon
la formalisation de Benoît Parmentier (Psa Peugeot Citroën). Arnoux [Arn03]
qualifie l’« effet Broulhiet » par les déformations cinématiques 25 des trains qui modifient
la position de l’axe principal de rotation de la caisse en roulis ou en tangage. Comme
introduit dans [Bro30] et discuté dans [Arn03] et [Bro09], ces effets cinématiques anti-
plongée au freinage, anti-cabrage à l’accélération, ou anti-roulis en virage permettent un
meilleur contrôle des attitudes de caisse (en tangage et roulis) et une meilleure stabilité
du véhicule. En pratique, les efforts de Broulhiet sont assez délicats à caractériser, y
compris en simulation de manière générale (car le traitement symbolique des logiciels
multicorps globalise les efforts statiques et les efforts gyroscopiques généralisés, comme
par exemple dans JAMES – aboutissant à une formulation du type (1.12) – et donc dans
SMASH Car). En revanche, l’approche bond graph (exemple de la figure 1.7b) permet
de caractériser nativement, dans la remontée d’efforts, ceux de Broulhiet (par exemple
dans l’implémentation Amesim Vehicle Dynamics).

En conclusion, la présente section 1.3.3.1 nous a permis d’introduire un point fon-
damental de l’approche de modélisation « fonctionnelle » en dynamique du véhicule :
la modélisation de la liaison cinématique entre le porte-fusée et la caisse. Cette liaison
glissière généralisée fait apparaître 5 équations de contrainte et le degré de liberté de
débattement vertical z selon ~z1, variable articulaire de ce mécanisme arborescent. Selon
l’approche de « type Lagrangienne », une mise en équation du système est possible en
conservant l’ensemble des 6 déplacements du porte-fusée (en coordonnées cartésiennes)
et les 5 équations de contraintes, conduisant à un système algébro-différentiel (également
appelé système singulier ou système implicite), dont les spécificités seront discutées au
chapitre 3 dans le cas linéaire. Il est envisageable de conserver cette formulation en
coordonnées dépendantes pour l’implémentation logicielle (en utilisant par exemple la
Stabilisation de Baumgarte ou la Méthode des pénalités [MF07]). Il est également envisa-
geable de reformuler le problème mécanique en coordonnées indépendantes, comme nous
l’avons vu dans cette section à l’aide du principe des travaux virtuels (approche origi-
nelle des spécifications dans [SAR94] et équivalente à la méthode de projection [BA94]
utilisée dans le logiciel JAMES [Ali97]) ou à l’aide du bond graph, grâce aux approches
de Allen [All79] [BA94] [Fav97] permettant les transferts d’inertie sur les variables in-

24. C’est également Georges Broulhiet qui a mis en lumière le phénomène de dérive du pneumatique
dans les années 1920 [Arn03].

25. Par opposition aux déformations élastiques, qui sont des déformations sous efforts internes du
train. Ces dernières sont composées aux déformations cinématiques pour induire de manière globale
l’élastocinématique des trains.
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1.3. Modélisation en conception fonctionnelle châssis et synthèse dynamique route 18

dépendantes (aboutissant dans notre exemple à l’inertie équivalente (1.13) et les effets
gyroscopiques généralisés (1.14)). Ces approches du type « coordonnées indépendantes »
permettent une formulation du système d’équation sous une forme régulière. En termes
d’implémentation logiciel, elle répondent notamment ainsi aux contraintes d’exécution
en temps réel 26. Si le bond graph permet également d’aboutir aux mêmes manipulations
que les approches classiques du type « coordonnées indépendantes » et ainsi aux mêmes
implémentations logicielles, il n’est pas toujours intéressant de se ramener à ce type de
représentation. La topologie du modèle originel conserve un grand intérêt puisqu’il re-
présente nativement le système (exemple de la figure 1.7a). Il offre ainsi l’opportunité,
entre autre, de travailler sur la topologie du modèle, base de l’analyse structurelle que
nous allons aborder dans ce mémoire.

1.3.3.2 Modèle multicorps simplifié du châssis à quatre degrés de liberté

Cette section détaille l’approche de modélisation multicorps du châssis, en utili-
sant les concepts exposés dans la section précédente. Nous proposons dans un premier
temps d’introduire le modèle « quart de véhicule X_Z » de la figure 1.9 27, établi dans
[PMAL09b]. Ce modèle ne fait pas intervenir ici les efforts verticaux de suspension
(i.e. liés aux ressort, amortisseur, butées d’attaque et détente et barre anti-roulis) pour
n’expliciter que les liaisons cinématiques entre les solides (et mettre ainsi plus facilement
en évidence les remontées d’effort par le train i.e. l’« effet Broulhiet »). Nous formulons

(a) Mécanisme « quart de véhicule »,
faisant intervenir les solides caisse,
porte-fusée et crémaillère

1
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(b) Modèle simplifié à quatre degrés de liberté

Figure 1.9 – Modèle multicorps simplifié à la translation dans le plan {XZ}, avec
crémaillère [PMAL09b]

26. Voir par exemple les applications [FAA+11] et [BVG+14].
27. Si le mécanisme est ici illustré, en figure 1.9a, avec un train de type McPherson, l’approche

fonctionnelle permet une modélisation générique de tous les types de trains usuels.
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19 CH. 1. Conception et dimensionnement par modèle inverse ... application châssis

dans un premier temps la description en coordonnées cartésiennes absolues. Ce modèle
fait ainsi intervenir les degrés de liberté suivants :

— le déplacement vertical absolu de caisse, dont la vitesse est notée żcaisse sur le
bond graph (figure 1.9b),

— le déplacement horizontal absolu de caisse, dont la vitesse est notée ẋcaisse,
— le déplacement vertical absolu du porte-fusée, dont la vitesse est notée żpf ,
— le déplacement latéral absolu de la crémaillère, dont la vitesse est notée ẏcr.

Le mouvement horizontal absolu du porte-fusée, dont la vitesse est notée ẋpf , est un
mouvement cinématiquement contraint. La représentation bond graph 1.9b explicite que
ce mouvement dépend algébriquement des quatre degrés de liberté du système,

ẋpf = ẋcaisse + ∂xrel
∂zrel

(żpf − żcaisse)︸ ︷︷ ︸
żrel

+∂xrel
∂ycr

ẏcr

=
[
∂xrel
∂zrel

1 −∂xrel
∂zrel

∂xrel
∂ycr

]
︸ ︷︷ ︸

[TBr 4ddl]


żpf

ẋcaisse
żcaisse
ẏcr


(1.16)

en notant respectivement xrel et zrel les déplacements relatifs horizontal et vertical du
solide porte-fusée par rapport au solide caisse (i.e. xrel = xpf − xcaisse et zrel = zpf −
zcaisse). Du point de vue des efforts remontés sur les degrés de liberté du système, la force
Fx associée à l’élément Se du modèle 1.9b impacte ainsi l’ensemble des degrés de liberté
du système (conservation de puissance de la structure de jonction). L’effort total issu du
porte fusée est e3 = Fx −Mpf ẍpf compte tenu de la causalité de l’élément I : Mpf . A
partir du TBr 4ddl de (1.16), nous avons :


e12
e5
e14
e17

 =



∂xrel
∂zrel

1

−∂xrel
∂zrel
∂xrel
∂ycr


︸ ︷︷ ︸
[TBr 4ddl]T

e3 (1.17)

En ne considérant que la composante statique de l’effort dans les considérations qui
suivent, qui sont de l’ordre du « métier », la modélisation illustre plusieurs éléments no-
toires en dynamique du véhicule :

— Composante Fxcaisse = Fx : de manière assez logique, l’effort appliqué au porte-
fusée (effort du pneumatique) est directement répercuté sur le solide caisse. Il
permet d’accélérer ou freiner le solide caisse (i.e. de transmettre la motricité au
véhicule).

— Composante Fzcaisse = −∂xrel
∂zrel

Fx : cette composante révèle l’« effet Broulhiet »
[Bro30] i.e. composante verticale de l’effort sur la caisse générée par un effort lon-
gitudinal sur le porte-fusée et ce, par le biais de la cinématique du train (élément
MTF : ∂xrel

∂zrel
sur le bond graph de la figure 1.9b). Cette composante correspond

à des actions anti-plongée au freinage et anti-cabrage à l’accélération. Transposé
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1.3. Modélisation en conception fonctionnelle châssis et synthèse dynamique route 20

aux efforts transversaux, il existe une possibilité de générer des actions anti-roulis
en virage.

— Composante Fycr = ∂xrel
∂ycr

Fx : cette composante illustre le lien de puissance entre
le porte-fusée et la crémaillère. Dans le présent cas de la figure 1.9b, la remontée
d’effort à travers le MTF : ∂xrel

∂ycr
correspond aux effets de déport de pivot et de

déport de chasse du train permettant à un conducteur d’avoir, entre autres, un
ressenti au volant des efforts généré au niveau du sol par les pneumatiques, no-
tamment l’adhérence au sol 28 29. Notons en outre que l’angle de pivot et l’angle de
chasse ne font pas partie de la décomposition canonique d’Euler usuellement choi-
sie en dynamique véhicule (i.e. braquage, carrossage, enroulement) mais peuvent
être algébriquement exprimés à partir des angles de cette décomposition cano-
nique. Ils apparaissent de manière sous-jacente dans (1.18).

En adoptant à présent une démarche similaire à celle nous ayant permis de formuler
l’équation (1.13), dont le détail est proposé en annexe G, il est envisageable de déterminer
la matrice de masse équivalente associée aux degrés de liberté du mécanisme (i.e. élément
I : Meq de la figure 1.8). En notant [Mddl] = diag (Mpf ,Mcaisse,Mcaisse,Mcr), la matrice
de masse initiale des degrés de liberté du système et [Meq 4ddl] la matrice de masse
équivalente virtuelle correspondant à une description en « coordonnées indépendantes »
du système, nous avons ainsi :

[Meq 4ddl] = [TBr 4ddl]T Mpf [TBr 4ddl] + [Mddl]

=



Mpf+Mpf

(
∂xrel
∂zrel

)2

Mpf

∂xrel
∂zrel

−Mpf

(
∂xrel
∂zrel

)2

Mpf

∂xrel
∂zrel

∂xrel
∂ycr

Mpf

∂xrel
∂zrel

Mcaisse+Mpf −Mpf

∂xrel
∂zrel

Mpf

∂xrel
∂ycr

−Mpf

(
∂xrel
∂zrel

)2

−Mpf

∂xrel
∂zrel

Mcaisse+Mpf

(
∂xrel
∂zrel

)2

−Mpf

∂xrel
∂zrel

∂xrel
∂ycr

Mpf

∂xrel
∂zrel

∂xrel
∂ycr

Mpf

∂xrel
∂ycr

−Mpf

∂xrel
∂zrel

∂xrel
∂ycr

Mcr+Mpf

(
∂xrel
∂ycr

)2


(1.19)

Le bond graph associé à cette transformation est proposé en figure G.8 page 346
(l’annexe G détaille également le gyristor [Gy4ddl] issu du passage de l’élément I : Mpf à
travers le MTF : [TBr 4ddl]). En ne s’intéressant qu’aux termes diagonaux de la matrice
de masse équivalente [Meq 4ddl] de (1.19), nous allons retrouver un certain nombre d’élé-
ments consistant avec ceux discutés sur la remontée d’effort puisqu’impliquant le même
transformateur, caractérisé par la matrice TBr 4ddl présente dans (1.16). En considérant

28. Une présentation « métier » des déports de pivot et chasse est proposée par Halconruy [Hal95],
précisant le caractère stabilisant qu’il est possible d’apporter au véhicule par ces effets « cinématiques »
du train.

29. Dans l’approche fonctionnel, il est possible d’approcher de manière assez fiable les « bras de levier »
que représentent les déport de pivot et déport de chasse de la manière suivante :

déport chasse : ∆X ≈

∂yrel
∂ycr

−Rroue
∂εrel
∂ycr

∂δrel
∂ycr

, déport pivot : ∆Y ≈ −

∂xrel
∂ycr

+Rroue
∂ηrel
∂ycr

∂δrel
∂ycr

(1.18)

où δrel, εrel et ηrel correspondent aux angles présentés pour la liaison cinématique généralisée (section
1.3.3.1) relativement à la caisse.
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21 CH. 1. Conception et dimensionnement par modèle inverse ... application châssis

le terme diagonal associé au degré de liberté de la crémaillère ycr, Mcr +Mpf

(
∂xrel
∂zrel

)2
,

il est aisé de comprendre que, pour un véhicule, si la masse « propre » du solide cré-
maillère Mcr est de l’ordre de 2 kg environ, la masse « équivalente » avec l’ensemble des
contributions des 5 mouvements contraints par roue de l’essieu directeur, peut atteindre
des ordres de grandeur de 200 kg et justifie en partie le besoin d’avoir une assistance de
direction.

Remarque : nous privilégions une présentation en coordonnées cartésiennes absolues
par souci de clarté. Dans le cas du modèle 1.9b, le repérage en coordonnées articulaires
nous imposerait de considérer la variable de déplacement relatif zrel de la suspension
entre les solides porte-fusée et caisse (i.e. zrel = zpf − zcaisse). La matrice [TBr 4ddl] de
(1.16) serait modifiée de la manière suivante [PMAL09b] :

[
ẋpf
żpf

]
=

∂xrel∂zrel
1 0 ∂xrel

∂ycr
1 0 1 0


︸ ︷︷ ︸

[T ′Br 4ddl]


żrel
ẋcaisse
żcaisse
ẏcr

 (1.20)

Cela modifie légèrement la matrice d’inertie virtuelle équivalente [Meq 4ddl] de (1.19). Le
mouvement de crémaillère est ici relatif dans la mesure où, dans ce modèle simplifié,
la caisse n’a pas de degré de liberté sur l’axe y. En outre, nous ne détaillons pas ici le
gyristor associé au transfert de masse à travers le MTF , qui, comme dans le cas du
Gr : [Gy4ddl] (G.2) page 344, n’a pas de déclinaison aussi directe en dynamique véhicule
que celles liées aux relations cinématiques (1.16) et (1.20), à la remontée d’effort (1.17)
et à la matrice de masse équivalente (1.19). Il serait calculé de la même manière que
Gr : [Gy4ddl] (le détail de calcul est donné dans [PMAL09b]).

Cette section nous a permis d’introduire l’intérêt de l’approche de modélisation mul-
ticorps fonctionnelle utilisant le formalisme bond graph. Il garantit de développer un
modèle de connaissance, physique et conservatif en puissance, en considérant l’ensemble
des phénomènes usuellement approchés en dynamique du véhicule soit par les flux (centre
de roulis), soit par les efforts (effets Broulhiet, jacking effect). Ceci représente très sou-
vent un point de vigilance important dans les approches fonctionnelles où la considération
des flux et efforts est approchée séparément. Citons dans un premier temps les travaux
de spécification SARA ou de Arnoux qui précisent la nécessité d’associer à la correc-
tion cinématique, un effort interne à la liaison cinématique appelé effet Broulhiet qui
s’applique en plus du torseur d’effort extérieur appliqué au centre roue corrigé [SAR94]
[Arn03]. Citons également les travaux de Mechin, où l’effet Broulhiet est une source
d’effort aboutissant ainsi dans le cas simplifié étudié à un modèle « incomplet », bien que
conservatif du point de vue du bond graph, car l’effet dual sur la cinématique du train
n’est pas représenté [Mec03] [MFBM+06]. Par ailleurs, l’intérêt de l’approche multicorps
fonctionnelle en bond graph se trouve également dans la relative simplicité et pérennité 30

d’implémentation logicielle de ce type de modèle. Comme nous l’avons vu, la connais-
sance d’un transformateur du bond graph (exemple du MTF caractérisé par [TBr 4ddl]

30. Un certain nombre de logiciels industriels référents en dynamique véhicule fonctionnelle possède
un noyau multicorps généré à partir d’un logiciel multicorps générique, nécessitant la maintenance dudit
logiciel pour assurer la maintenance de la déclinaison fonctionnelle. Citons le logicielMSC CarSim, dont le
noyau multicorps est issu de la génération symbolique de AUTOSIM ou de IPG Carmaker issu de MESA
VERDE. Le développement par l’approche bond graph n’est tributaire d’aucun logiciel symbolique et
le code est issu de l’écriture des équations bond graph et n’est pas du code automatiquement généré
(souvent délicat à interpréter).
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1.3. Modélisation en conception fonctionnelle châssis et synthèse dynamique route 22

(1.16)) permet de générer par des manipulations simples l’ensemble des équations du
système (flux, efforts, masses virtuelles équivalentes et effets gyroscopiques généralisés
i.e. gyristor lié au transfert de masse par un MTF , voir figure 1.8). Enfin, le modèle
de connaissance obtenu par l’approche bond graph permet de localiser et dissocier l’en-
semble des effets usuels de la dynamique du véhicule (efforts statiques de type Broulhiet,
efforts dynamiques de type gyroscopique) dont la considération a un grand intérêt dans
la conception fonctionnelle en dynamique du véhicule et en spécification de la liaison au
sol.

1.3.3.3 Modèle de référence pour l’analyse structurelle

Cette section propose un modèle de référence et sa représentation bond graph pour
les travaux de ce mémoire en figure 1.10, détaillé dans [AL07], développé sur la base du
modèle de la figure 1.9. Il possède six degrés de liberté cinématique et son niveau de com-
plexité est représentatif du modèle dit « à 15 degrés de liberté » de la solution Amesim
Vehicle Dynamics. Nous ne considérons toujours pas ici les rotations du train par rapport
à la caisse, qui ajoutent une complexité de représentation et d’implémentation associée
à la décomposition d’Euler liée aux angles de braquage, carrossage et enroulement (voir
section 1.3.3.1), mais pas de spécificité supplémentaire au modèle. Pour conserver une
clarté de présentation et une continuité par rapport au modèle de la figure 1.9, les degrés
de liberté sont ici associés à des mouvements absolus 31. En revanche, nous introdui-
sons ici un effet statique (du point de vue des efforts) supplémentaire et relativement
important en modélisation dynamique du véhicule, le rappel gravitaire de direction. Le
phénomène physique est précisé par Halconruy [Hal95]. L’effet d’inclinaison de pivot a
tendance à « faire rentrer la fusée dans le sol » lors d’une rotation du porte-fusée autour
de l’axe de pivot dû à un braquage. Le rayon de roue ne variant que très peu (la raideur
du pneu est très élevée, avec un ordre de grandeur de 200 000 N/m), la caisse a tendance
à se soulever. Le poids du véhicule tend à s’opposer au mouvement et à faire reprendre
à la roue sa position initiale [Hal95], donnant littéralement son nom au phénomène de
« rappel à la position initiale par la gravité ». Cet effet se cumule avec celui de déport
de chasse, selon [Hal95], mais également avec le déport de pivot. Dans la modélisation
fonctionnelle, l’angle de pivot ne faisant pas partie de la décomposition canonique d’Eu-
ler entre porte-fusée et caisse, une modélisation possible du rappel gravitaire peut se
faire par un lien de puissance et un MTF : ∂zsusp

∂ycr
entre le ressort de suspension et la

crémaillère [AL07] (figure 1.10). L’effet de détente du ressort de suspension est substitué
à la compression du ressort vertical du pneumatique dans ce cas et l’effet de « rappel par
la gravité » est effectif dans les deux cas. Le modèle fait intervenir les déplacements laté-
raux des solides caisse et porte-fusée, respectivement ypf (contraint) et ycaisse (degré de
liberté). Ajoutons également la présence d’une démultiplication de suspension (associée
au MTF : ∂zsusp

∂zrel
) modélisant l’implémentation de l’organe de suspension, dont l’orien-

tation n’est généralement pas suivant ~z1 (verticale caisse). La description des variables
du modèle de la figure 1.10 est ainsi la suivante :

— degrés de liberté cinématique du modèle (6 ddl, paramétrage absolus) :
— xcaisse, ycaisse, zcaisse (masse suspendue),
— zpf (masse non suspendue),

31. Nous avons discuté dans la section précédente la manipulation à réaliser pour obtenir une des-
cription articulaire du mécanisme (voir remarque liée à l’équation (1.20)). Dans le présent cas du modèle
proposé en figure 1.10, il faudrait étendre le principe à la crémaillère dans la mesure où le mouvement
latéral de caisse est ici considéré.
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Figure 1.10 – Modèle multicorps quart de véhicule à 6 degrés de liberté, simplifié à la
translation, avec crémaillère et rappel gravitaire de direction [AL07]

— ycr (crémaillère),
— θV (volant).

— mouvements cinématiques contraints :
— xpf , ypf (masse non suspendue)

— liaison cinématique sur −→x1 et −→y1 , xrel(zrel, ycr) et yrel(zrel, ycr)
— rappel gravitaire de direction modélisé par le couplage cinématique entre ycr,

zsusp, zpf et zcaisse
— variables d’états du modèle (n = 8 + 2) :

— pxcaisse , pycaisse , pzcaisse (moments généralisés masse suspendue),
— pzpf (moment généralisé masse non suspendue),
— pcr (moment généralisé crémaillère),
— qsusp (déplacement généralisé ressort suspension),
— pV (moment généralisé inertie volant),
— qV (déplacement généralisé ressort colonne),
— deux états supplémentaires sont introduits pour le calcul de zrel et ycr, pour

le pilotage des MTF .

Comme précédemment évoqué, le modèle de la figure 1.10 est représentatif de la
complexité des modèles multicorps industriels de la solution Amesim Vehicle Dynamics,
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développés grâce au bond graph. Les caractéristiques de ce modèle représentent une
partie des spécifications du besoin en analyse structurelle abordée en section 1.4 de ce
chapitre 1. Elles justifient les orientations prises aux chapitres 3 et 4 sur l’intérêt d’étendre
les approches existantes en analyse structurelle (chapitre 2) à la classe des systèmes
singuliers, qui est nativement la classe de système à laquelle les approches mécaniques
multicorps aboutissent (sous entendu avant le traitement potentiel par des méthodes
de partition de coordonnées, de projections ou encore de stabilisation de Baumgarte ou
pénalités [MF07], comme évoqué en section 1.3.3.1 page 12). Notons que dans le cadre
des présents travaux, nous avons implémenté le modèle de la figure 1.10 dans différents
logiciels, en l’occurrence MS1 [MS1] pour l’analyse structurelle et Amesim [Sie] pour la
simulation numérique de référence que va constituer ce modèle direct (pour notamment
valider les modèles inverses développés et détaillés dans la suite de ce mémoire, voir
annexe F page 327).

1.4 Analyse structurelle pour la conception et le dimen-
sionnement, approche par modèle bond graph inverse

1.4.1 Introduction

Cette section aborde la présentation de méthodologies supportant la conception et
le dimensionnement des systèmes mécatroniques ainsi que la synthèse de leur cahier des
charges. Nous souhaitons également détailler ici l’approche du laboratoire Ampère, qui
propose une méthodologie basée sur l’inversion de modèle en utilisant le formalisme bond
graph et ses propriétés structurelles.

Il existe différentes approches méthodologiques de conception. Nous discutons tout d’abord
de la démarche communément rencontrée en prototypage virtuel qui est une méthode dite
d’« essai → erreur → correction », consistant à exploiter un modèle direct de manière
itérative en l’affinant (au niveau de sa structure et/ou de ses paramètres) pour viser
certaines performances (formulées dans un cahier des charges). Les modèles peuvent
être plus ou moins élaborés (statiques/dynamiques/énergétiques), associés à différents
niveaux d’abstraction (figure 1.5 page 7), et il en est de même pour les itérations (« ma-
nuelles », ou associées à une démarche complexe d’optimisation robuste [Loy09]). D’autres
démarches existent, dont certaines relativement anciennes, élaborant par exemple des
critères de sélection de composant en formulant des conditions d’adéquation entre une
charge (spécifiée par le cahier des charges) et un actionneur (à dimensionner). Ces dé-
marches, comme celle de Newton Jr [NJ50] ou celle de Cœuillet [Coe69] 32 ne sont
souvent adaptées que dans des cas de systèmes simplifiés, et limitées à des critères sta-
tiques obtenus en considérant des régimes de fonctionnement critiques. Il peut en outre
s’avérer que les performances dynamiques et/ou énergétiques du système soient plus
dimensionnantes. Ces démarches de sélection ont pour autant inspirées fortement le pro-
cessus d’élaboration de la méthodologie du laboratoire Ampère. Nous clarifierons dans
quelle mesure une approche inverse peut être parfois plus pertinente dans certain cas
qu’une approche « essai→ erreur→ correction » construite par essence sur une approche
directe.

L’intérêt du bond graph dans cette démarche de conception va également être étayé,
en retrouvant notamment des points évoqués dans les précédentes sections. L’une des
particularités de la démarche de conception par modèle inverse est sa phase d’analyse

32. Ces méthodes sont détaillées dans la thèse de Fotsu-Ngwompo [FN97] et rappelées dans celle de
Jardin [Jar10].
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structurelle en bond graph, rendue possible par essence du formalisme et grâce aux tra-
vaux référents de Rahmani [Rah93, RSDT97] (notamment repris dans les références
[DT99, DT00]). La présentation faite dans cette section s’appuie sur les travaux de
Fotsu-Ngwompo [FNST96, FN97, FN98, NNST01, NBS05] et la formalisation de Jar-
din [Jar10], synthétisée dans les références [MFJ11b, MFJ11a].

Ajoutons que cette démarche de conception, générique à l’ensemble des applications mé-
catroniques, s’est avérée également adaptée à la conception fonctionnelle châssis (cadre
privilégié des illustrations faites dans ce mémoire) pour différents sous-systèmes du vé-
hicule (figure 1.2, page 4), en l’occurrence, en dimensionnement du sous-système de
direction assistée [Mec03, MMFSF03], de chaîne de traction hybride [Laf04] [BLD+05],
du sous-système suspension [FN98] ou encore du contrôle actif de châssis [Mec03].

1.4.2 Principe de l’inversion, intérêt pour la conception

En nous plaçant au niveau de conception système, sous-système ou composant (figure
1.4 page 6) et dès lors que l’architecture du système (ou du sous-système, suivant le
niveau de conception) est définie, le problème de dimensionnement défini en section 1.2.3
consiste à sélectionner et/ou valider les sous-systèmes (ou les composants, suivant le
niveau de conception) de la chaîne d’actionnement pour satisfaire le cahier des charges.
Le cahier des charges formule des objectifs et aptitudes que le système doit atteindre
ainsi que des contraintes auxquelles il est soumis. Cette définition du besoin pour la
formulation de la spécification fonctionnelle se fait dans la très grande majorité des cas
sur le comportement désiré du système, soit donc sur ses sorties. En cela, la démarche
de conception ne se pose pas en termes de problème direct (figure 1.11a) mais plutôt de
problème inverse (figure 1.11b). 33 Pour autant, la démarche de conception (notamment

Modèle du système
Entrées 

(données)
Sorties 

(à déterminer)

Paramètres (donnés)

(a) Modèle direct

Sorties 
(données)

Entrées
(à déterminer)

Paramètres (donnés)

Modèle du système

(b) Modèle inverse entrées/sorties

Figure 1.11 – Approches de dimensionnement, schéma de l’organisation des grandeurs
manipulées

en conception châssis) utilise majoritairement une démarche basée sur l’approche directe
(figure 1.11a), usuellement nommée « méthode essai → erreur → correction ». Illustrée
sur le cas du dimensionnement d’actionneur, cette démarche se base sur la procédure
suivante [Jar10] :

1. Sélection d’actionneur dans un catalogue d’actionneurs disponibles (sur des cri-
tères souvent simples, stationnaires ou statiques),

2. Modélisation de l’actionneur sélectionné,

3. Définition des entrées du modèle {Actionneur + Charge},

33. Le modèle direct fait référence à une modélisation reproduisant le comportement d’un système.
Ces modèles respectent un principe de causalité dont on peut faire une analogie avec la physique au
sens de la cause et de l’effet : si un phénomène cause en entrée implique un phénomène effet en sortie,
ce dernier ne peut pas précéder chronologiquement la cause. Ce n’est donc plus le cas pour les modèles
inverses, pour lesquels les entrées sont calculées à partir des sorties.
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4. Simulation permettant de calculer les sorties de la charge (i.e. la trajectoire) en
fonction des entrées précédemment fixées,

5. Comparaison de la trajectoire obtenue à celle spécifiée dans le cahier des charges,
6. Répétition de la procédure si la trajectoire obtenue n’est pas conforme au cahier

des charges suivant les critères de tolérance et d’acceptation définis.

Cette procédure est généralement itérée de nombreuses fois, sans garantie d’atteindre les
critères d’acceptation fixés. Dans le cas où la procédure aboutit, le concepteur n’a aucune
assurance sur l’optimalité du résultat ou d’indication d’un potentiel sur-dimensionnement.
Dans le cas où la procédure n’aboutit pas, il n’est pas possible d’identifier a priori les
causes du sous-dimensionnement. Toujours dans le cadre de la démarche de conception
par modèle direct, il est toutefois possible d’utiliser des méthodes plus évoluées comme
l’optimisation robuste, soutenant les méthodes de conception robuste [Loy09], qui ont
montré leur pertinence en conception fonctionnelle châssis. Le filtre de l’optimisation
peut toutefois éloigner le concepteur de son modèle de connaissance et de la capitalisa-
tion de savoir qu’il peut en attendre.

Les modèles inverses répondent ainsi naturellement au problème de conception tel que
nous le posons, puisque le cahier des charges impose la charge et ses objectifs en sor-
tie. Ils peuvent être formulés de manière mathématique et permettent de prendre en
considération les spécifications dynamiques du cahier des charges de manière pertinente
(l’évolution désirée des sorties au cours du temps). Ce dernier point est toutefois un point
de vigilance. La formulation du problème de conception sous forme de problème inverse
implique en toute rigueur de reformuler le cahier des charges en termes de fonctions
temporelles, ce qui peut s’avérer délicat voire non pertinent en termes de spécifications
métiers. Dans ce cas, différentes idées peuvent être exploitées pour contourner ce pro-
blème comme l’expression du cahier des charges fonction de variables de puissance du
système [Mec03] ou le couplage avec un problème d’optimisation [Jar10, Sch16]. Les
problématiques principales issues de l’inversion de modèle, détaillées dans la suite de ce
chapitre et au cours de ce mémoire, sont les suivantes :

1. L’existence du modèle inverse et sa construction i.e. la possibilité de formuler
mathématiquement les entrées du modèle en fonction de ses sorties. On parle
d’inversibilité du modèle, propriété qui peut être déterminée à partir de diffé-
rents critères.

2. Les propriétés du modèle inverse, notamment des relations dynamiques sorties→
entrées (en termes d’intégration et/ou de dérivation), dont certaines spécificités
ont des implications sur les propriétés mathématiques à donner aux fonctions
spécifiées par le cahier des charges (notamment en termes de dérivabilité).

Les travaux sur l’inversion de modèle ont originellement été traités par la com-
munauté automaticienne pour des problématiques de commande 34 dans les années 1960.
Nous pouvons citer les travaux originels de Zadeh & Desoer [ZD63] et de Weiss [Wei64]
sur les systèmes linéaires à paramètres variants. La première condition nécessaire et suffi-
sante d’inversibilité est établie par Brockett & Mesarović [BM65] dans le cas linéaire
à temps invariant (LTI) et mono-variable (SISO). Citons également les travaux référents

34. Telles que le découplage pour la commande des systèmes multivariables, la poursuite parfaite de
trajectoire ou l’analyse de sensibilité [SM69].
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de Silverman [Sil68, Sil69] sur la généralisation des travaux de Brockett & Mesaro-
vić [BM65] au cas des systèmes discrets en temps et aux systèmes à paramètres variants,
proposant un algorithme permettant d’obtenir des formulations de modèles inverses dont
la partie dynamique est minimale (nommés ainsi modèles inverses d’ordre minimal) 35.
Ces éléments seront étayés au chapitre 2 selon qu’ils soient relatifs à des critères di-
rects d’inversibilité (section 2.2.2.1 page 45) ou des critères indirects d’inversibilité, alors
établis au cours du processus d’inversion (section 2.2.2.3 page 46).

1.4.3 Dimensionnement par modèle inverse utilisant des critères éner-
gétiques

1.4.3.1 Approche en robotique

L’approche du dimensionnement par modèle inverse utilisant des critères dynamiques
et énergétiques est relativement courante en robotique, où la problématique est la sé-
lection et validation d’actionneurs appliquant les efforts articulaires F(t) afin que les
axes du robot suivent les vitesses articulaires q̇(t) imposées. En revanche, le cahier des
charges spécifie généralement la trajectoire que les organes terminaux du robot (effec-
teurs) doivent suivre, dans le repère de la tâche à effectuer. On parle de coordonnées
opérationnelles notées y(t). Le dimensionnement s’opère alors séquentiellement, en deux
étapes [FN97] :

1. Expression des vitesses articulaires q̇(t) en fonction des spécifications du cahier
des charges sur les coordonnées opérationnelles y(t) et ses dérivées : considérons
un mécanisme avec des liaisons cinématiques pour lesquelles le modèle géomé-
trique direct peut s’exprimer selon la relation y(t) = f (q(t)). Le modèle ci-
nématique direct s’obtient par dérivation par rapport au temps de la relation
géométrique :

ẏ(t) = J (q(t)) q̇(t) (1.21)

où J (q) = ∂f(q)
∂q est appelée matrice jacobienne du mécanisme. Si la matrice

J(q) est inversible, il est ainsi possible d’écrire l’équation du modèle cinématique
inverse pour en déduire les vitesses articulaires q̇(t) :

q̇(t) = J−1 (q(t)) ẏ(t) (1.22)

2. Détermination des efforts articulaires F(t) à appliquer au niveau des axes du ro-
bot : cette étape de la méthodologie consiste à inverser le modèle de la charge pour
établir le modèle dynamique inverse, de sorte à exprimer les efforts articulaires
F(t) de la manière suivante :

F(t) = M (q(t)) q̈(t) + h (q(t), q̇(t)) (1.23)

où M (q(t)) est la matrice de masse équivalente du système et h (q(t), q̇(t)) les
efforts internes et externes du mécanisme ainsi que les efforts inertiels généralisés
(gyroscopiques, de Coriolis et centrifuges).

Connaissant ainsi les évolutions temporelles des vitesses articulaires q̇(t) et des efforts
articulaires F(t), un actionneur peut être sélectionné sur la base de ces grandeurs dyna-

35. Cet algorithme est notamment à la base de la procédure d’inversion bond graph proposée par
Fotsu-Ngwompo [FN97] (voir chapitre 2, section 2.3.2 page 58).
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miques et énergétiques. 36

Nous remarquons que la relation cinématique directe (1.21) rejoint les considérations
faites en fin de section 1.3.3 page 11 sur la projection de mouvement (des coordonnées
articulaires vers les coordonnées opérationnelles) et est consistante avec les approches de
partition de coordonnées ou de projections [MF07] pour lesquelles une traduction bond
graph existe (nous avons introduit à ce titre les travaux de Brix & Alirand [BA94]).
Il est ainsi possible de représenter les relations cinématiques (1.21) et (1.22) en bond
graph (figure 1.12), constatant qu’au niveau du modèle bond graph du mécanisme, le
modèle cinématique inverse s’obtient simplement en inversant les causalités des liens as-
sociés aux variables de la charge. Ajoutons que la procédure complète d’inversion de la

1

q
MTF

:

0

 qJ

1

y

(a) Modèle direct

1

q
MTF

:

0

 qJ

1

y

(b) Modèle cinématique inverse

Figure 1.12 – Modèle bond graph cinématique direct 1.12a et cinématique inverse 1.12b
d’une structure mécanique [FN97]

charge est détaillée dans les travaux de Fotsu-Ngwompo [FN97], opérant avec la même
séquence que l’approche robotique (cinématique puis dynamique). La détermination des
efforts articulaires F(t) s’obtient en appliquant la procédure d’inversion au niveau de
chaque axe du robot, en propageant la bicausalité (voir section 1.4.3.2) de l’axe du ro-
bot à l’actionneur et en imposant les vitesses articulaires précédemment calculées avec
le bond graph de la figure 1.12b. Cette seconde étape permet ainsi d’exprimer le mo-
dèle dynamique inverse (équation 1.23) 37. De manière plus générale, la figure 1.12 et
les précédentes considérations introduisent l’intérêt et les capacités du formalisme bond
graph dans une démarche de dimensionnement dynamique et énergétique des systèmes
par approche inverse.

1.4.3.2 Approche générique

Une approche de dimensionnement par modèle inverse utilisant des critères dyna-
miques et énergétiques et utilisant le formalisme bond graph a été initiée, au sein du
Laboratoire d’Automatique Industrielle (LAI) de l’INSA de Lyon (devenu aujourd’hui le
laboratoire Ampère), par le Professeur Scavarda [SAR91]. L’approche a initialement
été formulée dans la thèse d’Amara [Ama91] sur des problématiques énergétiques en ro-
botique (traitant en bond graph les modèles cinématiques et dynamiques inverses évoqués
en section 1.4.3.1). Une méthodologie a ensuite été développée par Fotsu-Ngwompo
[FNST96, FN97, FN98, NNST01, NBS05], puis appliquée dans le cadre industriel par
Mechin [Mec03, MMFSF03] et Laffite [Laf04]. Cette méthodologie a été reformalisée

36. Basées sur cette approche, des méthodes de sélection énergétiques plus élaborées sont envisa-
geables. Citons la méthode de Potkonjak et Vukobratović [PJ86, VKP87], présentée dans [FN97],
explicitant la condition d’adéquation charge/actionneur et la méthode de Dequidt [Deq98], évoquée
dans [Jar10], prenant en compte des exigences sur la commande.

37. En d’autres termes, la propagation de la bicausalité ne se fait pas ici au travers du mécanisme, mais
uniquement à travers l’actionneur placé sur l’articulation, dans la mesure où une vitesse articulaire q̇i de
l’axe i est connue grâce au modèle cinématique inverse et permet de calculer dans le modèle dynamique
inverse la variable conjuguée Fi(t) relative au même lien de puissance. Notons en outre que cette approche
séquentielle est équivalente à une approche plus immédiate dans laquelle la bicausalité est directement
propagée au travers du mécanisme, sans calcul cinématique préalable des vitesses articulaires.
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par niveaux d’analyse par Jardin [Jar10] et étendue en termes de détermination d’inva-
riants structurels supplémentaires par El Feki et al. [EFDLB+08b, EF11] et Jardin
[Jar10]. Les travaux proposés dans ce mémoire s’appuient ainsi sur cet historique de déve-
loppement. En termes de positionnement dans le cycle de conception, cette méthodologie
de dimensionnement par inversion des modèles et reposant sur le formalisme bond graph
se positionne principalement à un niveau de modélisation macroscopique (modèle à pa-
ramètres localisés ou « lumped parameter models »), associé au niveau d’abstraction de
modélisation réseau et elle permet de traiter trois niveaux de conception (système, sous-
système et composant, voir figures 1.4 page 6 et 1.5 page 7). Nous ne nous intéresserons
qu’a ce niveau d’abstraction dans le cadre de nos travaux 38. Notons que la méthodologie
a été appliquée à la classe de modèles à paramètres répartis (« distributed parameter
models ») dans la thèse de Derkaoui [Der05], permettant d’atteindre le niveau d’abs-
traction géométrique.

La méthodologie de dimensionnement puise l’une de ses principales originalités dans
sa phase d’analyse structurelle, c’est à dire de manière indépendante des valeurs numé-
riques des paramètres du modèle. Elle exploite la description acausale du bond graph
pour caractériser la structure d’interconnexion du système physique, puis la description
causale pour la formulation du modèle direct et enfin la bicausalité pour la formulation
du modèle inverse. Ces trois niveaux d’exploitation permettent également la détermina-
tion de propriétés structurelles du modèle. En définitive, le modèle direct et le modèle
inverse dérivent tous deux d’une description générique. L’intérêt non négligeable est que
d’une part, la formulation du modèle inverse n’est pas à construire « depuis la feuille
blanche », et d’autre part, une modification de la structure d’interconnexion entre les
éléments peut directement se répercuter sur les modèles direct et inverse.

Le dimensionnement d’une chaîne d’actionnement est réalisé en quatre étapes, propo-
sées sur la figure 1.13 39 et explicitées ci-après dans le cas d’une chaîne d’actionnement
simple. Dans le cas d’une chaîne d’actionnement complète (par exemple, cascade de plu-

Cahier des 
charges

Charge MSeSfActionneur…
Modulateur 
de puissance

Dispositif de 
fourniture 
d’énergie

Commande

Adéquation

Spécification

Sélection

Validation

(Mêmes étapes à chaque étage de la chaîne d’actionnement)

Détermination de la commande en boucle ouverte 

eout(t)

fout(t)

ein(t)

fin(t)

Figure 1.13 – Dimensionnement par modèle inverse, étage par étage [Jar10]

38. Nous pouvons en outre souligner que cette approche bond graph couvre l’approche robotique
exposée en section 1.4.3.1.

39. Par souci de consistance, la figure 1.13 reprend les mêmes codes couleurs que les figures 1.3, 1.4
et 1.5.
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sieurs chaînes d’actionnement, association de chaînes secondaires), les spécifications du
cahier des charges sont remontées le long de la structure d’interconnexion en réalisant des
inversions successives. Ajoutons enfin que la méthodologie aboutit, lors de la remontée
des spécifications au niveau du modulateur de puissance, à déterminer la commande en
boucle ouverte du système (figure 1.13). Les quatre phases de la méthodologie sont les
suivantes [FN98] [Jar10] [MFJ11b] :

1. Adéquation : Cette première étape est cruciale et consiste en deux vérifications
au niveau de la structure du modèle de conception en question, en l’occurrence
la charge (figure 1.13) :
— l’inversibilité du modèle (validité du modèle de conception),
— les propriétés des fonctions mathématiques spécifiées dans le cahier des charges

(principalement en termes de dérivabilité) au regard de la structure du modèle
(validité du cahier des charges).

Cette première étape s’assure donc de l’adéquation entre la structure du modèle
et les spécifications du cahier des charges.

2. Spécification : Cette seconde étape est une étape participant à la synthèse pro-
prement dite de la conception. Elle consiste à construire le modèle inverse de la
charge et des composants déjà dimensionnés et à déterminer par simulation les
variables de puissance en entrée de l’étage considéré (variables eout(t) et fout(t)
dans le cas de la charge en figure 1.13). Cette étape permet donc de déterminer
les spécifications en sortie du composant en amont de la charge ou de la partie
déjà dimensionnée du système à concevoir, i.e. l’actionneur dans le cas de la fi-
gure 1.13. Cette approche permet donc de « remonter » les spécifications au plus
près de l’étage à dimensionner, et ce, indépendamment des parties encore non
dimensionnées (parties amont à la charge dans le cas de la figure 1.13).

3. Sélection : Cette troisième étape utilise les résultats de la précédente pour sélec-
tionner un composant capable de fournir les valeurs maximales des variables de
puissance eout(t), fout(t) et eout(t)× fout(t). Cette étape permet ainsi une sélec-
tion pertinente du point de vue énergétique, à partir de gabarits constructeur en
sortie des composants à dimensionner, en évitant les surdimensionnements. Elle
permet également de regarder les fonctionnements de type intermittent (cas d’un
actionneur électrique par exemple).

4. Validation : Cette quatrième et dernière étape permet de finaliser la validation
du composant à dimensionner (actionneur dans le cas de la figure 1.13) en déter-
minant les variables de puissance en entrée ein(t) et fin(t) pour les comparer aux
valeurs admissibles fournies par les gabarits constructeur en entrée (figure 1.14).
Cette quatrième phase requiert ainsi les différentes étapes suivantes :
(a) modéliser le composant choisi,
(b) le coupler au modèle de la partie déjà dimensionnée,
(c) reprendre l’étape d’adéquation (étape 1) pour vérifier la validité du (nouveau)

modèle de conception ainsi construit (modèle {Charge + Actionneur} dans le
cas de la figure 1.13) ainsi que la validité du cahier des charges par rapport à
ce modèle,

(d) si le modèle obtenu est inversible, construire le modèle inverse et le simuler
pour déterminer les variables de puissance ein(t) et fin(t) en entrée du com-
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posant sélectionné à partir des spécifications du cahier des charges (sur les
sorties de la charge),

(e) comparer les variables de puissance ein(t) et fin(t) au gabarit constructeur en
entrée du composant qui peut comporter des valeurs pour le régime nominal
de fonctionnement et des régimes intermittents (figure 1.14).

Exemple d’un gabarit constructeur (en entrée d’un 
composant à dimensionner) : zone de fonctionnement 

admissible dans le plan effort/flux

Evolution de fin(t) en fonction de ein(t) calculée en 
simulation du modèle inverse et à partir des 

spécifications du cahier des charges

Marges de surdimensionnement

Gabarit 
constructeur pour 

un fonctionnement 
nominal 

Gabarit 
constructeur pour 

un fonctionnement 
intermittent

(a) Cas d’un composant validé

(b) Cas d’un composant validé en 
fonctionnement par intermittence

(c) Cas d’un composant  non validé

Figure 1.14 – Méthodologie de dimensionnement par modèles bond graph inverses :
étape 4 (Validation)

Si différents actionneurs répondent aux exigences des étapes 3 et 4, d’autres critères
peuvent entrer en considération pour le choix (prix, poids, encombrement, maintenance,...).
Si aucun actionneur ne répond aux exigences, cette méthodologie peut permettre une spé-
cification du besoin, en ayant une connaissance précise de la (des) variable(s) de puissance
qui n’ont pas répondu à la spécification de départ.

Cette démarche peut être répétée tout le long de la chaîne d’actionnement jusqu’au
dispositif de fourniture d’énergie. Dans le cas où elle est appliquée jusqu’au modulateur
de puissance (compris), il est possible de déterminer la commande en boucle ouverte
du système utile ainsi pour définir des contrôleurs intégrant des modèles inverses à leur
structure de commande [Ser89] [FN97], ou pour déterminer des lois de commande pour
une chaîne d’actionnement secondaire [MFJ11b].
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1.4.4 Définition de l’analyse structurelle et niveaux d’analyse

1.4.4.1 Intérêt de différents niveaux d’analyse

Les méthodologies « classiques » de conception et dimensionnement mettent en œuvre
usuellement des analyses dépendantes de valeurs numériques des paramètres (analyse de
sensibilité paramétrique, optimisation, équilibre et pondération multi-attribut). De telles
approches peuvent rendre difficile la capitalisation de savoir et de connaissance des mo-
dèles. D’autres méthodes proposent des phases d’analyse amont sur la structure des
modèles, de sorte à pouvoir énoncer des propriétés intrinsèques aux modèles, non tribu-
taires a priori de valeurs numériques des paramètres. Cette phase amont fait émerger les
propriétés structurelles des modèles, exploitables pour leur conception, leur dimensionne-
ment ou l’étude de leur commande (inversibilité, commandabilité, découplabilité,...). La
méthodologie de conception et dimensionnement par modèle inverse du laboratoire Am-
père, introduite en section précédente, s’inscrit dans cette seconde classe de méthodes,
où la nature du formalisme bond graph sur laquelle elle se base, permet de mettre en
œuvre une phase d’analyse structurelle de modèle. Cette analyse structurelle peut per-
mettre de conclure très en amont sur la validité d’un modèle de conception et la validité
d’un cahier des charges 40. Elle permet également de donner une hiérarchisation des pro-
priétés d’un modèle, suivant qu’elles portent sur sa structure, sur la phénoménologie
physique qu’il renferme (i.e. lois de comportement et couplages) ou sur ses paramètres.
L’intérêt majeur est qu’une propriété énoncée au niveau de la structure du modèle sera
vraie pour quasiment toutes les valeurs de ses paramètres. A contrario , une propriété
non vérifiée au niveau de la structure du modèle ne sera vraie pour aucune valeur de
ses paramètres. Nous adopterons ainsi la définition employée dans les travaux référents
de Rahmani [Rah93] (définition 1.1) pour qualifier une propriété dite structurelle d’un
modèle, formulée dans un contexte de représentation utilisant le formalisme bond graph.

Définition 1.1 ([Rah93])
Une propriété est dite structurelle si :

— elle ne dépend que de la nature des éléments bond graph qui composent le
modèle du système et de la façon dont ils sont interconnectés, et non pas des
valeurs numériques de leurs paramètres,

— elle est vérifiée pour toutes les valeurs des paramètres sauf éventuellement
pour quelques valeurs particulières.

1.4.4.2 Outils de l’analyse structurelle

L’analyse structurelle de modèle a originellement été proposée par la communauté
automaticienne pour résoudre des problèmes de commande. Les travaux pionniers sont
ceux de Lin [Lin74] sur l’étude de la commandabilité et observabilité structurelles des
systèmes linéaires à temps invariant (LTI), accompagnée d’une déclinaison graphique des
résultats. Différentes approches de représentation ont été utilisées (ou formulées) pour
supporter cette analyse. Citons chronologiquement l’approche matrice système [Ros70],
l’approche modèle d’état [DC82], [VLK82], [CDD+86, CD86], l’approche géométrique
[CD82], [DD82], [CD10], l’approche digraphe (« directed graph » ou « graphe orienté »)
[Rei88], l’approche système structurée (incluant le digraphe structuré) [Lin74], [Rei88],
[CDP91], [vdW91], [DC93], [CD10] puis l’approche bond graph [SDT89], [Rah93], [FN97],
[BSDT97], [Jar10], [EF11]. Les études sont dans la grande majorité associées à l’analyse

40. Au sens, par exemple, de l’étape d’adéquation en termes d’inversibilité du modèle de conception
et de dérivabilité requise de ses sorties (voir section 1.4.3.2 page 28).
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de la commande des systèmes (commandabilité et observabilité, découplage, inversion,
rejet de perturbations, placement de pôles ou encore l’étude de leur structure finie et
infinie). Dans nos présents travaux, nous allons privilégier l’approche modèle d’état
(ainsi que sa déclinaison graphique, le digraphe), l’approche système structuré (et
le digraphe structuré) et l’approche bond graph, toutes relatives au niveau d’abstrac-
tion de modélisation réseau (figure 1.5 page 7). Nous allons succinctement présenter les
travaux de Jardin [Jar10] qui a mis en perspective dans sa thèse ces trois approches
pour établir leurs domaines de validité respectifs et comparer le niveau de description
et d’information qu’elles proposent (section 1.4.4.3). De ces niveaux de description et
d’information sont déclinés différents niveaux d’analyse. Nous présentons préalablement
ces trois approches structurelles de manière sommaire.

Approche modèle d’état et digraphe Le comportement dynamique d’un système
mécatronique peut être approché par la représentation d’état 1.24 qui permet de le mo-
déliser sous forme matricielle (dans le présent cas, linéaire et invariant dans le temps).

Σ :
{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (1.24)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état, u(t) ∈ Rm est le vecteur d’entrée et y(t) ∈ Rp est le
vecteur de sortie. Notons que les variables de sortie y(t) de ce modèle sont exprimées en
fonction des variables d’état x(t) et des variables d’entrée u(t). Ce modèle est direct et
la représentation d’état est ici régulière 41. Il est possible de décrire graphiquement cette
représentation matricielle sous la forme du digraphe G(Σ) = (V,W ) [Rei88] ; ce dernier
est formé [CD10] :

— d’un ensemble de sommets V = U ∪ X ∪ Y , où U , X, Y sont associés respec-
tivement aux entrées {u1, u2, · · · , um}, aux états {x1, x2, · · · , xn} et aux sorties
{y1, y2, · · · , yp}.

— d’un ensemble d’arcs W = {(uj , xi)|bij 6= 0} ∪ {(xj , xi)|aij 6= 0} ∪ {(xj , yi)|cij 6=
0} ∪ {(uj , yi)|dij 6= 0}, où aij (resp. bij , cij , dij) est l’élément (i, j) de la matrice
A (resp. B, C, D). Par exemple, (xj , xi) représente donc l’arc orienté partant du
sommet xj ∈ X vers xi ∈ X et aij correspond au coefficient de A situé sur sa
i-ème ligne et j-ème colonne.

Approche système structuré et digraphe structuré Les systèmes linéaires struc-
turés sont une classe de systèmes linéaires décrite par le modèle suivant [CD10] :

Σλ :
{

ẋ(t) = Aλx(t) + Bλu(t)
y(t) = Cλx(t) + Dλu(t) (1.25)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état, u(t) ∈ Rm est le vecteur d’entrée et y(t) ∈ Rp est le
vecteur de sortie. Les matrices Aλ, Bλ, Cλ et Dλ sont dites matrices structurées. Leurs
coefficients nuls sont connus et les valeurs de tous les autres coefficients sont inconnues et
ils sont supposés tous indépendants entre eux : ils sont représentés par des coefficients λi.
Comme dans le cas du digraphe G(Σ) associé au système d’état Σ (1.24), il est possible
de construire un digraphe structuré G(Σλ) = (V,Wλ) associé à Σλ (1.25), qui est formé :

— d’un ensemble de sommets V = U ∪X ∪ Y ,
— d’un ensemble d’arcsWλ = {(uj , xi)|bλij 6= 0}∪ {(xj , xi)|aλij 6= 0}∪ {(xj , yi)|cλij 6=

0} ∪ {(uj , yi)|dλij 6= 0}.

41. Par opposition à une représentation d’état dite singulière, qui exhibe des dépendances algébriques
entre les variables d’état. Cette classe de système, notamment rencontrée lors de modélisations de sys-
tèmes mécaniques en présence de contraintes (présentées succinctement en section 1.3), sera discutée au
chapitre 3.

33 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



1.4. Analyse structurelle pour la conception et le dimensionnement, approche par
modèle bond graph inverse 34

Les ensembles de sommets et d’arcs de G(Σλ) sont définis exactement de la même manière
que pour G(Σ). La seule différence réside dans la pondération des arcs. Dans le cas du
digraphe structuré, les arcs portent les paramètres λi respectifs des matrices Aλ, Bλ, Cλ,
Dλ de (1.25) en lieu et place des coefficients des matrices A, B, C, D de (1.24).

Approche bond graph En se basant sur la brève présentation faite en annexe A (sec-
tion A.1 page 245) et les considérations faites au cours de ce chapitre 1, le bond graph se
caractérise par une représentation graphique des échanges d’énergie au sein d’un système
et basée sur l’analogie entre variables de différents domaines de la physique. Nous avons
souligné qu’il permet une modélisation de la structure du système (interconnexion des
composants, visualisation des propriétés de causalité au niveau du modèle complet) ainsi
qu’une modélisation comportementale permettant la déduction du modèle mathématique
qu’est la représentation d’état (1.24). Nous avons également insisté sur le fait que le for-
malisme supporte les représentations acausale et causale en contraste avec les approches
modèle d’état et système structuré qui ne consistent par essence qu’en des représentations
causales (i.e. les équations sont d’emblée orientées).

1.4.4.3 Niveaux d’analyse et déclinaisons de la démarche de conception

La notion de niveaux d’analyse permet une classification hiérarchisée des propriétés
énoncées sur un modèle de conception. Suite à la présentation des trois approches de mo-
délisation que sont le modèle d’état, le système structuré et le bond graph, cette section
expose les travaux de Jardin [Jar10] qui les a comparées pour établir leurs domaines de
validité respectifs et les niveaux de description et d’information de modélisation qu’elles
contiennent (figure 1.15). Les principaux points que nous pouvons dégager sont les sui-

Niveaux 
d’information

Structurel Comportemental Numérique

Détaillé

Global Modèle d’état
Système 
structuré

Modèle bond graph

Niveaux de 
description

Figure 1.15 – Niveaux de description et d’information de différentes approches de mo-
délisation [Jar10]

vants :
— l’approche système structuré est une représentation globale du système. L’en-

semble des relations entre deux états est regroupé (au sens synthétisé, globalisé,
compilé) dans un seul et même coefficient λi : le niveau de description est global.
En termes de niveau d’information, seule la structure mathématique du modèle
d’état correspondant est disponible. L’indépendance des coefficients λi implique
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qu’il n’y a pas de détail phénoménologique : le niveau d’information est unique-
ment structurel.

— l’approche modèle d’état est également une représentation globale du système,
où l’ensemble des relations entre les états est globalisé dans la structure mathé-
matique comme dans l’approche système structuré : le niveau de description est
global. Toutefois, les dépendances entre les coefficients des matrices existent et
sont liées au comportement physique du système : le niveau d’information est
structurel et comportemental.

— l’approche bond graph est une représentation détaillée du système, où l’ensemble
des relations entre les variables dynamiques est conservé. En termes de niveaux
d’information, nous avons évoqué le niveau structurel de l’approche, qui fournit
également les lois caractéristiques des phénomènes physiques mis en jeu : le niveau
d’information est structurel et comportemental.

— une résolution numérique est uniquement possible dans le cas des approches mo-
dèle d’état et bond graph (niveau d’information numérique, figure 1.15), mais
pas dans le cas des systèmes structurés.

La distinction selon le niveau de description entre l’approche modèle d’état (et système
structuré) et l’approche bond graph est intéressante car suivant l’objectif visé, l’un ou
l’autre de ces niveaux de description est susceptible de mieux répondre. Par exemple, les
problématiques de commande s’astreignent généralement à considérer le système dans
son ensemble, auquel cas l’approche modèle d’état ou l’approche système structuré est
davantage pertinente. En revanche, l’approche bond graph peut s’avérer plus adaptée
pour l’interprétation physique, puisque le détail de la phénoménologie entre les différents
composants du modèle est accessible. Rappelons en outre qu’il est possible d’obtenir
une représentation d’état à partir d’un modèle bond graph (par exemple pour le cas de
représentation d’état pouvant être mise sous forme régulière, à partir de la matrice de
structure de jonction [Rah93] ou par scrutation des chemins causaux [FN97]). Ce point
illustre ainsi que le coefficient d’une matrice de la représentation d’état (1.24) représente
directement la somme de certains gains de chemins causaux du bond graph associé et
justifie le qualificatif « global » employé dans les niveaux de description. Sur la base de
la classification proposée en figure 1.15, Jardin [Jar10] a étayé les propositions origi-
nelles de Rahmani [Rah93, RSDT97] pour établir les quatre niveaux d’analyse suivants :

— le niveau d’analyse structuré est le niveau d’analyse le plus amont. Seule la
structure du modèle globale est considérée et les coefficients 42 du modèle sont
supposés être indépendants entre eux. Les propriétés dites structurées sont direc-
tement issues de l’analyse du système structuré (1.25), qui peut notamment être
menée grâce à la représentation du système matriciel sous forme graphique d’un
digraphe structuré.

— le niveau d’analyse BG-structurel est un niveau considérant uniquement la
structure énergétique détaillée, locale, d’un modèle. Il est originellement formulé
pour une représentation graphique de type bond graph mais peut être étendu 43.
Les propriétés BG-structurelles font ainsi référence à l’analyse sur un bond graph
de l’existence de chemin causaux sans considération de leur gain. En d’autres
termes, cette analyse ne considère pas les dépendances potentielles entre les phé-

42. Les coefficients en question sont ceux des matrices du système structuré (1.25).
43. Notamment à l’approche digraphe « éclaté » de Jardin [Jar10] sur l’exemple de Fotsu-Ngwompo

[FN97] illustrant les exceptions de Wu & Youcef-Toumi [WYT95].
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nomènes physiques (lois caractéristiques phénoménologiques).

— le niveau d’analyse comportemental est un niveau considérant la structure
du modèle ainsi que les dépendances physiques engendrées par les lois caracté-
ristiques phénoménologiques. Les propriétés comportementales peuvent être dé-
duites analytiquement d’un modèle d’état 44 ou par analyse des gains des chemins
causaux sur le bond graph (qui conduit dès lors à une analyse énergétique globale
du modèle bond graph).

— le niveau d’analyse numérique est le niveau d’analyse le plus aval et consi-
dère les valeurs numériques des paramètres dans les calculs analytiques du niveau
comportemental. Les propriétés établies sont dites numériques.

L’approche de référence que représente l’approche modèle d’état permet d’accéder
aux niveaux d’analyse structuré, comportemental et numérique, tandis que le bond graph
permet les niveaux d’analyse BG-structurel, comportemental et numérique. Ces différents
niveaux d’analyse, par approche respective, auront un impact important sur la manière
de traduire dans le formalisme bond graph les propriétés issues et démontrées sur l’ap-
proche modèle d’état. Comme déjà évoqué, cet impact se manifestera principalement sur
le bond graph par la considération (ou non) des gains des chemins causaux. Enfin, de
manière analogue à la dénomination employée par Jardin dans sa thèse [Jar10], nous
qualifierons par abus de langage d’analyse structurelle l’ensemble des analyses menées
sans considération des valeurs numériques des paramètres, comprenant ainsi les niveaux
d’analyse structuré, BG-structurel et comportemental. L’intérêt majeur d’une telle dé-
clinaison a précédemment été évoqué (section 1.4.4.1) et est illustré sur la figure 1.16
[Jar10] [MFJ11b, MFJ11a] :

? Fausse

Vraie ? Fausse

Vraie ? Fausse

Vraie

Fausse

Fausse

Reconception

Reconception

Reconception

Chronologie 
de l’analyse

Niveau d’analyse structurel 
(i.e. structuré ou BG-structurel)

Niveau 
d’analyse 

comportemental

Niveau 
d’analyse 

numérique

Figure 1.16 – Étude d’une propriété P0 : utilisation de différent niveaux d’analyse pour
orienter au plus tôt la reconception potentielle [Jar10] [MFJ11b, MFJ11a]

44. Nous désignerons ces propriétés comme issues de l’approche algébrique, qui nous permettra de
dresser le référentiel existant des outils d’analyse structurelle et établi, entre autre, à partir de l’approche
modèle d’état.
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1. Si une propriété P0 (inversibilité ou autre) est fausse au niveau d’analyse structu-
rel (i.e. structuré ou BG-structurel), elle sera fausse à tous les niveaux d’analyse
avals. Le concepteur doit revoir la structure de son système, ou de son modèle.

2. Si une propriété P0 est vraie au niveau structurel mais pas au niveau compor-
temental, le concepteur a déjà une information intéressante sur les pistes de re-
conception potentielle. Elles ne concernent que des couplages entre phénomènes
du modèle (en l’occurrence sur le bond graph, l’annulation de somme de gains
de chemins causaux entre certains éléments). Le concepteur peut éventuellement
regarder si ce couplage peut être éliminé en introduisant un phénomène négligé
(par exemple, une dynamique, un autre couplage ou un élément d’adaptation).
L’intérêt du niveau de description détaillé du bond graph (figure 1.15) prend ici
tout son sens.

3. Si une propriété P0 est fausse uniquement au niveau numérique, le concepteur
peut jouer sur les valeurs numériques non fixées par le cahier des charges ou par
des éléments physiques du système pour essayer de la satisfaire.

Si l’on met à présent en perspective les différentes étapes de la méthodologie de di-
mensionnement par modèle inverse (section 1.4.3.2) avec ces différents niveaux d’analyse
(figure 1.16), on peut comprendre comment la conception (à l’étape d’adéquation (étape
1) et celle de validation (étape 4)) peut bénéficier d’une réorientation au plus tôt lorsqu’il
s’agit par exemple de tester l’inversibilité du système ou d’établir la dérivabilité requise
de ses sorties 45.

1.4.5 Outils d’analyse et de simulation utilisés

Les outils de simulation utilisés dans nos travaux sont précisés en figures 1.17 et 1.18.
En rapport avec les niveaux d’analyse exposés en section précédente (section 1.4.4.3 page
34, figure 1.16), ces outils seront manipulés avec les finalités suivantes :

— au niveau d’analyse structurel (structuré et BG-structurel) et comportemental,
nous serons principalement amenés à utiliser le logiciel MS1 (figure 1.17) pour
l’analyse exhaustive des chemins causaux et des familles de chemins causaux
ainsi que leurs attributs (longueur et ordre) 46.

— au niveau d’analyse numérique, l’implémentation logicielle est réalisée dans Ame-
sim pour la simulation des modèles (figure 1.18a). Un point important consiste à
valider que l’organisation causale particulière des modèles inverses (basée sur la
bicausalité) développés dans nos travaux est compatible avec une plateforme de
simulation comme Amesim.

— la validation des modèles de ce mémoire (directs et inverses) est réalisée dans
Amesim également (figure 1.18b), en utilisant des protocoles de validation de
modèles industriels, conformes à ceux requis pour la publication de modèles dans
les librairies standards Amesim [PMAL09b, PMAL09a]. Ces protocoles utilisent
les outils standards d’analyse temporelle et fréquentielle de cette plateforme de
simulation.

45. Des exemples d’illustration sur une spécification dans le cahier des charges des degrés relatifs ou
encore d’une structure à l’infini particulière sont proposés dans la thèse de Jardin [Jar10].

46. Voir le chapitre 4 et l’annexe B pour la définition de ces concepts.
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1.5. Conclusions et problématiques traitées dans ce mémoire 38

Figure 1.17 – Outils d’analyse et de simulation utilisés dans nos travaux (1 sur 2) : MS1
[MS1]

(a) Implémentation

2

1

Entrée Sinus 1 Hz, 
amplitude = 2 m/s sur
le ressort associé au Fy

de la Mns

Cinématique : Xa = f(Z ; Yn) Cinématique : Ya = f(Z ; Yn)

Effort de suspension (sur le « 0 » du Csusp)  [N]

Différence entre les deux modèles  [N]

(b) Validation temporelle et fréquentielle

Figure 1.18 – Outils d’analyse et de simulation utilisés dans nos travaux (2 sur 2) :
Amesim [Sie]

1.5 Conclusions et problématiques traitées dans ce mé-
moire

Le chapitre 1 a présenté la conception des systèmes mécatroniques, une déclinaison
de modèles de conception fonctionnelle pour l’application châssis puis enfin, une métho-
dologie pour leur conception utilisant l’inversion de modèle et prenant en considération
leur architecture (analyse structurelle). Au long de ses différentes étapes (section 1.4.3.2
page 28), la méthodologie a exhibé deux problématiques principales liées à sa phase
d’analyse structurelle :

1. les propriétés d’inversibilité du modèle, durant les étapes d’adéquation (étape 1)
et de validation (étape 4), que nous avons associées à la validité du modèle de
conception,
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39 CH. 1. Conception et dimensionnement par modèle inverse ... application châssis

2. les propriétés mathématiques des fonctions spécifiées dans le cahier des charges,
principalement exprimées en termes de dérivabilité requise, que nous avons liées
à la validité du cahier des charges.

Les propriétés de dérivabilité peuvent être établies à partir de la connaissance d’invariants
structurels du modèle déterminés par des outils de l’analyse structurelle. Les outils uti-
lisés dans ce mémoire sont introduits en section 1.4.4.2 page 32 et nous les détaillerons
davantage au chapitre 2 et au chapitre 3. Nous introduirons en particulier les concepts
d’ordre d’essentialité et de degré relatif, tous deux basés sur la structure à l’infini du
système, et associés aux sorties du système.

A ce stade, la formulation de la méthodologie de dimensionnement est établie sur une
classe de systèmes pouvant se mettre sous la forme d’une représentation d’état régulière
(1.24). Nous avons en revanche évoqué en section 1.3.3 (page 11) lors de la présentation
du modèle de référence de châssis (figure 1.10 page 23), basé sur une approche mécanique
multicorps fonctionnelle, qu’il n’est pas toujours possible, ni souhaitable, d’obtenir une
représentation d’état régulière. Les principales contributions présentées dans ce mémoire
concernent une évolution de la méthodologie pour prendre en compte les systèmes d’état
ne pouvant pas être formulés sous la forme (1.24) mais pouvant toutefois s’écrire sous la
forme singulière linéaire à temps invariant suivante :

Σd :
{

Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (1.26)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état, u(t) ∈ Rm est le vecteur d’entrée, y(t) ∈ Rp est le
vecteur de sortie et où la matrice E n’est pas nécessairement de rang plein.

Le chapitre 2 va à présent proposer une bibliographie des outils d’analyse structurelle
utilisés par la méthodologie de conception que nous venons d’exposer. Il propose de
détailler et discuter la base théorique de l’approche algébrique et de la démarche avec
laquelle elle sert à valider l’approche bond graph. En fin de chapitre 2 seront exposées les
limitations des développements tels qu’existants au début de nos travaux, et la nécessité
de les étendre, fixant ainsi le périmètre des travaux des chapitres 3, 4 et 5.
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2.1. Introduction 42

2.1 Introduction

Le présent chapitre 2 est essentiellement bibliographique et propose d’introduire un
ensemble de notions d’analyse structurelle utiles au dimensionnement par modèle inverse
proposé par le laboratoire Ampère, présenté au chapitre 1. Ces notions se divisent en
deux principales catégories, pouvant chacune être reliées aux critères formulés dans le
cahier des charges d’un problème de conception (section 1.4.3.2 page 28) :

1. la propriété d’inversibilité d’un modèle linéaire régulier (validité du modèle de
conception en phases d’adéquation et de validation),

2. les invariants structurels d’un modèle linéaire régulier (relatifs à la validité du
cahier des charges en phase d’adéquation et utilisés pour établir les propriétés
des fonctions mathématiques spécifiées dans le cahier des charges).

La première catégorie comprend également, en plus de l’inversibilité proprement dite,
l’ordre du modèle inverse i.e. la dimension de son état. Comme précédemment intro-
duit, les invariants structurels du modèle ont principalement trait, dans le contexte de
dimensionnement par modèle inverse, aux critères de dérivabilité des sorties du modèle
(sous-entendu du modèle direct). Les invariants manipulés dans ce chapitre sont la struc-
ture à l’infini, le degré relatif et l’ordre d’essentialité. Le premier est propre au système
dans son ensemble et peut être utilisé, suivant les cas, pour la détermination des deux
suivants, chacun associé, eux, aux sorties du modèle.

La détermination des invariants structurels peut se faire de différentes manières, algé-
briquement ou graphiquement, en manipulant le modèle direct et/ou le modèle inverse.
La figure 2.1 1 propose une vue d’ensemble simplifiée des concepts et processus discutés

Inversibilité

Détermination 
d’invariants 
structurels

Modèle direct Modèle inverse 

Mineurs de la 
matrice système 

Structure à l’infini 
de 

Ordre d’essentialitéDegré relatif

Structure à l’infini 
par ligne de 

(algébrique) Etude de 
(graphique) Etude de chemins E/S

Mineurs de la 
matrice système 

Structure à l’infini 
de 

Structure à l’infini 
par colonne de 

Figure 2.1 – Processus d’évaluation de l’inversibilité (modèle direct) et de détermination
des invariants structurels (modèle direct et/ou modèle inverse), valables pour l’approche
algébrique et l’approche graphique discutées au chapitre 2.
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43 CH. 2. Analyse structurelle des systèmes linéaires réguliers

dans ce chapitre. Son organisation repose sur cette vue d’ensemble :

— la section 2.2 établit la base théorique algébrique servant de référence au dévelop-
pement ultérieur des approches graphiques exposées dans les sections suivantes.
Elle aborde l’ensemble des concepts exposés en figure 2.1,

— la section 2.3 présente la déclinaison graphique des résultats de l’approche algé-
brique. Une partie est énoncée sur le modèle direct et donc sur le bond graph
causal associé. Elle regroupe ainsi les concepts et processus associés au bloc «Mo-
dèle direct T(s) » de la figure 2.1. La section présente également les procédures
énoncées sur le modèle inverse et donc sur le bond graph bicausal associé, auquel
une représentation d’état généralisée peut être attachée (avec un certain nombre
de spécificités). Ces procédures regroupent ainsi les concepts associés au bloc
« Modèle inverse Tinv(s) » de la figure 2.1,

— la section 2.4 discute les hypothèses sur lesquelles se base l’ensemble du cadre
théorique et applicatif des précédentes sections de ce chapitre 2 pour les confron-
ter à la classe de modèle exposée au chapitre 1, et exposer ainsi les limitations
actuelles de la méthodologie. Cette discussion montre que la méthodologie ac-
tuelle n’est pas adaptée à la classe des systèmes singuliers et permet de dresser
les perspectives des travaux proposés aux chapitres 3, 4 et 5.

2.2 Approche algébrique de l’analyse structurelle

2.2.1 Introduction

Le comportement dynamique des phénomènes physiques d’un système mécatronique
peut être approché par une représentation d’état 2, qui permet, dans le cas linéaire, de
modéliser un système dynamique sous forme matricielle. Nous considérons dans ce qui
suit le système Σ carré (i.e. même nombre de variables d’entrée que de variables de sortie,
p), linéaire et invariant dans le temps (LTI), dont la représentation d’état classique est
la suivante :

Σ :
{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (2.1)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état, u(t) ∈ Rp est le vecteur d’entrée et y(t) ∈ Rp est le
vecteur de sortie. Les matrices A, B, C et D sont de dimensions respectives n×n, n×p,
p× n et p× p.

Les variables de sortie y(t) de ce modèle sont exprimées en fonction des variables d’état
x(t) et des variables d’entrée u(t). Ce modèle est donc un modèle direct. Il respecte le
principe de causalité physique et est ainsi physiquement réalisable.

L’inversion du modèle direct Σ consiste à exprimer les variables d’entrées u(t) en
fonction des variables de sortie y(t) et de leurs dérivées, et des variables d’état du modèle

1. Dans la figure 2.1, T(s) et P(s) font respectivement référence à la fonction de transfert et à la
matrice système du modèle direct. Tinv(s) et Pinv(s) font respectivement référence à la fonction de
transfert et à la matrice système du modèle inverse. Ces matrices seront rappelées au cours du chapitre.

2. Sans qualificatif supplémentaire, nous parlons de représentation d’état classique (ou régulière), telle
qu’introduite par Kalman, dont la représentation dans le cas linéaire est celle du système (2.1). Nous
introduirons par la suite la notion de représentation d’état généralisée, cas particulier de la représentation
singulière, toutes deux abordées au chapitre 3.
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2.2. Approche algébrique de l’analyse structurelle 44

inverse. Cette formulation consiste à obtenir un système Σ−1 dont la représentation d’état
généralisée est la suivante [FN97] :

Σ−1 :
{

ż(t) = Fz(t) + Gy(α)(t)
u(t) = Hz(t) + Jy(α)(t) (2.2)

où z(t) ∈ Rn est le vecteur d’état généralisé, u(t) ∈ Rp le vecteur de sortie, y(α)(t) ∈
R(p×α) le vecteur d’entrée dont les éléments résultent d’opérations différentielles et al-
gébriques sur les variables de sortie telles qu’on puisse écrire par transformation de La-
place : Y(α)(s) = M(s)Y(s), où la matrice M(s) est une matrice polynômiale en s.
Ces opérations algébro-différentielles sur les composantes de y(t) peuvent se retrouver
notamment par l’algorithme d’inversion de Silverman [Sil69]. Dans le système d’équa-
tions précédent, α représente les ordres de dérivation nécessaires des composantes du
vecteur de sortie y(t) dans le modèle inverse. Les matrices F, G, H et J sont de dimen-
sions respectives n× n, n× (p× α), p× n et p× (p× α).

Dans le modèle inverse Σ−1 représenté par (2.2), le vecteur u(t) joue le rôle de sortie et
yα(t) le rôle d’entrée du système. Ce dernier étant issu de dérivations des composantes
du vecteur y(t), il est non physiquement causal si l’on associe le rôle d’effet à la sortie
et celui de cause à l’entrée. Il n’est pas concevable physiquement (au sens « technologi-
quement »). Il est en revanche définit mathématiquement. Nous introduisons à ce stade
deux éléments importants associés au modèle Σ−1 et qui seront précisés dans la suite de
ce chapitre :

1. Ordre du modèle inverse : le modèle Σ−1 est un modèle inverse d’ordre plein. La
dimension n du vecteur d’état généralisé z(t) est la même que celle du vecteur
d’état x(t) du modèle direct Σ. Les dynamiques des systèmes Σ et Σ−1 seront en
revanche différentes a priori .

2. Ordre de différentiation apparaissant dans le modèle inverse : l’ordre de diffé-
rentiation α est associé au nombre de différentiations nécessaires à opérer sur le
vecteur y(t) de manière à obtenir une relation inversible faisant intervenir toutes
les variables d’entrée [Sil69]. Dans le cas simplifié SISO (mono-entrée/mono-
sortie), α est directement le degré relatif (section 2.2.4.1 page 52) de la sortie
y par rapport à l’entrée u. Dans ce cas, le degré relatif peut être lié à l’ordre
du modèle inverse dit d’ordre minimal 3. Dans le cas MIMO, le degré relatif est
propre à chaque sortie yi (voir théorème 2.7 page 52). L’entier α est alors propre
au système Σ dans son ensemble et correspond également au nombre de différen-
tiations à effectuer sur le vecteur de sortie pour obtenir une relation inversible
avec toutes les variables d’entrée [Sil69]. Concernant l’ordre de différentiation des
sorties apparaissant dans le modèle inverse, il existe une autre notion dans le cas
MIMO qualifiant l’ordre de dérivation maximal et atteint d’une sortie yi appa-
raissant dans le modèle inverse : l’ordre d’essentialité [CDD+86] (section 2.2.4.4),
défini à partir de la structure à l’infini du système [Mal82] (section 2.2.3). No-
tons que dans le cas SISO, le degré relatif et l’ordre d’essentialité sont identiques.

Dans la méthodologie d’inversion, le vocable « ordre » est ainsi usité pour qualifier deux
propriétés a priori distinctes du modèle inverse (i.e. dimension dynamique et ordre de
différentiation des sorties), et qui sont directement liées dans le cas du modèle inverse
d’ordre minimal.

3. Ayant une partie dynamique de dimension ninv ≤ n minimale, en l’occurrence ninv = n− α.
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45 CH. 2. Analyse structurelle des systèmes linéaires réguliers

2.2.2 Inversibilité et inverse d’ordre minimal

2.2.2.1 Critères directs d’inversibilité

Les critères d’inversibilité directs issus de l’approche algébrique sont applicables au
modèle d’état (2.1) ainsi qu’à sa matrice de transfert T (s) 4 ou sa matrice système P(s) 5,
sans détermination préalable du modèle inverse. Le système Σ est inversible si et seule-
ment si l’une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

1. La matrice de transfert T(s) (2.3) est inversible i.e. det(T(s)) 6= 0.

2. La matrice système P(s) (2.4) est inversible i.e. det(P(s)) 6= 0.

Remarque : l’équivalence de ces deux propriétés peut se déduire de la formule de Schur
(définition 2.1 page 49) i.e. det(P(s)) = det(sI−A) det(T(s)), notant que le polynôme
caractéristique det(sI−A) ne peut pas s’annuler dans le cas régulier (2.1).

D’autres critères d’inversibilité ont été formulés. Les notions de reproductibilité fonc-
tionnelle [BM65] et de commandabilité fonctionnelle de la sortie [SM69] [Rah93] défi-
nissent ainsi l’aptitude à déterminer une commande pour le suivi de trajectoire de sortie,
équivalentes à l’inversibilité 6. Notons les travaux de Respondek [Res90] sur l’inversion
des systèmes linéaires aboutissant également à des critères d’inversibilité. Ces précédents
critères directs sont détaillés dans la thèse de Fotsu-Ngwompo [FN97]. Notons en outre
une formulation équivalente de Respondek en terme de nombre de zéros à l’infini, dé-
taillée et discutée en section 2.2.3.

Remarque : Pour faire un lien à ce stade avec le bond graph, les critères directs d’inver-
sibilité issus de l’approche algébrique ont été portés sur le modèle bond graph à travers
les travaux originels de Rahmani [Rah93] sur la détermination de det(P(s)) à partir
de la scrutation des chemins causaux entrées/sorties différents (définition B.9 page 264,
et voir section 2.3.2.1). Les travaux de Fotsu-Ngwompo [FN97] utilisent les résultats
de Rahmani pour proposer des critères « semi-directs » 7 d’inversibilité établis directe-
ment sur le bond graph en utilisant la bicausalité [Gaw95] [GS96] [FNST96] [FN97] (voir
section 2.3.2.2).

4. La matrice de transfert T(s) ∈ Rp×p du système Σ de modèle d’état (2.1) est définie par :

T(s) = C(sI−A)−1B + D (2.3)

5. La matrice système (ou matrice de Rosenbrock, [Ros70], [Ros74]) P(s) ∈ R(n+p)×(n+p) du sys-
tème (2.1) est définie par :

P(s) =
(
sI−A B
−C D

)
(2.4)

6. Les notions de reproductibilité fonctionnelle et de commandabilité fonctionnelle de la sortie corres-
pondent à des inversions à droite. L’inversibilité à gauche est une notion duale des précédentes, souvent
qualifiée d’observabilité fonctionnelle de l’entrée [FN97]. Dans le cas des systèmes carrés, l’inversion à
droite et l’inversion à gauche sont des notions équivalentes.

7. Les critères d’inversion sont qualifiés de « semi-directs » car de manière générale, ils ne permettent
de statuer sur l’inversibilité d’un système en bond graph que par l’analyse de la résolubilité de la structure
de jonction du bond graph inverse.
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2.2.2.2 Modèle inverse d’ordre minimal

L’inversion d’un modèle direct considère en premier lieu les couples entrées/sorties,
de sorte à formuler les variables d’entrées u(t) en fonction des variables de sorties y(t)
(et de leurs dérivées). Si la représentation d’état inverse (2.2) est telle que la dimension
du vecteur d’état n est la même que celle du système Σ (i.e. d’ordre plein), il est possible
de trouver un système équivalent du point de vue entrée/sortie dont la dimension ninv
de la partie dynamique est inférieure à n. La réalisation conduisant au système Σ−1 –
dont la partie dynamique est minimale – est qualifiée d’inverse d’ordre minimal. Sil-
verman a démontré l’existence du modèle inverse d’ordre minimal, et que son obtention
n’impliquait pas d’augmentation de l’ordre de dérivation des composantes du vecteur de
sortie y(t) par rapport au modèle inverse d’ordre plein ([Sil68], cas SISO et [Sil69], cas
MIMO). La procédure d’inversion proposée [Sil69] part du modèle inverse d’ordre plein
et permet, par des manipulations adéquates, d’intégrer certaines variables d’état dans
le vecteur de commande, réduisant ainsi l’ordre du modèle 8. La notion d’ordre minimal
qualifie ici la dimension de la partie dynamique du modèle inverse (i.e. dimension de
l’espace d’état ninv). Sa représentation d’état est la suivante [FN97], [EF11] :

Σ−1 :
{

ẋinv(t) = Ainv xinv(t) + Binv u(α)
inv(t)

yinv(t) = Cinv xinv(t) + Dinv u(α)
inv(t)

(2.5)

où, utilisant les notations de (2.1) et (2.2), xinv(t) ∈ Rninv est le vecteur d’état généralisé,
yinv(t) = u(t) ∈ Rp le vecteur de sortie et u(α)

inv(t) = y(α)(t) ∈ Rp×α le vecteur d’entrée.
Le vecteur de commande u(α)

inv(t) regroupe le vecteur de sortie y(t) du modèle direct Σ
ainsi que l’ensemble des dérivées successives de ses composantes apparaissant dans le
modèle inverse d’ordre minimal. Le vecteur u(α)

inv(t) s’écrit ainsi :

u(α)
inv(t) = y(α)(t)

=
[
y1(t) dy1(t)

dt
d2y1(t)
dt2 . . . y2(t) dy2(t)

dt . . . yp(t) dyp(t)
dt . . .

dαpyp(t)
dtαp

]T
(2.6)

Remarque : Sauf mention explicite contraire, nous ne nous intéresserons dans ce mé-
moire qu’aux modèles inverses d’ordre minimal. Portées sur le bond graph utilisant l’ana-
logie avec la procédure d’inversion de Silverman, les procédures SCAPI et MSCAPI
établies par Fotsu-Ngwompo conduisent directement au modèle inverse d’ordre mi-
nimal [FN97]. D’autre part, les travaux de Jardin ont montré que la détermination
d’invariants structurels selon cette méthodologie d’inversion est applicable de manière
relativement aisée en bicausal sur le bond graph inverse d’ordre minimal. Les modèles
bond graph inverses d’ordre non minimal sont à considérer avec beaucoup plus de pru-
dence, pour un intérêt relativement limité dans le présent cadre d’étude [Jar10].

2.2.2.3 Critères indirects d’inversibilité

Les critères d’inversibilité sont qualifiés d’indirects quand ils sont établis au cours
du processus d’inversion. Pour les systèmes linéaires, tels le système (2.1), l’exemple de
la procédure établie par Silverman conduit à des conditions d’inversibilité au cours de
l’application de son algorithme [Sil69]. Cette procédure est à la base des méthodes portées

8. Dans sa thèse, Fotsu-Ngwompo détaille cette méthodologie, ainsi que celle de Seraji [Ser89]
basée sur la fonction de transfert du système inverse T−1(s), dont la procédure conduit directement à
l’inverse d’ordre minimal sans passer par le modèle d’ordre plein.
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sur le bond graph par Fotsu-Ngwompo [FN97] (voir section 2.3.2.2).

Les critères d’inversibilité indirects sont plus pertinents dans le cas des systèmes non
linéaires, dans la mesure où il n’existe alors pas de critère direct. Les premières for-
malisations ont été faites par Hirschorn [Hir79] sur les systèmes non linéaires affines
en la commande, sur la base des travaux sur la reproductibilité fonctionnelle [BM65].
S’appuyant sur les résultats d’Hirschorn, d’autres travaux sur l’inversion des systèmes
non-linéaires ont été réalisés par Singh [Sin81] et Perdon et al. [PCL92] et portent
sur une généralisation de l’algorithme de Silverman aboutissant à des critères indirects
utilisant, entre autre, les degrés relatifs. Citons également les travaux de Nijmeijer
[Nij82, Nij86] et rappelons ceux de Respondek [Res90] pour leurs contributions sur
l’inversion dans le cas général multi-variable non linéaire. Notons les travaux de Tan &
Vandewalle [TV88] sur l’inversion des systèmes singuliers, aboutissant à des critères
directs et indirects sur ce type de systèmes (voir par ailleurs au chapitre 3, la section
3.3 page 87) et enfin les travaux de Tanwani & Liberzon sur l’inversion des systèmes
multi-variables à commutation, affines en la commande [TL10].

2.2.3 Structure à l’infini

2.2.3.1 Introduction et définition algébrique

La notion de structure à l’infini est une propriété structurelle basée sur la factorisa-
tion de Smith-McMillan à l’infini d’une matrice [VLK82] [CD82] [Ric01]. Appliquée à
la matrice de transfert d’un système, elle permet de définir un certain nombre de proprié-
tés fondamentales sur le modèle [Ric01]. Elle est représentée par un ensemble de zéros
et/ou de pôles à l’infini, suivant la propreté des modèles. Ces zéros et ces pôles sont
caractérisés par leurs ordres, également nommés multiplicités. Ces invariants structurels
appliqués aux propriétés entrées/sorties d’un système permettent de donner notamment
des conditions sur la résolution de problèmes de commande tels que le découplage (par
retour d’état statique) 9, la poursuite d’un modèle de référence ou le rejet de perturba-
tions [Mal82], [DC82], i.e. de spécifier comment la commande doit être synthétisée. Plus
précisément, ils sont utilisés dans la détermination des degrés relatifs et ordres d’essen-
tialité des sorties d’un modèle. Par opposition, la structure finie du système caractérise
ses propriétés intrinsèques de stabilité (incluant donc sa dynamique finie).

Les informations structurelles que sont les pôles ou zéros finis ou infinis d’une matrice
rationnelle sont issues de transformations élémentaires sur les lignes et colonnes de la ma-
trice initiale pour la transformer en matrice rationnelle triangulaire (forme de Hermite)
ou diagonale (forme de Smith, forme de Smith-McMillan à l’infini) 10. Nous présen-
tons ici la forme de Smith-McMillan à l’infini des matrices rationnelles conduisant
à des formes diagonales de matrices rationnelles non nécessairement propres (théorème
2.1).

9. Comme rappelé dans la thèse de El Feki [EF11], les concepts de découplage et d’inversibilité sont
liés, l’inversibilité d’un système étant une condition nécessaire mais non suffisante de sa découplabilité.
Il existe en effet une classe de systèmes inversibles et non découplables par retour d’état statique, pour
lesquels une extension dynamique est nécessaire (travaux de Gilbert [Gil69], il est alors question de
découplage par retour d’état dynamique).

10. Rappelons qu’une fraction rationnelle g(s) est définie comme le quotient de deux polynômes,
g(s) = n(s)

d(s) avec n(s) ∈ R[s], d(s) ∈ R[s] et d(s) 6= 0. Une fraction rationnelle g(s) = n(s)
d(s) sera dite

propre si deg d(s) ≥ degn(s) et strictement propre si deg d(s) > degn(s). Une matrice rationnelle (resp.
rationnelle propre, rationnelle strictement propre) est une matrice dont les éléments sont des fractions
rationnelles (resp. rationnelles propres, rationnelles strictement propres).
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2.2. Approche algébrique de l’analyse structurelle 48

Théorème 2.1 ([VLK82], [CDP91], [vdW91], [MvdW91], [Ric01])
(Forme de Smith-McMillan à l’infini) Pour toute matrice rationnelle G(s) de
dimension (p×m) et de rang r, la factorisation de Smith-McMillan à l’infini est
définie par :

G(s) = B1(s)
(

∆∞(s) 0
0 0

)
B2(s) (2.7)

Où
— B1(s) et B2(s) sont des matrices bipropres ( i.e. propres, inversibles et d’in-

verses propres).

— ∆∞(s) =

s
−t1

. . .
s−tr

 avec t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tr.

La matrice
(

∆∞(s) 0
0 0

)
est uniquement définie et est appelée forme de Smith-

McMillan à l’infini de G(s). La structure à l’infini de G(s) est définie de la manière
suivante :

— Si ti ≥ 0, alors ti est un ordre de zéro à l’infini.
— Si ti < 0, alors −ti est un ordre de pôle à l’infini.

Remarque 1: une matriceB(s) est dite bipropre ou bicausale si et seulement si lim
s→+∞

det (B(s))
est une constante non nulle [CDP91], [Ric01]. Une matrice bicausale ne possède ni pôles
ni zéros à l’infini [CDT90].

Remarque 2: Il peut être montré grâce à la forme de Smith-McMillan à l’infini que
les matrices rationnelles propres ne possèdent que des zéros à l’infini [DC82]. Le théorème
2.1 se simplifie alors à la forme dite de Smith [Ric01], où les ordres des zéros à l’infini,
notés usuellement ni dans ce cas particulier, sont tels que 0 ≤ n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nr. 11

Il existe un lien entre les ordres des pôles et zéros à l’infini ti et les degrés 12 des mi-
neurs 13 de G(s). En effet, ti, i ∈ {1, 2, ..., r} peut être calculé de la manière suivante
[EF11] :

− ti = δD i − δD i−1 (2.9)

où δD i est le degré le plus élevé des mineurs d’ordre i de G(s), avec δD 0 = 0.

Notons par ailleurs que dans le cadre de détermination de la structure à l’infini des
systèmes, nous serons amenés à considérer la définition 2.1 connue comme « formule de
Schur » ou « complément de Schur » [EF11] :

11. Par souci de clarté de notation, les théorèmes 2.2 page 49 et 2.9 page 55 utilisent la notation ni
pour explicitement indiquer le fait que l’on y manipule des ordres de zéros à l’infini. Par distinction, le
théorème 2.8 page 53 utilisera la notation ti pour expliciter le fait que l’on y manipule des ordres de
zéros/pôles à l’infini comme dans la forme de Smith-McMillan à l’infini, et en l’occurrence uniquement
des pôles à l’infini dans le cas particulier du théorème 2.8.

12. Le degré d’une fraction rationnelle g(s) = n(s)
d(s) est défini par [Ric01] :

deg(g(s)) = deg(n(s)) − deg(d(s)) (2.8)

13. Un mineur d’une matrice est le determinant d’une de ses sous-matrices carrées. Il est dit d’ordre
i lorsque cette sous-matrice est de dimension i [Gan66].
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49 CH. 2. Analyse structurelle des systèmes linéaires réguliers

Définition 2.1
(Formule de Schur) Soit M une matrice définie par bloc,

M =
[
M11 M12
M21 M22

]
(2.10)

où M11 et M22 sont des matrices carrées et M11 inversible. Le déterminant de la
matrice M peut alors s’écrire sous la forme :

det (M) = det (M11) det
(
M22 −M21M−1

11 M12
)

(2.11)

2.2.3.2 Détermination par approche directe

L’approche directe qualifie ici la détermination de la structure à l’infini sur le mo-
dèle direct. Dans le chapitre 2, les modèles sont supposés réguliers et pouvant se mettre
sous la représentation d’état (2.1). Ces systèmes sont associés à des matrices de transfert
propres et n’ont que des zéros à l’infini. D’autres méthodes de détermination plus simples
(évitant la factorisation par matrices bipropres) ont été mises en place et utilisées dans
le cadre d’étude sur le rejet de perturbations [CDP91] ou le découplage par retour d’état
[DC93] : 14

Théorème 2.2 ([CDP91], [vdW91], [DC93])
Soit T(s) ∈ Rp×m une matrice de transfert rationnelle propre de rang r. Le système
correspondant admet r zéros globaux à l’infini dont les ordres n1, n2, ..., nr peuvent
être calculés de la manière suivante :{

n1 = δ1
ni = δi −

∑i−1
j=1 nj

(2.12)

où δi est le plus petit ordre des zéros à l’infini des mineurs d’ordre i de T(s).

Remarque : la quantité δi est positive pour un système régulier (nécessairement propre).
Il correspond à l’exposant de la plus grande puissance de s par lequel tout mineur d’ordre
i de T(s) peut être multiplié de sorte que le produit reste propre [vdW91]. 15

La structure à l’infini de la matrice de transfert T(s) peut également être obtenue à
partir de la matrice système P(s) [CDP91]. Ce résultat est intéressant dans la mesure
où il permet de calculer les zéros à l’infini des mineurs de T(s) :

14. Ces théorèmes sont directement ceux portés en bond graph par Jardin [Jar10], sur la base des
travaux de Bertrand et al. [BSDT97, BSDT01], Sueur et al. [SDT92] et Dauphin-Tanguy [DT00].

15. Il est important de dissocier ici l’ordre d’un zéro à l’infini d’un mineur de T(s) de l’ordre d’un
zéro à l’infini de T(s). Le premier représente l’opposé du degré du mineur, quand le second caractérise
en partie la structure à l’infini de T(s). Ainsi notant δi, le plus petit ordre des zéros à l’infini des mineurs
d’ordre i de T(s) et δD i, le plus haut degré des mineurs d’ordre i de T(s) (comme dans l’équation (2.9),
décliné ici à la matrice T(s)), nous avons donc δD i = −δi. Si par exemple une fonction de transfert
rationnelle propre T(s) a deux mineurs distincts d’ordre i, t1i (s) = 1

s4 et t2i (s) = 1
s3 , l’exposant de la

plus grande puissance de s par lequel ces deux mineurs d’ordre i t1i (s) et t2i (s) peuvent être multipliés
de sorte que chaque produit reste propre est 3. Donc δi = 3. En d’autres termes, le plus haut degré des
mineurs d’ordre i de T (s) est δD i = −3.
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2.2. Approche algébrique de l’analyse structurelle 50

Théorème 2.3 ([CDP91])

Soit T(s)j1,...,jih1,...,hi
∈ Ri×i une sous-matrice carrée déduite de la matrice de trans-

fert T(s) (rationnelle propre, de rang r) en ne sélectionnant que les lignes h1, ..., hi
et les colonnes j1, ..., ji. Soit δij1,...,ji

h1,...,hi
l’ordre du zéro à l’infini de son déterminant

det
(
T(s)j1,...,jih1,...,hi

)
. δ

i
j1,...,ji
h1,...,hi

peut être déterminé de la manière suivante :

δ
i
j1,...,ji
h1,...,hi

= n− β
i
j1,...,ji
h1,...,hi

(2.13)

où :
— n est la dimension du vecteur d’état du système associé à la matrice de

transfert T(s).
— β

i
j1,...,ji
h1,...,hi

est le degré de det
(
P(s)1,...,n,n+j1,...,n+ji

1,...,n,n+h1,...,n+hi

)
.

— P(s)1,...,n,n+j1,...,n+ji
1,...,n,n+h1,...,n+hi ∈ R(n+i)×(n+i) est la sous matrice déduite de la matrice

système P(s) en ne sélectionnant que les lignes 1, ..., n, n + h1, ..., n + hi et
les colonnes 1, ..., n, n + j1, ..., n + ji. Les n premières lignes et n premières
colonnes de P(s) sont conservées (constituant la matrice (sI−A)).

Reformulé, l’ordre du zéro à l’infini d’un mineur (i × i) de T(s) est égale à n (dimen-
sion du vecteur d’état du système associé à T(s)) auquel on soustrait le degré du mineur
(n+i)×(n+i) correspondant de P(s). Grâce aux deux théorèmes précédents aboutissant
aux équations (2.12) et (2.13), il est à présent possible d’exprimer le plus petit ordre des
zéros à l’infini des mineurs d’ordre i de T(s) en fonction des degrés des mineurs d’ordre
i de P(s) [CDP91] [Jar10] :

Théorème 2.4 ([CDP91])
Soit δi le plus petit ordre des zéros à l’infini des mineurs d’ordre i de T(s). Alors :

δi = n− βi (2.14)

où n est la dimension du vecteur d’état du système associé à T(s) et βi est le plus
grand degré des mineurs d’ordre i de P(s).

L’équation (2.14) utilisée dans l’expression (2.12) nous conduit à conclure que la structure
à l’infini d’un modèle direct régulier (ayant une matrice de transfert T(s) rationnelle
propre) peut être simplement déterminée à partir du calcul des degrés des mineurs de
la matrice système P(s). Ce résultat est important car la détermination graphique de
det P(s) est plus simple sur le bond graph que celle de det T(s) et a été formalisée [Rah93],
[BSDT97], [Jar10], basée sur les résultats exprimés sur les systèmes structurés réguliers
[Rei88], [CDP91], [vdW91] (voir annexe B, section B.5.1 page 275).

2.2.3.3 Détermination par approche inverse

L’approche inverse qualifie ici la détermination de la structure à l’infini (sous-entendu
du modèle inverse), sur le modèle inverse. Les modèles inverses sont des systèmes ne
respectant pas forcement une causalité physique. Définissons la matrice de transfert
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51 CH. 2. Analyse structurelle des systèmes linéaires réguliers

Tinv(s) ∈ Rp×p du système Σ−1 de modèle d’état (2.5) de la manière suivante :

Tinv(s) = Cinv(sI−Ainv)−1Binv(s) + Dinv(s) (2.15)

Remarque : les matrices Binv(s) et Dinv(s) sont polynomiales en s de dimension res-
pectives (ninv × p) et (p× p) et obtenues en passant le système d’équation (2.5) dans le
domaine de Laplace. Dans ce domaine, les opérations de dérivations effectuées sur le
vecteur y(t) sont reportées dans Binv(s) et Dinv(s).

Les modèles inverses sont ainsi représentés par des matrices de transfert qui n’ont plus
la propriété d’être nécessairement propres mais toutefois celle de posséder uniquement
des pôles à l’infini [CDD+86], [EF11] (ce résultat peut être directement déduit de la
factorisation de Smith-McMillan à l’infini (théorème 2.1) appliqué à la matrice de
transfert rationnel propre T(s) du modèle direct Σ (2.1)). Soit également la matrice
système Pinv(s) ∈ R(ninv+p)×(ninv+p) du système Σ−1 (2.5) :

Pinv(s) =
(
sI−Ainv Binv(s)
−Cinv Dinv(s)

)
(2.16)

De manière analogue à l’approche algébrique directe, El Feki définit une relation entre
les degrés des mineurs de la matrice de transfert Tinv(s) et les degrés des mineurs de
la matrice système Pinv(s) associées au modèle inverse d’ordre minimal de système Σ−1

[EF11] :

Théorème 2.5 ([EF11])

Soit Tinv(s)j1,...,jih1,...,hi
∈ Ri×i une sous-matrice carrée déduite de la matrice de transfert

Tinv(s) (rationnelle, non propre) en ne sélectionnant que les lignes h1, ..., hi et les
colonnes j1, ..., ji tel que det

(
Tinv(s)j1,...,jih1,...,hi

)
6= 0. Soit δ

inv i
j1,...,ji
h1,...,hi

le degré de ce
déterminant. δ

inv i
j1,...,ji
h1,...,hi

peut être déterminé de la manière suivante :

δ
inv i

j1,...,ji
h1,...,hi

= β
inv i

j1,...,ji
h1,...,hi

− ninv (2.17)

où :
— ninv est la dimension du vecteur d’état du système associé à la matrice de

transfert Tinv(s).
— β

inv i
j1,...,ji
h1,...,hi

est le degré de det
(
Pinv(s)1,...,ninv ,ninv+j1,...,ninv+ji

1,...,ninv ,ninv+h1,...,ninv+hi

)
.

— Pinv(s)1,...,ninv ,ninv+j1,...,ninv+ji
1,...,ninv ,ninv+h1,...,ninv+hi ∈ R(ninv+i)×(ninv+i) est la sous matrice dé-

duite de la matrice système Pinv(s) en ne sélectionnant que les lignes 1, ..., ninv,
ninv + h1, ..., ninv + hi et les colonnes 1, ..., ninv, ninv + j1, ..., ninv + ji. Les
ninv premières lignes et ninv premières colonnes de Pinv(s) sont conservées
(constituant la matrice (sI−Ainv)).

Remarque : les mineurs nuls de Tinv(s) n’ont pas d’effet sur la structure à l’infini [EF11].

En d’autres termes, le degré d’un determinant (i × i) de Tinv(s) est égal au degré du
mineur (n+ i)× (n+ i) correspondant de Pinv(s) auquel on soustrait ninv, la dimension
du vecteur d’état du système associé à Tinv(s), représentant le modèle inverse d’ordre
minimal. De manière analogue au théorème 2.4, il est possible d’extraire le plus haut
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2.2. Approche algébrique de l’analyse structurelle 52

degré des mineurs d’ordre i de Tinv(s) en fonction des degrés des mineurs d’ordre i de
Pinv(s) [EF11] :

Théorème 2.6 ([EF11])
Soit δinv i le plus haut degré des mineurs d’ordre i de Tinv(s). Alors :

δinv i = βinv i − ninv (2.18)

où ninv est la dimension du vecteur d’état du système associé à Tinv(s) et βinv i est
le plus haut degré des mineurs d’ordre i de Pinv(s).

La structure à l’infini du modèle inverse peut ainsi être déterminée à partir du théorème
2.1 et de l’équation (2.9), en notant que δinv i dans (2.18) est la déclinaison de δD i de
(2.9) à la matrice de transfert Tinv(s).

Remarque : il existe une certaine similitude entre les approches directes et inverses.
Nous verrons au chapitre 3, section 3.4.2 page 92, qu’il existe une généralisation de la
détermination de la structure à l’infini au cas des systèmes singuliers, pour laquelle les
théorèmes 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 et 2.6 sont des cas particuliers. Cette généralisation est no-
tamment utilisée par Murota & van der Woude pour la détermination graphique,
par le biais des matroïdes, de la structure à l’infini des systèmes singuliers [MvdW91].

2.2.4 Degré relatif et ordre d’essentialité

2.2.4.1 Définition du degré relatif

Le degré relatif, également désigné ordre relatif, indice caractéristique ou ordre de
zéro à l’infini par ligne et noté n′i, est associé à une sortie yi du modèle et correspond
au nombre minimal nécessaire de dérivations (par rapport au temps) de yi pour faire
apparaître une des composantes du vecteur d’entrée u dans l’expression y

(n′i)
i . Dans le

problème de conception abordé dans nos travaux, le degré relatif peut être imposé par
le cahier des charges. Sa détermination a été originellement introduite pour solutionner
des problématiques de découplage par retour d’état [CDB93].

2.2.4.2 Détermination du degré relatif par approche directe

Dans le cas des modèles réguliers LTI Σ (2.1), plusieurs méthodes algébriques ont
été proposées :

Théorème 2.7
(Degré relatif, approche directe) Le degré relatif n′i de la sortie yi peut être
déterminé de manière équivalente selon l’une des méthodes suivantes :

— n′i est égal au minimum des degrés des fonctions de transfert composant la
ligne ti(s) de la matrice de transfert [BM65] [DT00].

— n′i peut être calculé selon [BM65], [DD82], [CDD+86] :

n′i =
{

0 si di 6= 0
min
k∈N∗
{ k| ciAk−1B 6= 0} (2.19)
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53 CH. 2. Analyse structurelle des systèmes linéaires réguliers

— n′i est égal à l’ordre du zéro à l’infini du système (A,B, ci, di) (ou zéro à
l’infini par ligne), soit [BM65], [DD82], [CDT90] :

n′i =
{

min
k∈N
{ k | lim

s→+∞
skti(s) 6= 0}

}
. (2.20)

où ci est l’ième ligne de C, di est l’ième ligne de D et ti(s) = ci(sI−A)−1B+di.

2.2.4.3 Détermination du degré relatif par approche inverse

Une approche algébrique de détermination du degré relatif du modèle direct est pro-
posée par El Feki [EF11] sur le modèle inverse, à partir des pôles à l’infini du modèle
inverse d’ordre minimal Σ−1 (2.5) :

Théorème 2.8 ([EF11])
(Degré relatif, approche inverse) Pour un système linéaire, invariant dans le
temps, carré et inversible, le degré relatif n′i de la sortie yi peut être déterminé de la
manière suivante :

n′i = −

 p∑
j=1

tj −
p−1∑
j=1

t̄ij

 (2.21)

où
— p est le nombre de pôles à l’infini du système (Ainv,Binv(s),Cinv,Dinv(s)),
— tj est l’ordre du jième pôle à l’infini du système (Ainv,Binv(s),Cinv,Dinv(s)),
— t̄ij est l’ordre du jième pôle à l’infini du système

(
Ainv,Binvi(s),Cinv,Dinvi(s)

)
,

avec :

Binvi(s) =
[
binv1(s) ... binvi−1(s) binvi+1(s) ... binvp(s)

]
Dinvi(s) =

[
dinv1(s) ... dinvi−1(s) dinvi+1(s) ... dinvp(s)

] (2.22)

et ∀k ∈ {1, ..., i− 1, i+ 1, ..., p},
— binvk(s) est la kième colonne de Binvi(s).
— dinvk(s) est la kième colonne de Dinvi(s).

L’approche algébrique directe de détermination du degré relatif est relativement simple
en comparaison de l’approche algébrique inverse proposé ici par El Feki. En effet, un
certain nombre de manipulations matricielles est nécessaire pour établir l’ensemble des
sous systèmes

(
Ainv,Binvi(s),Cinv,Dinvi(s)

)
. Nous verrons dans la suite du présent

chapitre 2 qu’une transposition en bond graph de ces théorèmes de détermination du
degré relatif sera de manière analogue relativement simple sur le bond graph causal
(représentant le modèle direct) et plus fastidieuse sur le bond graph bicausal (représentant
le modèle inverse). Ce n’est pas le cas pour tous les invariants structurels, ainsi le choix
du modèle bond graph direct ou inverse pourra se faire de manière judicieuse suivant les
invariants à déterminer.
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2.2. Approche algébrique de l’analyse structurelle 54

2.2.4.4 Définition de l’ordre d’essentialité

L’ordre d’essentialité, noté nie, est associé à une sortie yi du modèle et correspond à
l’ordre maximal atteint de dérivation (par rapport au temps) de la sortie yi qui apparaît
dans le modèle inverse. La notion d’ordre d’essentialité à été introduite par Commault et
al. sur le système régulier Σ (2.1) dans le contexte du découplage par retour d’état sta-
tique [CDD+86], en utilisant la notion de ligne essentielle de matrices de Cremer (ligne
linéairement indépendante des autres) [Cre71]. Cette notion est fondamentale puisqu’elle
se traduira directement dans notre contexte de dimensionnement par modèle inverse par
un ordre de dérivabilité nécessaire et suffisant des trajectoires spécifiées en sortie pour
calculer des entrées physiquement réalisables (i.e. ne contenant pas de distributions de
Dirac, non physiquement réalisables). 16

La définition originelle des ordres d’essentialité d’une matrice rationnelle strictement
propre est la suivante :

Définition 2.2 ([CD86])
(Ordres d’essentialité d’une matrice rationnelle strictement propre) Soit

T(s) ∈ Rp×m(s) une matrice rationnelle strictement propre de rang plein par les
lignes, et p ≤ m. Considérons une factorisation de T(s) de la forme :

T(s) =
[
R(s) 0

]
B(s) (2.23)

où R(s) ∈ Rp×p(s) est de rang plein et B(s) ∈ Rm×m(s) est une matrice bipropre.

Les ordres d’essentialité de T(s), notés nie, sont définis de manière unique comme
étant les ordres des pôles à l’infini par colonne de R−1(s).

Notons que dans le cas d’une matrice rationnelle strictement propre, carrée, de rang plein,
la détermination des pôles à l’infini peut être directement réalisée sur T−1(s) (puisque la
matrice identité est une matrice bipropre). D’autre part, des procédures de détermina-
tion de ces invariants sont possibles à partir de la matrice originelle T(s), comme proposé
ci-après (théorème 2.9).

Remarque 1: la définition 2.2 est la formulation originelle i.e. pour le cas des sys-
tèmes réguliers dont la matrice de transfert est strictement propre, avec D = 0. Comme
développé ultérieurement (chapitre 3, section 3.5, proposition 3.1), cette définition est
également valable pour les systèmes dont la matrice de transfert est propre, avec D 6= 0.

Remarque 2: la définition liée à l’équation (2.20) justifie le fait que dans le cas SISO,
le degré relatif et l’ordre d’essentialité soient égaux.

2.2.4.5 Détermination de l’ordre d’essentialité par approche directe

L’approche algébrique de Commault et al. se traduit sur le système direct Σ (2.1)
de la manière suivante :

16. Si les distributions de Dirac ou les impulsions sur les variables d’état seront toutefois utilisées lors
de l’idéalisation de certains phénomènes, comme la commutation électrique ou le choc mécanique, elles
seront dès lors introduites au niveau du phénomène à idéaliser. Elles ne seront en aucun cas issues d’un
manque de propriété de dérivation des trajectoires de sortie.
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Théorème 2.9 ([CDD+86])
(Ordre d’essentialité, approche directe) Pour un système linéaire (A,B,C)
inversible à droite avec p sorties, l’ordre d’essentialité nie de la sortie yi peut être
déterminé de la manière suivante :

nie =
p∑
j=1

nj −
p−1∑
j=1

n̄ij (2.24)

où
— nj est l’ordre du jième zéro à l’infini du système (A,B,C),
— n̄ij est l’ordre du jième zéro à l’infini du sous-système

(
A,B,Ci

)
, avec :

Ci =
[
cT1 ... cTi−1 cTi+1 ... cTp

]T
(2.25)

et ∀k ∈ {1, ..., i− 1, i+ 1, ..., p}, ck est la kième ligne de Ci

Remarque : associée à la remarque faite sur la définition 2.2 et également soulignée
par Jardin dans sa thèse [Jar10], le théorème 2.9 reste valable pour un système où
D 6= 0. Autrement dit pour le système Σ (2.1), les ordres des zéros à l’infini nj sont
calculés sur le système (A,B,C,D) et les ordres des zéros à l’infini n̄ij sur le sous-
système

(
A,B,Ci,Di

)
où Di est obtenue en supprimant la iième ligne de D (voir détail

au chapitre 3, section 3.5, proposition 3.2 page 102).

2.2.4.6 Détermination de l’ordre d’essentialité par approche inverse

La définition des ordres d’essentialité étant originellement formulée à partir d’une
approche inverse (définition 2.2) i.e. sur R−1(s) dans le cas non carré et directement
sur T−1(s) dans le cas carré, la procédure algébrique de détermination des ordres d’es-
sentialité est immédiate sur la matrice de transfert du modèle inverse, en particulier sur
Tinv(s) (2.15). Dans le présent cas du système régulier Σ (2.1), possédant une matrice de
transfert T(s) propre, les matrices de transfert inverses associées n’ont que des pôles à
l’infini [CDD+86] et donc, que des pôles à l’infini par colonne [CD86]. Les ordres d’essen-
tialité de T(s), pôles à l’infini par colonne de Tinv(s), sont ainsi les degrés les plus élevés
des transmittances de Tinv(s) par colonne. Ceci se traduit ainsi de la manière suivante :

Théorème 2.10 ([CDD+86] [CD86] [EF11])
(Ordre d’essentialité, approche inverse) Pour un système linéaire carré (A,B,C),
invariant dans le temps et inversible, l’ordre d’essentialité nie de la sortie yi peut être
déterminé de la manière suivante :

nie = max
j∈{1,...,p}

{
deg(tinvji(s))

}
(2.26)

où
— p est la dimension du vecteur de sortie du système,
— tinvji(s), j ∈ {1, ..., p} représente la jième transmittance de la iième colonne

de Tinv(s).
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2.2. Approche algébrique de l’analyse structurelle 56

Remarque : suivant les remarques relatives à la définition 2.2 et au théorème 2.9, le
théorème 2.10 est également valable pour une représentation d’état (2.1) avec D 6= 0.

2.2.5 Exemple

Prenons la matrice de transfert rationnelle propre T(s) suivante, entre les entrées
U1, U2 et les sorties Y1, Y2 :

T(s) =


1
s3

1
s5

1
s2

1
s3 + 1

s4

 (2.27)

Les degrés relatifs respectifs des sorties Y1 et Y2 sont ainsi (théorème 2.7) :

— n′1 = 3
— n′2 = 2

En explicitant le système avec ses entrées/sorties de la manière suivante,

Y1

Y2

 =


1
s3 U1 + 1

s5 U2

1
s2 U1 +

( 1
s3 + 1

s4

)
U2

 (2.28)

nous pouvons effectivement conclure qu’il faut dériver au minimum 3 fois la sortie Y1 pour
faire apparaître une composante de l’entrée (en l’occurrence U1) et dériver au minimum
2 fois la sortie Y2 pour faire apparaître une composante de l’entrée (en l’occurrence U1
également ici). D’autre part, nous avons :

T−1(s) =

(s+ 1)s2 −s

−s4 s3

 (2.29)

Les ordres des pôles à l’infini par colonne de T−1(s) sont respectivement 4 pour la pre-
mière colonne et 3 pour la seconde. Utilisant la définition 2.2 (ou de manière analogue
le théorème 2.10), nous pouvons en déduire les ordres d’essentialité respectifs des sorties
Y1 et Y2 :

— n1e = 4
— n2e = 3

Utilisant T−1(s) pour formuler le modèle inverse de la manière suivante,U1

U2

 =

(s+ 1)s2 Y1 − s Y2

−s4 Y1 + s3 Y2

 (2.30)

nous remarquons que la sortie Y1 est dérivée 4 fois au maximum (en l’occurrence dans
l’expression de la composante U2) et que la sortie Y2 est dérivée au maximum 3 fois
(également dans l’expression de U2). Rappelons que nous n’avons pas nécessairement
besoin de savoir si le modèle inverse est ici d’ordre minimal, puisque les propriétés en-
trées/sorties entre inverse d’ordre minimal et inverse d’ordre plein sont identiques.
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57 CH. 2. Analyse structurelle des systèmes linéaires réguliers

Comme exposé à travers le théorème 2.9, la précédente détermination des ordres d’essen-
tialité peut être réalisée sans calcul préalable de la matrice de transfert inverse T−1(s).
Cette détermination requiert en revanche celle préalable de la structure à l’infini de T(s)
(i.e. associée au modèle direct). Celle-ci peut par exemple être réalisée par la factorisa-
tion de Smith-McMillan à l’infini (théorème 2.1), rappelant que dans le présent cas,
T(s) est rationnelle propre :

T(s) = B1(s) ∆p(s) B2(s)

=

1
s
−1

1 0


 1
s2 0

0 1
s4


1 1

s
+ 1
s2

0 1

 (2.31)

Cette forme implique que la matrice de transfert T(s) (2.27) possède deux zéros à l’in-
fini, d’ordre respectifs n1 = 2 et n2 = 4 17. Une autre manière de retrouver ce résultat,
sans passer par la forme de Smith-McMillan à l’infini, est de considérer les degrés des
mineurs de T(s) (voir théorème 2.2 ou également l’équation (2.9)) :

— Dans (2.27), le plus haut degré des mineurs d’ordre 1 de T(s) est δD 1 = −2.
Nous avons ainsi n1 = −δD 1 = 2. De manière analogue, utilisant les notions du
théorème 2.2, le plus petit ordre des zéros à l’infini des mineurs d’ordre 1 de T(s)
est δ1 = 2, soit donc n1 = δ1 = 2.

— Le plus haut degré des mineurs d’ordre 2 de T(s) est donné par le degré du (seul)
mineur d’ordre 2 i.e. det T(s) = 1

s6 , soit donc δD 2 = −6 ou encore δ2 = 6 (i.e. le
plus petit ordre des zéros à l’infini des mineurs d’ordre 2 de T(s) est 6). Nous
avons ainsi (théorème 2.2) : n2 = δ2 −

∑2−1
j=1 nj = δ2 − n1 = 6− 2 = 4.

(Notons en outre que dans le cadre d’application du théorème 2.9 ci-après, pour
le présent cas où p = 2, nous avons

∑p
j=1 nj = 6).

Appliquons la détermination des ordres d’essentialité suivant le théorème 2.9. Dans le
présent cas de matrice de transfert de dimension 2, la structure à l’infini des sous-systèmes(
A,B,Ci

)
se simplifie à des structures à l’infini par ligne :

— Détermination de n1e : la sous-matrice T1(s), obtenue en supprimant la ligne 1
de T(s), est la matrice ligne suivante,

T1(s) =
[

1
s2

1
s3 + 1

s4

]
(2.32)

dont la structure à l’infini par ligne est un zéro à l’infini par ligne d’ordre n̄11 = 2.
Nous avons ainsi n1e =

∑2
j=1 nj −

∑2−1
j=1 n̄1j = 6− 2 = 4.

— Détermination de n2e : la sous-matrice T2(s), obtenue en supprimant la ligne 2
de T(s), est la matrice ligne suivante,

T2(s) =
[

1
s3

1
s5

]
(2.33)

17. Nous rappelons qu’il est usuel de noter ni les ordres des zéros à l’infini dans le cas rationnel propre
(impliquant que T(s) n’a que des zéros à l’infini) plutôt que ti, utilisé dans le cas plus général où T(s)
n’est pas nécessairement propre.
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2.3. Analyse structurelle sur le modèle bond graph 58

dont la structure à l’infini par ligne est un zéro à l’infini par ligne d’ordre n̄21 = 3.
Nous avons ainsi n2e =

∑2
j=1 nj −

∑2−1
j=1 n̄2j = 6− 3 = 3.

Nous retrouvons ainsi les mêmes résultats que ceux issus de la définition 2.2 sur T−1(s)
(2.29).

2.3 Analyse structurelle sur le modèle bond graph

2.3.1 Introduction

L’analyse structurelle de modèle a été présentée au chapitre 1 et son périmètre défini.
Elle peut en partie se décliner en un certain nombre d’invariants structurels (nombre et
ordre des zéros/pôles à l’infini, degré relatif, ordre d’essentialité), dont les définitions sur
les systèmes réguliers ont été introduites en section 2.2. La formalisation de ces invariants
a par ailleurs été partiellement réalisée graphiquement par un certain nombre d’auteurs
cités en section 2.2, sur une représentation graphique du système d’état (digraphe) [Rei88]
et par une approche structurée (digraphe structuré) [Lin74], [Rei88], [CDP91], [vdW91],
[DC93], [CD10]. Portée sur le bond graph et étendue notamment grâce aux contributions
de Suda et al. [SH86], Sueur et al. [SDT89], Rahmani [Rah93], Fotsu-Ngwompo
[FN97], Bertrand et al. [BSDT97], Jardin [Jar10] et El Feki [EF11], l’analyse struc-
turelle se base sur le référentiel que constituent les approches modèle d’état et digraphe
structuré. Il est important de remarquer que la plupart des notions proposées en section
2.2 (critère d’inversibilité, invariants structurels) fait intervenir le calcul de déterminant
matriciel. La présente section 2.3 s’appuie sur les travaux déterminants de Reinschke
[Rei88] sur le calcul de rang et de déterminant de matrice en digraphe appliqué aux
systèmes réguliers, se basant eux-mêmes sur ceux de Cauchy [Cau12] et de Mason
[Mas53, Mas56]. Ces travaux ont notamment été portés en bond graph sur la matrice
de transfert T(s) et la matrice système P(s) par Rahmani [Rah93] en utilisant les cor-
respondances existantes entre digraphe et bond graph. Ils ont ensuite été discutés par
Fotsu-Ngwompo [FN97] puis simplifiés par Jardin [Jar10] pour le cas de det(P(s)).

2.3.2 Inversibilité et inverse d’ordre minimal

Nous avons introduit en section 2.2 deux types de critère d’inversibilité, direct et
indirect. Ils traduisent respectivement que l’étude d’inversibilité associée à chacune des
deux procédures considère le modèle direct dans le premier cas, ou est menée pendant
la construction du modèle inverse dans le second 18. Nous présentons dans cette section
deux procédures bond graph distinctes de tests illustrant respectivement les critères d’in-
versibilité directs et indirects. Ces procédures bond graph ont été établies respectivement
par Rahmani [Rah93] et Fotsu-Ngwompo [FN97] 19.

2.3.2.1 Critères directs d’inversibilité

Ces critères d’inversibilité ont été établis dans le contexte de l’étude de la commande
de système par découplage, qui ne requiert ainsi pas forcément la construction du mo-
dèle inverse. Ils sont issus d’une part des résultats démontrés sur les digraphes structurés
[CDP91], et d’autre part de la correspondance entre chemins orientés disjoints en di-
graphe et chemins causaux différents en bond graph (définition B.9 page 264). Rahmani

18. Nous avons souligné le fait que les procédures indirectes algébriques de test d’inversibilité étaient
également valables dans les cas de systèmes non-linéaires.

19. Dans sa thèse, Jardin a mis en perspective les différents critères constitutifs de ces deux procédures
suivant les niveaux d’analyse BG-structurel et comportemental [Jar10], voir chapitre 1, section 1.4.4.3
page 34.
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59 CH. 2. Analyse structurelle des systèmes linéaires réguliers

propose dans un premier temps une méthode de détermination du déterminant de la
matrice système det(P(s)) du système linéaire carré Σ (2.1) 20, dont la représentation
bond graph possède au moins un choix possible de p chemins causaux entrées/sorties
différents (p étant le nombre d’entrées et de sorties). Utilisant les critères d’inversibilité
algébriques basés sur la matrice système 21, le test suivant est établi :

Test d’inversibilité 2.1 ([Rah93])
Soit un système linéaire carré à p entrées et p sorties représenté par son modèle
bond graph causal ne possédant pas d’élément de stockage en causalité dérivée et
ayant le cas échéant des boucles algébriques toujours résolubles :

1. Si le modèle bond graph ne contient pas p chemins causaux entrées/sorties
différents, alors le système est non inversible.

2. Si le modèle bond graph contient un seul choix possible (un seul ensemble) de
p chemins causaux entrées/sorties différents, alors le système est inversible.

3. Si le modèle bond graph contient plusieurs choix possibles (plusieurs en-
sembles) de p chemins causaux entrées/sorties différents, alors il faut calculer
le determinant de la matrice système det(P(s)) pour conclure sur l’inversi-
bilité.

Nous pouvons noter que la notion de chemins causaux entrées/sorties différents, direc-
tement issue de la correspondance digraphe/bond graph, permet de mettre en évidence
les indépendances structurelles de couplage des paires entrées/sorties par les éléments de
stockage d’énergie I ou C. Si l’ensemble de p chemins causaux n’existe pas, nous avons
directement det(P(s)) = 0 d’après la détermination bond graph proposée par Rahmani.
En revanche, l’existence d’un unique ensemble de chemins causaux différents assure le fait
que le determinant de la matrice système n’est pas nul, puisque qu’il n’est alors pas pos-
sible d’avoir plusieurs chemins causaux différents, pour un même couple entrées/sorties,
dont la somme des gains puisse s’annuler. Ce dernier point nous permet également de
comprendre que dès lors que plusieurs ensembles de p chemins causaux entrées/sorties
différents existent, il n’est alors possible de conclure dans le présent cas qu’en vérifiant
que det(P(s)) 6= 0 utilisant la détermination bond graph de Rahmani.

2.3.2.2 Critères « semi-directs » d’inversibilité

Ces critères d’inversibilité ont été établis dans le contexte du dimensionnement par
modèle inverse, basée sur le bond graph et le concept de bicausalité [Gaw95]. Cette
considération est importante puisqu’elle a conduit à considérer des chemins causaux en-
trées/sorties disjoints (définition B.8 page 264) plutôt que différents (définition B.9 page
264). Cette restriction par rapport à l’approche de Rahmani (section 2.3.2.1) se justifie
simplement par la propagation de la bicausalité en bond graph, qui n’est envisageable
que suivant des chemins causaux disjoints 22 pour ne pas aboutir à des conflits de cau-
salité. La qualification semi-directe de ces critères est liée au fait que les premiers sont
établis sur le bond graph causal (lié au modèle direct), mais que la fin du test, comme
nous allons le voir, se base sur des critères établis sur le modèle bond graph bicausal (lié
au modèle inverse) :

20. Jardin propose dans sa thèse [Jar10] une méthode plus simple de détermination de det(P(s))
sans utiliser le bond graph réduit comme dans la procédure de Rahmani [Rah93].

21. Nous rappelons que le système Σ est inversible si et seulement si la matrice système P(s) (2.4) est
inversible i.e. det(P(s)) 6= 0.

22. Ces chemins se distinguent de ceux différents par le fait qu’ils ne peuvent pas impliquer les mêmes
variables.
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Test d’inversibilité 2.2 ([FN97] [NBS05] [JEFMF+08])
Soit un système linéaire carré à p entrées et p sorties représenté par son modèle
bond graph acausal ne possédant pas d’éléments de stockage en causalité dérivée et
ayant le cas échéant des boucles algébriques toujours résolubles :

1. Si le modèle bond graph ne contient pas d’ensemble de p lignes de puissance
entrées/sorties disjointes, alors le système est non inversible.

2. Si le modèle bond graph ne contient pas d’ensemble de p chemins causaux
entrées/sorties disjoints, alors le système est non inversible.

3. Si le modèle contient plusieurs ensembles de p chemins causaux entrées/sorties
disjoints, alors il faut :
— choisir un ensemble de p lignes de puissance entrées/sorties disjointes ;
— construire le modèle bond graph bicausal correspondant en propageant

la bicausalité le long des p lignes de puissance entrées/sorties disjointes
choisies à l’étape précédente.

Si cette construction conduit à une structure de jonction résoluble, le modèle
est inversible. Au contraire, si quel que soit l’ensemble de p lignes de puis-
sance entrées/sorties disjointes et quelles que soient les affectations causales
retenues pour le modèle bond graph bicausal, une structure de jonction non
résoluble apparaît, le système est non inversible.

La résolubilité de la structure de jonction énoncée comprend la vérification des contraintes
globales de causalité (cycles et co-cycles [Bid94]) et celle de l’ordre des variables de base
(basis order for junction structures [RM80]), auxquelles les procédures établies par Ro-
senberg & Andry [RA79] et Van Dijk [vD94] répondent. Soulignons que la procédure
de Fotsu-Ngwompo n’est pas moins générique que celle de Rahmani par la restric-
tion à la scrutation des chemins disjoints, puisque ce premier a prouvé que s’il existe
un unique ensemble de p chemin causaux entrées/sorties différents, ces p chemins cau-
saux entrées/sorties sont nécessairement disjoints [FN97]. Cette propriété est importante
pour confronter les deux approches et est relativement simple à appréhender puisque si
l’ensemble n’est pas disjoint, les chemins causaux différents partagent des variables en
commun et il existe ainsi plusieurs ensembles entrées/sorties possibles.

2.3.2.3 Comparaison par niveau d’analyse

Il est important de mentionner que la procédure d’inversion de Fotsu-Ngwompo est
généralisable aux modèles présentant des éléments de stockage d’énergie dépendants (sta-
tiquement et dynamiquement, donc notamment des causalités dérivées sur les éléments
de stockage d’énergie), puisqu’elle se base uniquement sur la considération graphique
de propriété des chemins causaux (ils doivent être disjoints). En revanche, ce n’est pas
forcément le cas pour la procédure de Rahmani, puisque certains travaux ont montré
que la procédure originelle basée sur les digraphes structurés, base de la procédure bond
graph de détermination de det(P(s)), est différente pour les systèmes singuliers [Rei94],
[Mou00], [Jar10] 23. En termes d’application, la procédure de Fotsu-Ngwompo est no-
tamment utilisée dans les travaux de Mosiek [Mos99] en analyse structurelle appliquée
à la surveillance de systèmes physiques modélisés en bond graph et son implémentation
logicielle. Une comparaison a été proposée par Jardin pour replacer les deux procédures
de test précédentes vis-à-vis de niveaux d’analyse [Jar10] :

23. Cette considération est l’une des principales motivations des travaux proposés au chapitre 4.
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`````````````̀Niveau d′analyse
Test Test d’inversibilité de

Rahmani
Test d’inversibilité de

Fotsu-Ngwompo
1 - Étude des ensembles
de lignes de puissance

entrées/sorties
disjointes

BG - Structurel

1(a) - Recherche d’un
ensemble de chemins

causaux entrées/sorties
différents

1(b) - Étude des
ensembles de chemins
causaux entrées/sorties

différents

2 - Étude des ensembles
de chemins causaux

entrées/sorties disjoints

Comportemental

2 - Calcul du
déterminant de la
matrice système

det(P(s)), déterminé à
partir du bond graph

3 - Étude de la
résolubilité de la

structure de jonction
du bond graph bicausal

Table 2.1 – Comparaison des procédures d’inversion de Rahmani et Fotsu-Ngwompo
par niveau d’analyse [Rah93], [FN97], [Jar10]

2.3.2.4 Modèle inverse d’ordre minimal

Issue des travaux de Silverman [Sil68, Sil69], la notion de modèle inverse d’ordre
minimal comprend ainsi la dimension minimale irréductible de son espace d’état, notée
ninv, mais également le nombre minimal total de différentiations par rapport au temps à
effectuer sur ses sorties yi pour pouvoir inverser le système. Une procédure bond graph a
été formalisée par Fotsu-Ngwompo pour l’obtention de ce type de modèle, directement
sans passer par le modèle d’ordre plein [FN97] :

Procédure d’obtention d’un modèle bond graph inverse d’ordre minimal
à partir du bond graph direct [FN97] Soit un bond graph causal représentant un
modèle direct inversible, ne possédant pas d’élément de stockage en causalité dérivée et
ayant le cas échéant des boucles algébriques toujours résolubles. Un bond graph bicausal
représentant un modèle inverse d’ordre minimal peut être obtenu de la manière suivante :

1. Choisir un ensemble S0 de p chemins causaux entrées/sorties disjoints d’ordre 24

minimal noté ωmin.
2. Déterminer un ensemble S`p0 de p lignes de puissance entrées/sorties disjointes

associé à l’ensemble S0.
3. Construire le bond graph bicausal correspondant en propageant la bicausalité le

long des lignes de puissance appartenant à l’ensemble S`p0.

Remarque : dans la précédente procédure, les hypothèses entraînent que les notions
d’ordre (définition B.15 page 265) et de longueur (définition B.14 page 265) de chemins
causaux sont confondues.

24. Voir définition B.15 page 265.
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2.3. Analyse structurelle sur le modèle bond graph 62

Dans le cas d’un modèle bond graph causal ne possédant pas d’élément de stockage
en causalité dérivée et ayant le cas échéant des boucles algébriques toujours résolubles,
nous aurons les implications suivantes :

— L’ordre minimal ωmin de l’ensemble de chemins causaux entrées/sorties disjoints
correspond au nombre total minimum de dérivations des sorties yi nécessaires
pour inverser le système. Dans le cas d’un bond graph représentant un modèle
SISO, cet ordre serait directement le degré relatif de la sortie y.

— La dimension de l’espace d’état du modèle inverse sera ninv = n − ωmin (où n
est la dimension de l’espace d’état du modèle direct associé au bond graph causal).

Remarque : si plusieurs ensembles de p chemins causaux entrées/sorties disjoints d’ordre
minimal existent, nous privilégierons ceux qui entraînent un ordre de différentiation ho-
mogène sur les sorties yi, pour circonscrire autant que possible les problématiques de
différentiations numériques dans le modèle de simulation.

Nous avons présenté les deux premières phases de la construction d’un modèle inverse
i.e. le test bond graph d’inversibilité et la construction du bond graph bicausal représen-
tant le modèle inverse d’ordre minimal. Nous avons également rappelé les origines des
critères constitutifs et les hypothèses sur lesquelles ils sont établis. En continuant de trai-
ter à ce stade la même classe de modèle (i.e. systèmes réguliers, se déclinant ici par des
bond graph ne possédant pas d’élément de stockage en causalité dérivée et ayant le cas
échéant des boucles algébriques toujours résolubles), nous poursuivons cette présentation
sur la détermination bond graph des invariants structurels que sont la structure à l’infini,
le degré relatif et l’ordre d’essentialité.

2.3.3 Structure à l’infini

2.3.3.1 Introduction et résultats préliminaires

La section 2.2 a présenté la détermination de la structure a l’infini par approche al-
gébrique (théorèmes 2.2, 2.3, 2.4). Elle se caractérise dans le cas de systèmes conduisant
à des matrices de transfert propres, de rang r, par un nombre de zéros à l’infini égal à r
dont les ordres peuvent être calculés grâce au degré des mineurs d’ordre i de la matrice
de transfert T(s) (théorème 2.2) ou de la matrice système P(s) (théorèmes 2.3 et 2.4).
Concernant l’approche graphique, nous avons évoqué la possibilité de calculer le determi-
nant det(P(s)) à partir du bond graph dans le cas linéaire [Rah93] [Jar10], basé sur des
résultats en digraphe structuré [Rei88], [CDP91]. Ces travaux sont présentés en détail
en annexe B, section B.5.1 page 275 et permettent les formalisations de la section 2.3.3.2.

Dans la présente section, l’analyse structurelle est également envisagée sur le modèle
inverse, en étendant au bond graph bicausal les résultats de l’approche algébrique (théo-
rèmes 2.5 et 2.6). Nous présentons la détermination des invariants structurels (nombre
et ordres des pôles à l’infini) à partir du bond graph bicausal, en fonction des niveaux
d’analyse discutés précédemment (i.e. BG- Structurel et comportemental). 25 Cette dé-
termination graphique se base sur celle préalable du déterminant de la matrice système

25. Notons que d’autres analyses structurelles peuvent être menées sur le modèle inverse comme la
dynamique des zéros du système. Cette analyse peut être utilisée pour déterminer le degré des oscillations
de commandes dans les problèmes de suivi de trajectoire, ainsi que la stabilité interne du système lors
du découplage entrées/sorties. Fotsu-Ngwompo a ainsi proposé une interprétation de la dynamique des
zéros, qui correspond aux dynamiques du modèle inverse dans le cas linéaire, à partir du modèle bond
graph bicausal [FN97], généralisant ainsi les approches existantes basées sur le bond graph causal dans
les travaux de Wu & Youcef-Toumi [WYT95].
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63 CH. 2. Analyse structurelle des systèmes linéaires réguliers

du modèle inverse Pinv(s) en bond graph, détaillée en annexe B, section B.5.2 page 279
et permet les formalisations de la section 2.3.3.3.

La présente section 2.3.3, ainsi que la suivante (section 2.3.4), ne présentent l’analyse
structurelle qu’au niveau BG-Structurel suivant la classification de Jardin (chapitre 1,
section 1.4.4 page 32). La déclinaison des résultats de ces sections au niveau comporte-
mental est proposée en annexe E.

Remarque : comme nous l’avons précédemment utilisé, nous qualifierons par abus de
langage le « bond graph causal » comme le modèle bond graph lié au modèle direct et
le modèle « bond graph bicausal » comme celui lié au modèle inverse dans la mesure où
il n’y a pas d’ambiguité sur ce point, en raison des hypothèses faites sur le bond graph
associé au modèle direct au chapitre 2. 26

2.3.3.2 Détermination par le bond graph causal

La détermination de la structure à l’infini d’un modèle direct à partir de sa repré-
sentation bond graph causale se base sur les travaux de Bertrand et al. [BSDT97,
BSDT01]. Jardin a repris les théorèmes de ces travaux pour les décliner suivants diffé-
rents niveaux d’analyse (BG-Structurel et comportemental 27) [Jar10]. Nous ne reprenons
ici que le plus amont de ces niveaux (i.e. BG-Structurel). Notons que la démonstration
des théorèmes 2.11 et 2.12 suivants utilise le théorème 2.2 page 49 et le lemme B.3
page 278. Ces théorèmes font intervenir les notions d’ensemble de chemin causaux (cas
particulier de la définition B.23 page 266, explicité page 266) et de longueur associée
(définition B.25 page 266), détaillées en annexe B, section B.1.3 page 265.

Théorème 2.11 ([BSDT97], [Jar10])
(Nombre de zéros à l’infini, approche bond graph causal, niveau d’analyse
BG-Structurel) Sur le modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale,
le nombre rBG−s de zéros BG-Structurels à l’infini du modèle est égal au nombre
maximal de chemins qu’un ensemble de chemins causaux entrées/sorties disjoints
puisse contenir.

Théorème 2.12 ([BSDT97], [Jar10])
(Ordre des zéros à l’infini, approche bond graph causal, niveau d’analyse
BG-Structurel) Sur le modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale,
les ordres des zéros BG-Structurels à l’infini du modèle peuvent être calculés de la
manière suivante : {

nBG−s,1 = L1s
nBG−s,i = Lis − Li−1s

(2.34)

où :
— Lis représente la longueur minimale qu’un ensemble d’exactement i chemins

causaux entrées/sorties différents puisse contenir.

26. Cette précision est importante puisque ces associations (direct/causal et inverse/bicausal) ne seront
plus nécessairement vraies au chapitre 4.

27. Nous rappelons que le niveau d’analyse comportemental est également celui auquel aboutit l’ap-
proche algébrique.
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2.3. Analyse structurelle sur le modèle bond graph 64

Remarque : la formulation originelle de Commault & Dion (théorème 2.2), qui com-
porte des soustractions de sommations d’ordres de zéros à l’infini, peut se simplifier au
niveau bond graph par la simple différence entre longueurs Lis et Li−1s pour le iième zéro
BG-structurel à l’infini nBG−s,i [Jar10].

Nous remarquons que la scrutation des chemins causaux est distincte entre le théorème
2.11 et le théorème 2.12. La restriction aux chemins disjoints dans le théorème 2.11 se
justifie par le fait que le nombre de zéros BG-Structurels à l’infini est égal au rang r de la
matrice de transfert T(s), soit donc à un ensemble de r chemins causaux entrées/sorties
disjoints (comme vu sur le test d’inversibilité 2.2 page 60). En revanche, la détermination
des ordres des zéros BG-Structurels à l’infini (théorème 2.12) doit se faire par scrutation
des chemins causaux différents, comme défini par Bertrand. 28 La déclinaison du théo-
rème 2.12 au niveau comportemental est proposé en annexe E, théorème E.2 page 321.

La structure à l’infini du modèle direct est ainsi complètement définie sur le bond
graph causal, représentant un modèle linéaire, invariant dans le temps et ayant une
matrice de transfert associée rationnelle propre. A ce stade, cette détermination de la
structure à l’infini a été formulée avec les hypothèses originelles pour les modèles bond
graph, i.e. ne possédant pas de stockage d’énergie en causalité dérivée et ayant le cas
échéant des boucles algébriques toujours résolubles. Ces hypothèses sont maintenant
rediscutées sur le bond graph bicausal représentant le modèle inverse, puis dans les
développements des chapitres 3, 4 et 5.

2.3.3.3 Détermination par le bond graph bicausal

Rappelons que dans le cas direct, au niveau BG-Structurel, le nombre de zéros à
l’infini rBG−s (théorème 2.11) peut être différent de r, égal au rang de T(s), puisque les
gains des chemins causaux ne sont pas considérés à ce niveau d’analyse. Sur le bond graph
bicausal représentant le modèle inverse, nous avons nécessairement p pôles à l’infini au
niveau comportemental, et n’ayant ici que p entrées et p sorties, nous avons forcément que
le nombre de pôles à l’infini du modèle inverse rinv BG−s sera égal à p au niveau d’analyse
BG-structurel également. Les ordres des pôles à l’infini peuvent être déterminés sur le
bond graph bicausal représentant le modèle inverse de la manière suivante :

Théorème 2.13 ([EF11])
(Ordre des pôles à l’infini, approche bond graph bicausal - niveau d’ana-
lyse BG-Structurel) Sur le modèle bond graph bicausal, représentant un modèle
inverse d’ordre minimal, linéaire, invariant dans le temps, carré à p entrées et p sor-
ties, le nombre de pôles à l’infini de ce modèle est égal à p et leur ordre, tinv BG−s,i,
peut être calculé de la manière suivante :{

tinv BG−s,1 = ω1s
tinv BG−s,i = ωis − ωi−1s

(2.35)

où :
— ωis représente l’ordre minimal qu’un ensemble d’exactement i chemins cau-

saux entrées/sorties différents puisse avoir.

28. Notons en effet que le théorème 2.12 peut se démontrer à partir du théorème B.2 page 275. Dans sa
thèse Jardin a ainsi levé les différentes ambiguïtés résidant jusqu’alors dans le type de chemin à étudier
en reprenant les hypothèses sur lesquelles se basent les théorèmes 2.11 et 2.12 [Jar10].
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65 CH. 2. Analyse structurelle des systèmes linéaires réguliers

Au niveau BG-Structurel, la structure à l’infini est ainsi complètement définie sur un
bond graph bicausal, représentant un système inverse LTI pouvant se mettre sous la
forme généralisée (2.5) et ayant une matrice de transfert associée (2.15) rationnelle non
propre ne possédant que des pôles à l’infini. La déclinaison au niveau d’analyse compor-
temental est faite en annexe E, théorème E.3 page 321.

Les déterminations des invariants structurels que sont le degré relatif et l’ordre d’es-
sentialité sont à présent présentés. Rappelons que ces invariants structurels pourront
être directement manipulés par le cahier des charges, que ce soit pour sa rédaction ou
pour son exploitation en termes de spécifications pour le dimensionnement ou pour la
commande.

2.3.4 Degré relatif et ordre d’essentialité

2.3.4.1 Détermination du degré relatif par le bond graph causal

Nous avons introduit au niveau algébrique (théorème 2.7, équation (2.20)) que le de-
gré relatif représente le zéro à l’infini par ligne de l’iième ligne de la fonction de transfert
T(s), en d’autres termes, la transmittance tij(s) associée à yi comportant le minimum
d’intégration par rapport aux entrées uj . Transposé sur le bond graph direct, le degré
relatif d’une sortie est donné de manière générique par l’ordre minimal parmi les chemins
causaux entre les variables d’entrée uj et cette sortie yi [WYT95] [FN97] :

Théorème 2.14 ([WYT95], [FN97], [Jar10])
(Degré relatif, approche bond graph causal, niveau d’analyse BG-
structurel) Sur un modèle bond graph en causalité préférentielle intégrale, le degré
relatif BG-structurel n′BG−s,i de la sortie yi est égal à ωBG−s,imin , l’ordre minimal
qu’un chemin causal puisse avoir entre la sortie yi et n’importe quelle entrée.

Remarque : Wu & Youcef-Toumi [WYT95] ont démontré que cette procédure pos-
sède une exception, lorsque plusieurs chemins causaux de même ordre minimal ωBG−s,imin
entre la sortie yi et une entrée uj possède une somme de gain statique nulle. Dans ce
cas, le degré relatif issue de l’approche algébrique (théorème 2.7) est plus grand que
ωBG−s,imin . Cela été souligné dans la thèse de Fotsu-Ngwompo [FN97] et ainsi ré-
exprimé dans la thèse de Jardin [Jar10] par le biais des niveaux d’analyse (aboutissant
aux déclinaisons du théorème 2.14 et du théorème E.4 page 323, respectivement pour les
niveaux d’analyse BG-structurel et comportemental).

2.3.4.2 Détermination du degré relatif par le bond graph bicausal

Le degré relatif n′i, associé à une sortie yi du modèle direct, est également détermi-
nable sur le modèle inverse Σ−1 (2.5) par l’approche algébrique (théorème 2.8). Basée
sur la structure à l’infini du modèle inverse (théorèmes 2.5 et 2.6) pour laquelle la pro-
cédure de détermination sur le modèle bond graph bicausal a été précédemment précisée
(théorèmes 2.13 et E.3 page 321 suivant le niveau d’analyse), le degré relatif peut se
déterminer de la manière suivante :
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2.3. Analyse structurelle sur le modèle bond graph 66

Théorème 2.15 ([EF11])
(Degré relatif, approche bond graph bicausal, niveau d’analyse BG-
structurel) Sur un modèle bond graph bicausal, représentant un modèle inverse
d’ordre minimal, linéaire, invariant dans le temps, carré à p entrées et p sorties, le
degré relatif BG-structurel n′BG−s,i de la sortie yi peut être calculé de la manière
suivante :

n′BG−s,i = −
(
ωps − ω

(i)
p−1s

)
(2.36)

où :
— ωps représente l’ordre minimal qu’un ensemble de p chemins causaux en-

trées/sorties différents puisse avoir.
— ω

(i)
p−1s représente l’ordre minimal qu’un ensemble de p − 1 chemins causaux

entrées/sorties différents puisse avoir sur le modèle bond graph bicausal ini-
tial sans considérer son iième double source (remplaçant le détecteur associé
à la sortie yi sur le bond graph associé au modèle direct).

Les considérations sur la déclinaison du théorème 2.15 au niveau d’analyse comporte-
mental sont exposées en annexe E, section E.2.3.2 page 324.

2.3.4.3 Détermination de l’ordre d’essentialité par le bond graph causal

L’ordre d’essentialité nie, associé à la sortie yi du modèle direct (2.1), a été défini
algébriquement (définition 2.2) et sa détermination à partir du modèle direct est propo-
sée au théorème 2.9. Portée sur le bond graph, elle implique la détermination des ordres
des zéros à l’infini nj (j = 1, ..., p) sur la représentation bond graph causal, tandis que les
ordres des zéros à l’infini n̄ij (j = 1, ..., p−1) sont déterminés sans considérer le détecteur
associé à la sortie yi. La détermination préalable de la structure à l’infini sur le bond
graph est donc requise (théorème 2.12).

Théorème 2.16 ([BSDT97], [Jar10])
(Ordre d’essentialité, approche bond graph causal, niveau d’analyse BG-
structurel) Sur un modèle bond graph en causalité préférentiellement intégrale, ne
possédant pas d’éléments de stockage en causalité dérivée, ayant le cas échéant des
boucles algébriques toujours résolubles, et associé à un modèle supposé inversible
correspondant à un système linéaire, invariant dans le temps, l’ordre d’essentialité
BG-structurel nBG−s,ie de la sortie yi peut être déterminé de la manière suivante :

nBG−s,ie = Lps − L
(i)
p−1s (2.37)

où :
— p est le nombre de sortie du système.
— Lps représente la longueur minimale qu’un ensemble de p chemins causaux

entrées/sorties différents puisse avoir.
— L

(i)
p−1s représente la longueur minimale qu’un ensemble de p−1 chemins cau-

saux entrées/sorties différents puisse avoir sur le modèle bond graph obtenu
en supprimant son iième détecteur ( i.e. détecteur associé à la sortie yi).
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La déclinaison de la détermination au niveau d’analyse comportementale est proposée en
annexe E, section E.2.3.3 page 324 et se base sur la détermination bond graph préalable
de la structure à l’infini au niveau d’analyse comportemental (théorème E.2 page 321).

2.3.4.4 Détermination de l’ordre d’essentialité par le bond graph bicausal

La définition algébrique de l’ordre d’essentialité nie est basée sur la structure à l’infini
par colonne de T(s)−1, en sélectionnant la colonne relative à yi (définition 2.2, théorème
2.10). La détermination sur le bond graph bicausal de ces invariants se base ainsi sur
l’analyse des degrés des transmittances tinvji(s) associées à yi de la matrice de transfert
Tinv(s) (2.15) (rationnelle non propre, de rang p, ne possédant que des pôles à l’infini) :

Théorème 2.17 ([EF11])
(Ordre d’essentialité, approche bond graph bicausal, niveau d’analyse
BG-structurel) Sur un modèle bond graph bicausal, représentant un modèle inverse
d’ordre minimal, linéaire, invariant dans le temps, carré à p entrées et p sorties, l’ordre
d’essentialité BG-structurel nBG−s,ie de la sortie yi peut être déterminé de la manière
suivante :

nBG−s,ie = −min
k,j
{ωk(yi → uj)} (2.38)

où ωk(yi → uj) est l’ordre du kième chemin causal entre la double source associée à
yi et le double détecteur associé à uj .

Remarque : la matrice de transfert Tinv(s) ne possédant que des pôles à l’infini ga-
rantit le fait que maxj∈[1,...,m]

{
deg(tinvji(s))

}
≥ 0 (et d’autre part que l’ordre minimal

ωk(yi → uj) qu’un chemin yi → uj puisse avoir est nécessairement négatif).

La déclinaison de la détermination au niveau d’analyse comportementale est proposée
en annexe E, section E.2.3.4 page 325.

2.3.5 Conclusions de l’analyse sur les bond graphs causal et bicausal

Certains outils et procédures ont été rappelés et détaillés dans la présente section
2.3 sur l’analyse structurelle appliquée aux bond graph causal et bicausal. Outre les
tests d’inversibilité et la procédure d’obtention du modèle inverse d’ordre minimal, les
différents invariants structurels ont été déterminés (nombre et ordres des zéros et pôles à
l’infini, degré relatif et ordre d’essentialité). Nous pouvons synthétiser les points suivants :

— La structure à l’infini est une propriété du système complet. Le nombre de zéros
à l’infini est associé aux propriétés d’inversibilité du système (théorème 2.11). Les
ordres des zéros à l’infini peuvent se déterminer sur le modèle bond graph cau-
sal par scrutation des ensembles de chemins causaux entrées/sorties différents,
en analysant leur longueur (théorème 2.12). Cette longueur doit être minimale.
D’autre part, les ordres des pôles à l’infini du modèle inverse peuvent se déter-
miner sur le modèle bond graph bicausal associé, par scrutation des ensembles
de chemins causaux entrées/sorties différents, en analysant leur ordre (théorème
2.13). Cet ordre doit être minimale.

— Un degré relatif est associé à chacune des sorties du système. Il correspond au
nombre minimal nécessaire de dérivations de la sortie pour faire apparaître une
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des composantes du vecteur d’entrée. Sur le bond graph causal, il se détermine
par scrutation des chemins causaux d’ordre minimal entre la sortie considérée et
n’importe quelle entrée (théorème 2.14). Sur le bond graph bicausal, la détermi-
nation du degré relatif amène à considérer les ordres minimaux des ensembles de
chemins causaux entrées/sorties différents, respectivement sur la représentation
complète et sur celle dont on supprime la double source associée à la sortie dont
on calcule le degré relatif (théorème 2.15).

— Un ordre d’essentialité est associé à chacune des sorties du système. Il correspond
à l’ordre maximal nécessaire et suffisant de dérivation de la sortie qui apparaîtra
dans le modèle inverse d’ordre minimal. Sur le modèle direct, la détermination
préalable de la structure à l’infini du système est requise. Sur le bond graph cau-
sal, la détermination de l’ordre d’essentialité revient à considérer les longueurs
minimales des ensembles de chemins causaux entrées/sorties différents, respec-
tivement sur le bond graph initial et sur le bond graph sur lequel le détecteur
associé à la sortie considérée a été supprimé (théorème 2.16). Sur le bond graph
bicausal, la détermination de l’ordre d’essentialité d’une sortie repose sur la scru-
tation des chemins causaux d’ordre minimal entre cette sortie et n’importe quelle
entrée.

Nous rencontrons ainsi une certaine dualité dans les procédures bond graph, suivant le
modèle utilisé pour la détermination des invariants. Ce point a été discuté par El Feki et
al. [EFJMF+12b], remarquant que :

1. la procédure bond graph de détermination du degré relatif n′i en causal (théorème
2.14) est très similaire à celle de l’ordre d’essentialité nie en bicausal (théorème
2.17).

2. la procédure bond graph de détermination du degré relatif n′i en bicausal (théo-
rème 2.15) est très similaire à celle de l’ordre d’essentialité nie en causal (théorème
2.16), en rappelant qu’en algébrique, elles font chacune intervenir la structure à
l’infini du système (inverse et direct respectivement).

Ces procédures étant plus ou moins fastidieuse selon les cas, il peut être intéressant de
« sélectionner » le modèle suivant l’invariant à caractériser (en l’occurrence, le degré re-
latif n′i sur le modèle direct (théorème 2.14) et l’ordre d’essentialité nie sur le modèle
inverse (théorème 2.17).

Remarque : notons que la relative simplicité de caractérisation de n′i en causal et
nie en bicausal (item 1) provient simplement de leur définition algébrique respective et
de la manière de la porter en bond graph. Ces deux invariants sont nativement définis
sur la matrice de transfert (respectivement n′i sur T(s) et nie sur T−1(s)) comme struc-
ture à l’infini par ligne/colonne i.e. correspondant au plus haut degré des transmittances
relatives à yi. Porté sur le bond graph (respectivement causal pour la détermination de
n′i et bicausal pour nie), cela se traduit par la recherche de chemins causaux d’ordres
minimaux associés à yi. Un raisonnement similaire peut être mené pour les détermina-
tions détaillées à l’item 2, toutes deux basées sur la structure à l’infini du système (par
opposition à la simple structure à l’infini par lignes/colonnes).

Si la mise en place pratique des procédures associées aux théorèmes de cette section
semble un peu fastidieuse, rappelons toutefois que dans l’approche bond graph, le dé-
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terminant de la matrice système P(s) et de ses sous-matrices n’est jamais calculé. Seuls
leurs coefficients de plus haut degré est considéré. Cela nous conduit à évaluer des lon-
gueurs minimales des ensembles contenant des chemins entrées/sorties différents. Il est
également important de mentionner que les procédures de scrutations bond graph sont
ici clairement définies et pourraient être relativement simples à automatiser dans des lo-
giciels supportant l’analyse structurelle en bond graph tels que MS1 [MS1] par exemple.

Notons enfin qu’un certain nombre d’exemple applicatifs de l’approche sur le bond graph
causal peut être trouvé dans les travaux de Fotsu-Ngwompo et al. [FNST96] ainsi que
Marquis-Favre & Jardin [MFJ11a, MFJ11b], et sur le bicausal dans les travaux de
El Feki [EF11] et El Feki et al. [EFJMF+12b].

2.4 Discussion sur les limitations de la méthodologie pré-
sentée

2.4.1 Présence de boucles algébriques de type « 1ZCP »

En rapport avec la classe de modèle que nous souhaitons traiter dans le cadre de
l’analyse structurelle par approche bond graph, nous avons évoqué au chapitre 1 le cas
de modèles mécaniques possédant des contraintes algébriques entre les éléments inertiels.
Une implication bond graph est la présence potentielle de boucles causales d’ordre 0 de
type 1ZCP (et des 3ZCP impliquant des éléments I et/ou C) dans la classification de
Van Dijk et al. [vDB91a, vDB91b, vD94] 29 i.e. où des éléments de stockage d’éner-
gie en causalité dérivée apparaissent en raison de contraintes statiques entre éléments
inertiels 30. En présence de causalité dérivée, la longueur et l’ordre d’un chemin causal
sont potentiellement différents. Dans le cadre des procédures de détermination d’inva-
riants sur le bond graph causal de la section 2.3, où l’hypothèse d’absence de causalité
en dérivation est clairement formulée [Jar10], les notions de longueur et d’ordre sont
respectivement employées pour la détermination de l’ordre d’essentialité nie (théorème
2.16) et le degré relatif n′i (théorème 2.14). Or nous avons mentionné le cas particulier de
modèle SISO pour lequel nie et n′i sont égaux. Les précédentes procédures établies sur le
bond graph causal peuvent donc être remises en question lorsque des causalités dérivées
apparaissent dans le modèle bond graph. Selon cet argument, ce n’est en revanche pas a
priori le cas en bicausal.

Prenons l’exemple simple SISO de deux masses dont les déplacements sont algé-
briquement contraints (figure 2.2a). Associons respectivement aux masses m1 et m2 les
quantités de mouvement p1 et p2. Une modélisation bond graph peut être celle proposée
en figure 2.2b, où l’élément de stockage I : m2 apparait en causalité dérivée, imposée
par l’élément de stockage I : m1 en causalité intégrale et où la boucle causale d’ordre
0 de type 1ZCP est représentée. En tenant compte de la contrainte algébrique sur les
quantités de mouvement m2p1 = m1p2, nous pouvons écrire le système sous la forme

29. Cette classification est détaillée en annexe A.2 page 246. Nous y précisons en outre que dans
l’ensemble de ce mémoire, nous ne dissocions pas le traitement des 1ZCP et des 3ZCP impliquant des
éléments I et/ou C.

30. Dans des cas autres que 1ZCP (ou 3ZCP impliquant des éléments I et/ou C), des causalités en
dérivation sur les éléments de stockage peuvent également apparaître, par exemple lors d’affectation de
causalité non préférentiellement intégrale, voir chapitre 4, figure 4.6 page 124, ou lorsque la causalité est
imposée par des sources Se, Sf .
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M1
F

intF

M2

(a) 1Se 0 De

1: mI
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1p 2p
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Figure 2.2 – Exemple de deux masses en liaison encastrement

ODE suivante : 
ṗ1 = m1

m1 +m2
u

y = m2
m1 +m2

u
(2.39)

Nous pouvons déduire de (2.39) que pour la sortie y, nous avons algébriquement n′1 =
n1e = 0 (il existe une relation algébrique directe entrée/sortie). Au niveau bond graph,
le modèle 2.2b ne possède qu’un seul chemin causal entrée → sortie, noté a©, de gain
statique non nul, de longueur la = 1 et d’ordre ωa = 0 (figure 2.3). La détermination des

1Se 0 De

1: mI

1p 2p

2: mI

Fu  intFy 

Figure 2.3 – Chemin causal entrée→ sortie a©

invariants structurels par l’approche bond graph causale est la suivante (le gain n’étant
pas nul, les niveaux d’analyse BG-Structurel et comportemental conduisent ici aux mêmes
résultats) :

— selon le théorème 2.14, le degré relatif de y est l’ordre minimal qu’un chemin
causal puisse avoir entre u et y ; nous avons ainsi n′1 = ωa = 0.

— selon le théorème 2.16, nous avons ici n1e = Lps −L
(i)
p−1s = la−0 = 1. (Lps repré-

sente la longueur minimale qu’un ensemble de p = 1 chemin causal entrée/sortie
puisse avoir ; le sous-système « i−1 » n’existant pas dans le cas SISO, L(i)

p−1s = 0).

Les résultats de l’approche bond graph causal sont donc ici non consistants avec l’ap-
proche algébrique en ce qui concerne l’ordre d’essentialité n1e (et donc également la
détermination de la structure à l’infini). Le degré relatif n′1 est ici correct.

Menons à présent la détermination sur le modèle inverse. Algébriquement, le modèle
est inversible et nous avons immédiatement u = m1 +m2

m2
y et n′1 = n1e = 0. Au niveau

bond graph, le modèle est inversible au sens de la procédure de Fotsu-Ngwompo (sec-
tion 2.3.2.2, test d’inversibilité 2.2) et le bond graph bicausal du modèle inverse d’ordre
minimal est proposé en figure 2.4, précisant l’unique chemin causal sortie → entrée
noté b© d’ordre 0 (la relation u = m1 +m2

m2
y peut également être vérifiée sur le modèle

inverse). Le gain statique du chemin b© n’étant pas nul, appliquons les procédures de
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intFy Fu 

Figure 2.4 – Chemin causal sortie→ entrée b©

détermination des invariants n′1 et n1e du modèle direct sur le modèle inverse :

— d’après le théorème 2.15, nous avons n′1 = −
(
ωps − ω

(i)
p−1s

)
= −(ωb − 0) = 0.

— d’après le théorème 2.17, l’ordre minimal que peut avoir un chemin causal entre
la double source associée à y et le double détecteur associé à u est ici ωb = 0 ;
nous avons ainsi n1e = 0.

Les résultats de l’approche bond graph inverse sont ici consistants avec l’approche algé-
brique.

La considération de causalités dérivées (principalement issues de 1ZCP ) est l’un des
points qui nous amènera à réévaluer les précédentes procédures bond graph de détermi-
nation d’invariants.

2.4.2 Intérêt de procédure de détermination commune pour les sys-
tèmes direct et inverse

Le présent chapitre a fait état de différentes approches, au niveau algébrique comme
au niveau graphique (bond graph), de détermination des invariants structurels sur les
deux modèles étudiés : le modèle direct Σ de représentation d’état régulière (2.1) et
l’inverse Σ−1 de représentation d’état généralisée (2.5). Chacun possède des spécificités,
parmi lesquelles,

— le modèle direct (2.1) possède une matrice de transfert T(s) (2.3) rationnelle
propre, ne possédant que des zéros à l’infini (théorème 2.1). Le degré relatif n′i
associé à l’iième sortie peut être défini comme l’ordre du zéro à l’infini de l’iième
ligne de T(s) (théorème 2.7). Cette dernière étant rationnelle propre, n′i sera
nécessairement positif (puisque toutes les transmittances de T(s) sont alors des
fractions rationnelles propres).

— le modèle inverse (2.5) possède une matrice de transfert Tinv(s) (2.15) rationnelle
non propre, ne possédant cependant que des pôles à l’infini [CDD+86]. L’ordre
d’essentialité nie associé à l’iième sortie (du modèle direct) peut être défini comme
l’ordre du pôle à l’infini de l’iième colonne de Tinv(s) (définition 2.2, théorème
2.10). Cette dernière ne possédant que des pôles à l’infini [CDD+86] et donc que
des pôles à l’infini par colonne [CD86], nie sera nécessairement positif.

Les procédures algébriques utilisant par essence ces précédentes spécificités, leur décli-
naisons graphiques les considèrent nécessairement. Elles aboutissent entre autres choses
à des procédures dédiées, spécifiques au modèle considéré.
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L’idée suivant laquelle une représentation commune des modèles directs et inverse
puisse être intéressante est avancée par Fotsu-Ngwompo dans sa thèse, en introduisant
la formulation de l’inversion en termes de système singulier (2.40), puis en détaillant
certaines procédures de passage du modèle singulier (2.40) au modèle d’état généralisé
(dont (2.5) est une représentation) [FN97]. Quand bien même ces développements restent
à l’état de perspectives dans sa thèse, cette proposition s’avère extrêmement intéressante
pour « fusionner » les approches bond graph causal et bicausal. Elle a été formulée
préalablement à l’ensemble des contributions réalisées par Jardin et El Feki dans leur
thèses respectives, s’avèrant ainsi encore davantage pertinente.

Σd :
{

Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (2.40)

Précisons enfin qu’une représentation de systèmes possédant des contraintes algébriques,
comme évoqué en section précédente 2.4.1, est possible avec la forme (2.40).

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre 2, l’ensemble des concepts et des processus sur lesquels se base la
méthodologie bond graph de dimensionnement par modèle inverse du laboratoire Am-
père a été détaillé (synthétisé en figure 2.1 page 42). Nous avons pris le soin de préciser
dans un premier temps les bases théoriques de référence que constitue l’approche algé-
brique sur laquelle se base la méthodologie (section 2.2), en précisant à chaque étape les
hypothèses employées, notamment pour la définition et la détermination des invariants
structurels que représentent la structure à l’infini, le degré relatif et l’ordre d’essentialité :

— la classe de modèle direct traitée dans le chapitre 2 est celle des systèmes réguliers
i.e. de représentation d’état régulière, possédant une matrice de transfert T(s)
ayant la propriété d’être rationnelle propre. Une implication est le fait qu’elle ne
possède que des zéros à l’infini,

— la précédente assertion implique que les degrés relatifs (ordres des zéros à l’in-
fini par ligne de T(s)) seront nécessairement positifs, et les ordres d’essentialité
(ordres des pôles à l’infini par colonne de T−1(s), appliqués à Tinv(s)) seront né-
cessairement positifs également (puisque T−1(s) ne comporte alors que des pôles
à l’infini par colonne).

Les précédentes propriétés, associées à la classe de modèle direct traitée, représentent
des spécificités sur lesquels l’ensemble des procédures graphiques reposent (section 2.3) :

— au niveau digraphe du modèle direct, avec les travaux de Reinschke [Rei88] sur
le calcul de déterminant de la matrice système P(s) d’un système régulier,

— au niveau bond graph du modèle direct, sur la détermination du degré relatif
[FN97] [Jar10], du calcul du déterminant de la matrice système P(s) d’un sys-
tème régulier [Jar10], de la structure à l’infini [Jar10] et de l’ordre d’essentialité
[Jar10],

— au niveau digraphe du modèle inverse, avec les travaux de El Feki [EF11] basés
sur une généralisation à la représentation d’état généralisée sur la base des tra-
vaux de Reinschke [Rei88] sur le calcul de déterminant de la matrice système
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P(s) d’un système régulier,

— au niveau bond graph du modèle inverse, avec les procédures de calcul de degré
relatif et d’ordre d’essentialité du modèle direct [EF11] utilisant également les
spécificités liées à un modèle direct régulier (par exemple, le théorème 2.17 uti-
lisent le fait que T−1 n’ait que des pôles à l’infini).

Ayant d’une part montré en fin de chapitre 2 (section 2.4) que la méthodologie n’est
pas dans tous les cas directement applicable sur un bond graph causal et d’autre part,
argumenté en faveur de procédures communes de détermination d’invariants dans le cas
régulier et dans le cas généralisé, nous prônons l’intérêt à porter à la représentation
d’état singulière (2.40). Cette représentation est d’une part consistante avec la classe
de modèle présentée au chapitre 1 i.e. de modèle mécanique contenant des relations de
contrainte entre les variables d’énergie (pouvant être représentées sur le bond graph par
des 1ZCP comme le propose l’exemple 2.2), et propose d’autre part une base commune
de représentation des modèles direct et inverse présentés au chapitre 2 et ainsi une cer-
taine homogénéité de représentation.

La généralisation de la méthodologie bond graph de dimensionnement par modèle in-
verse à la classe des systèmes singuliers que nous allons proposer, va donc reprendre la
démarche globale présentée au chapitre 2 :

— le chapitre 3 expose le cadre théorique de l’analyse structurelle, généralisant l’ap-
proche algébrique du chapitre 2 à la classe des systèmes singuliers,

— le chapitre 4 étend les procédures graphiques (digraphe et bond graph) à la classe
des systèmes singuliers, utilisant comme référence théorique l’approche algébrique
du chapitre 3,

— enfin, le chapitre 5 présente l’analyse temporelle des systèmes singuliers et une
déclinaison de certaines de leurs propriétés sur les bond graphs représentant cette
classe de système.
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3.1. Introduction 76

3.1 Introduction

Le présent chapitre 3 s’inscrit dans une proposition d’extension de la méthodologie
de conception des systèmes mécatroniques basée sur une approche énergétique par mo-
dèle inverse et sur le formalisme bond graph, présentée au chapitre 1. Les outils d’analyse
structurelle sur laquelle elle se base ont été détaillés au chapitre 2. La classe de modèle
à laquelle nous souhaitons maintenant appliquer cette méthodologie, i.e. les systèmes
singuliers, a été introduite au chapitre 1 et les limitations, à ce stade, ont été abordées
du point de vue du bond graph au chapitre 2 (section 2.4 page 69).

La principale contribution proposée dans ce chapitre est la définition d’un ordre
d’essentialité généralisé pour les systèmes singuliers, extension de l’ordre d’essentialité
des systèmes réguliers (section 2.2.4 page 52), ainsi qu’une détermination algébrique. Sa
transposition graphique sur le bond graph sera abordée au chapitre 4. Elle constituera
l’extension méthodologique de nos travaux de recherche sur la conception et le dimen-
sionnement par modèle inverse des systèmes mécatroniques.

Systèmes 
singuliers

Modes 
(exponentiels, 
impulsionnels, 

non-dynamiques)

Inversibilité

Propreté

Invariants 
structurels 
(structure à 

l’infini, ordre 
d’essentialité 
généralisé)

Réponse  
Temporelle

Initialisation / 
Réinitialisation

1

2

3

4

5

6

Figure 3.1 – Spécificités et propriétés des systèmes singuliers (les items 1 à 4, associés
à l’analyse structurelle, sont abordés dans ce chapitre du point de vue algébrique, et les
items 5 et 6, associés à l’analyse temporelle, au chapitre 5)

La figure 3.1 présente un certain nombre d’aspects pour lesquels la classe des systèmes
singuliers se distinguent de celle des systèmes réguliers. Peut-être ce qui constitue leur
principale caractéristique est qu’ils exhibent, outre des modes exponentiels classiques,
des modes impulsionnels et des modes non-dynamiques. Ceux-ci ont une incidence forte,
en lien avec l’initialisation et la réinitialisation potentielle de l’état, sur la forme des ré-
ponses temporelles dont notamment des discontinuités dans les solutions de ces systèmes.
Ces aspects seront plus détaillés dans le chapitre 5 où nous proposerons une approche
générale de ces systèmes dans le formalisme bond graph.

Dans l’objectif des contributions de ce chapitre, les propriétés de propreté et d’inver-
sibilité ainsi que les invariants structurels constituent le cœur de l’analyse structurelle ap-
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77 CH. 3. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers

pliquée aux systèmes singuliers. La partie bibliographique s’appuie principalement sur les
travaux référents de Verghese et al. [VK79, VLK81, VK81], de Kucera [Kuc86, Kuc89]
et les formalisations au niveau algébrique de Dai [Dai89c, Dai89b, Dai89a] ainsi que celles
de Buisson et al. [Bui93b, Bui93a, BL94, BC97, BC98, CBLR02] proposées pour ces
dernières en support d’implémentations bond graph pour la modélisation des systèmes
à commutation. Nous nous appuierons par ailleurs sur les travaux de Commault et
al. sur les invariants structurels des systèmes réguliers [CD82, DC82, CDD+86, CD86,
CDB93, DC93, CD10] pour proposer un certain nombre d’extensions associées aux ordres
d’essentialité aux cas des systèmes singuliers. Dans la méthodologie de conception par
modèle inverse, la détermination de cet invariant participe à la phase d’analyse struc-
turelle d’adéquation pour assurer la validité du cahier des charges (chapitre 1, section
1.4.3.2 page 28). Le chapitre 3 propose une présentation organisée de la manière suivante :

— la section 3.2 introduit la classe des systèmes singuliers et précise les hypothèses
considérées dans le contexte de nos travaux, en l’occurrence, celles de systèmes
linéaires singuliers à faisceau régulier. Cette section précise les implications sur le
faisceau et nous exposons l’une des principales spécificités des systèmes singuliers
(au sens de l’extension qu’ils représentent par rapport aux systèmes réguliers) : la
présence de modes infinis dynamiques (appelés également modes impulsionnels)
et modes infinis non-dynamiques (figure 3.1).

— la section 3.3 présente l’inversion des systèmes singuliers, comprenant des cri-
tères directs et indirects d’inversibilité et ouvrant sur l’approche graphique du
chapitre 4.

— la section 3.4 présente les travaux de Kucera [Kuc86, Kuc89], qui étendent la
notion de propreté aux systèmes singuliers (figure 3.1) basée sur la structure à
l’infini du faisceau du système, ainsi que ceux de Murota & van der Woude
[MvdW91] sur la structure à l’infini de ces systèmes (au sens usuel i.e. au sens
entrées/sorties).

— la section 3.5 comprend enfin l’extension que nous proposons aux systèmes singu-
liers de la notion d’ordre d’essentialité originellement définie par Commault et
al. [CDD+86, CD86] sur les systèmes réguliers. Cette extension est proposée sous
le vocable d’ordre d’essentialité généralisé (figure 3.1).

3.2 Présentation des systèmes singuliers

3.2.1 Généralités

Nous avons précédemment introduit la représentation du comportement dynamique
des phénomènes physiques d’un système mécatronique à partir de la représentation d’état
régulière (ou classique), donnée par le système Σ (linéaire et invariant dans le temps (2.1)
et rappelé en (3.1) dans le cas général non carré),

Σ :
{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (3.1)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état, u(t) ∈ Rm est le vecteur d’entrée et y(t) ∈ Rp est le
vecteur de sortie. Cette représentation est la base originelle des théories de l’automatique
développées dans nos précédents paragraphes et constitue également la classe initiale de
modèle direct étudiée jusqu’alors pour l’inversion dans la méthodologie de conception
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3.2. Présentation des systèmes singuliers 78

par modèle inverse (section 1.4.3.2 page 28, portée notamment par les références [FN97]
[Jar10] [EF11]) 1. Si la classe des modèles réguliers est largement répandue dans la re-
présentation des systèmes mécatroniques, elle est de fait restreinte au cas des systèmes
décrits par des équations différentielles ordinaires (souvent qualifiés de systèmes ODE
pour « Ordinary Differential Equation » systems, en l’occurrence linéaires et à temps
invariant dans le cas (3.1)). Il se trouve qu’un grand nombre de représentations mathé-
matiques de modèle fait intervenir des relations dynamiques mais également statiques
entre les variables d’état, aboutissant à des systèmes d’équations algébro-différentielles
(ou DAE, pour « Differential Algebraic Equation » systems). Cette formulation algébro-
différentielle peut être issue du choix des variables d’un modèle, auquel cas il peut exister
des transformations permettant de se ramener à une représentation d’état classique (3.1).
Dans d’autres cas, une description algébro-differentielle est requise pour représenter « na-
tivement » le système mécatronique avec ses équations de contraintes algébriques comme
notamment dans le cas de sous-systèmes inter-connectés [SL73] 2 [RP74], de modélisa-
tion de réseaux électriques [VLK81] [Dai89c] ou de systèmes mécaniques [Mur87] [Vil94]
[MV95] [Dua10] qui sont, pour ces derniers, le contexte d’étude privilégié de nos travaux
(chapitre 1, section 1.3 page 9). Nous parlons alors de systèmes singuliers ou descripteurs
de variables 3. Dans le cas linéaire et à temps invariant, la représentation d’état associée
à d’un tel système est la suivante (3.2) :

Σd :
{

Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (3.2)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état, u(t) ∈ Rm est le vecteur d’entrée et y(t) ∈ Rp est
le vecteur de sortie. Les matrices E, A, B, C et D sont constantes et de dimensions
respectives n× n, n× n, n×m, p× n et p×m.

Notons en premier lieu que si la matrice E est inversible (i.e. de rang n) dans (3.2),
le système se ramène au système d’état classique (3.1) simplement en prémultipliant
l’équation d’évolution par E−1. Dans le cas général, la matrice E n’est pas inversible et
le système d’état (3.2) est dit singulier, traduisant ainsi le fait que la matrice E soit sin-
gulière (Rang E = q < n) [Dai89c]. (Rang E) définit l’ordre généralisé du système (3.2),
noté q [VLK81]. La dimension du système (3.2) est la dimension n du vecteur d’état x(t)
[FN97]. La matrice de transfert T(s) ∈ Rp×m du système singulier Σd de modèle d’état
(3.2) est définie par [MDV94],

T(s) = C(sE−A)−1B + D (3.3)

en rappelant que la représentation en transfert fait l’hypothèse de conditions initiales
nulles, i.e. Ex(0−) = 0 dans le présent cas. La matrice système P(s) ∈ R(n+m)×(n+m) du
système Σd est définie par (3.4) [Ros70],

P(s) =
(
sE−A B
−C D

)
(3.4)

en ajoutant que comme dans le cas régulier, certaines définitions font intervenir des
signes différents sur les coefficients [TV88], [Vil94].

1. La précision suivant laquelle nous parlons de modèle direct provient du fait que El Feki a étudié
dans sa thèse [EF11] un cas particulier de système singulier, en l’occurrence le modèle d’état généralisé
ne possédant que des pôles à l’infini, classe de système à laquelle l’inversion de (3.1), dans le cas carré,
aboutit.

2. Singh & Liu ont été les premiers à mentionner ce type de systèmes, en montrant que les représen-
tations d’état classiques étaient impossibles à obtenir dans des cas de systèmes inter-connectés [SL73],
[Dai89c].

3. Appellation introduite par Luenberger en 1977 [Lue77] [VLK81].
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79 CH. 3. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers

Exemple
Prenons l’exemple simple d’un différentiateur pur [Kuc86]. Un tel système peut se
mettre sous la représentation d’état suivante,[

0 1
0 0

] [
ẋ1(t)
ẋ2(t)

]
=

[
1 0
0 −1

] [
x1(t)
x2(t)

]
+

[
0
1

]
u(t)

y(t) =
[
1 0

] [
x1(t)
x2(t)

] (3.5)

avec, conformément aux notations utilisées dans (3.2),

E =
[
0 1
0 0

]
, A =

[
1 0
0 −1

]
, B =

[
0
1

]
, C =

[
1 0

]
, D = 0 (3.6)

Le système (3.5) est tel que E est singulière (det E = 0) et peut-être ré-exprimé de
la manière suivante :

x2(t) = u(t)
x1(t) = ẋ2(t)
y(t) = x1(t)

(3.7)

Nous vérifions la fonction de transfert du différentiateur en écrivant :

T (s) = C(sE−A)−1B + D =
[
1 0

] [−1 s
0 1

] [
0
1

]
= s (3.8)

Remarque : la régularité du faisceau (sE−A), pour lequel (sE−A)−1 est défini,
sera discutée ultérieurement (section 3.2.2).

Il existe différentes terminologies pour qualifier ces systèmes : systèmes singuliers, sys-
tèmes descripteurs de variables, systèmes d’état généralisé, systèmes à semi-état, sys-
tèmes algébro-différentiels, systèmes implicites, systèmes dégénérés, systèmes contraints,
systèmes singuliers singulièrement perturbés. Nous apporterons toutefois une nuance
entre la notion de système singulier (i.e. descripteur de variable), représenté par le sys-
tème Σd (3.2) et la notion de système généralisé, que nous avons évoqué au chapitre 2
dans le cas de l’obtention du modèle inverse (système Σ−1 (2.2) page 44) 4. Ces deux
systèmes sont équivalents sous certaines conditions que nous discuterons (chapitre 5,
sections 5.2 et 5.3). Ce point illustrera à nouveau l’intérêt avancé au chapitre 2 (section
2.4.2 page 71) d’avoir une représentation unifiée pour les systèmes directs et les systèmes
inverses.

Cet intérêt apparaît également lorsque la matrice E d’un modèle n’est pas « initia-
lement » singulière, par l’étude d’un système simplifié idéalisant certains éléments du
modèle (y compris ceux associés à des stockages d’énergie). L’étude du modèle idéa-
lisé fournit ainsi les comportements asymptotiques (i.e. limites) du modèle initial. Cette
approche, appelée méthode des perturbations singulières, est discutée dans l’article réfé-
rent de Verghese et al. sur les systèmes singuliers [VLK81]. Il y présente l’approche
de Cobb (proposée dans la thèse de ce dernier, en 1980) sur l’étude des systèmes de
la forme E(ε)ẋ(t) = A(ε)x(t) + B(ε)u(t), dans lequel ε est un paramètre « petit ». Le
comportement du système est alors étudié pour ε tendant vers 0, en ayant une matrice

4. Nous rappelons ici que le modèle d’état généralisé est un modèle mis sous forme d’équations
différentielles ordinaires avec éventuellement des dérivations de l’entrée, cas des systèmes non causaux
[FN97], [Pet82].
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3.2. Présentation des systèmes singuliers 80

E(ε) singulière pour ε = 0.

L’une des principales caractéristiques des systèmes singuliers est la présence po-
tentielle de modes impulsionnels (ou modes dynamiques infinis i.e. phénomènes impul-
sionnels 5) dans la réponse du système (libre et/ou forcée), dûs aux conditions initiales
arbitraires sur l’ensemble des degrés de liberté du système, aux caractéristiques de l’en-
trée ou encore à la présence de commutations dans le système. La définition de degré
de liberté d’un système singulier varie suivant les auteurs et la démarche de résolution
du système d’équations. Nous adoptons dans ce mémoire la définition de Verghese et
al. (définition 3.1).

Définition 3.1 ([VLK81])
Le nombre de degrés de liberté du système (3.2) est équivalent à l’ordre géné-
ralisé du système, soit le rang de E.

Définition 3.2 ([VLK81] [Mur87] [Dai89c])
Le nombre de degrés de liberté dynamiques du système (3.2) est le nombre
de variables d’états indépendantes du système, soit le degré de det(sE−A).

Remarque : le nombre de degrés de liberté peut potentiellement être différent du nombre
de degrés de liberté dynamiques du système (en l’occurrence plus grand).

Les systèmes singuliers peuvent également comporter des modes non dynamiques
[VLK81], associés à des équations algébriques entrées/sorties et certaines relations algé-
briques entre états, que l’on peut rencontrer sous le vocable de modes algébriques [BC98]
ou de modes entraînés [Mou00]. Plusieurs approches de résolution ont été historiquement
développées. Certaines se concentrent sur la résolution temporelle des modes exponentiels
(associés aux degrés de liberté dynamiques du système (définition 3.2, voir par ailleurs
la section 3.2.3). Elles calculent des conditions initiales compatibles pour l’ensemble des
degrés de liberté du système de manière à ne pas engendrer de modes impulsionnels 6.
C’est notamment l’approche proposée dans l’article référent de Yip & Sincovec [YS81],
détaillée en section 5.3.2. D’autres approches, comme celle de Verghese et al. [VLK81],
considèrent des conditions initiales arbitraires sur l’ensemble des degrés de liberté du
système singulier (définition 3.1) i.e. pas uniquement les degrés de liberté dynamiques.
Ce choix peut donc engendrer des modes impulsionnels, dont le nombre et la solution
temporelle peuvent être déterminés [VLK81], [YS81], [Mur87], [Dai89c] (section 5.3.3).
Cette approche est à rapprocher des méthodes de résolution des systèmes à commutation
[Bui93b] ou de celles de la théorie du choc [Bro97] [Bro06].

Les approches de référence de la littérature sur l’étude des systèmes singuliers ont été
portées par la généralisation des systèmes d’états réguliers sans discussion préalable de la
régularité de la matrice E (comprenant, comme mentionné précédemment, les systèmes
idéaux, les systèmes avec contraintes, les systèmes à commutation, les systèmes inter-
connectés ou encore des systèmes avec défaillances potentielles). Cette généralisation a
également été réalisée sur la commande de tels systèmes, dont l’une des principales fina-

5. Nous insisterons sur ce vocable ultérieurement. Il est important de préciser que dans le présent
cas des systèmes singuliers à faisceau régulier, la notion de mode impulsionnel et celle de phénomène
impulsionnel sont équivalentes. Ce n’est plus nécessairement vrai si le faisceau n’est pas régulier.

6. On parle alors d’ensemble de conditions initiales admissibles pour le système singulier [YS81].
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81 CH. 3. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers

lités est de faire disparaitre les phénomènes impulsionnels associés le cas échéant 7 (com-
mande par retour d’état [Dai89c] [Dai89b] [Dua10], compensation dynamique [Dai89c],
commande par retour de sortie [Dua10], commande proportionnelle/dérivée [Dua10]).

3.2.2 Régularité et solvabilité des systèmes singuliers

L’étude de la solvabilité des systèmes singuliers se base sur l’étude de la régularité
du faisceau de matrice 8 (E,A), originellement discutée par Gantmacher [Gan66]. La
régularité peut-être définie de la manière suivante :

Définition 3.3 ([Dai89c])
(Régularité du faisceau (E,A)) Pour toutes matrices E,A ∈ Rn×n, le faisceau

(E,A) est dit régulier si :
— il existe un scalaire constant α ∈ C tel que det(αE + A) 6= 0, sauf pour un

certain nombre fini de valeurs de α ∈ C
ou

— le polynôme sE−A est tel que det(sE−A) 6= 0, où s représente l’opérateur
de Laplace.

Un second théorème est également à présenter pour discuter de l’unicité des solutions
du système d’équations ainsi que de l’équivalence entre systèmes singuliers. Lorsque le
faisceau (sE −A) est régulier, sa décomposition de Kronecker [WZ01] se simplifie à
la forme dite de Kronecker-Weierstrass suivante :

Théorème 3.1 ([VLK81] [Mur87] [Dai89c] [FN97] [WZ01])
(Théorème de Kronecker-Weierstrass, régularité du faisceau (E,A)) Le
faisceau (E,A) est régulier si et seulement si deux matrices non singulières M et N
peuvent être choisies telles que :

MEN =
(

In1 0
0 E2

)
, MAN =

(
A1 0
0 In2

)
(3.9)

avec n1 + n2 = n, A1 ∈ Rn1×n1 est une matrice quelconque, E2 ∈ Rn2×n2 est une
matrice nilpotente.

Nous rappelons qu’une matrice P est dite nilpotente s’il existe un entier positif i tel que
Pi = 0. Le plus petit entier positif k pour lequel Pk = 0 est appelé index de nilpotence
(ou degré de nilpotence) de la matrice P [FN97]. Toutes les valeurs propres d’une matrice
nilpotente sont nulles [VLK81].

La solvabilité du système singulier (3.2) a été originellement définie par Yip & Sin-
covec comme l’existence d’une solution unique x(t) pour une entrée quelconque u(t)
suffisamment dérivable et une condition initiale quelconque x(t0) = x0 admissible corres-
pondant à l’entrée u(t) [YS81]. Cette définition se base sur les travaux de Gantmacher

7. Les phénomènes impulsionnels sont en effet très souvent associés à l’endommagement des systèmes
par la nature « infiniment rapide » des phénomènes physiques associés, i.e. commutation électrique ins-
tantanée, choc mécanique,...

8. Le faisceau de matrice peut être ici défini comme des matrices polynomiales du premier ordre
[MDV94], voir l’exemple page 79.
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3.2. Présentation des systèmes singuliers 82

qui a montré que le système Eẋ(t) = Ax(t) + u(t) (i.e. le système (3.2) pour lequel
B = I) est solvable si et seulement si le faisceau (E,A) est régulier [Gan66]. La généra-
lisation à une matrice B quelconque a ensuite été proposée dans [YS81]. Nous donnons
le résultat suivant sur le faisceau sE−A (condition nécessaire) :

Théorème 3.2 ([YS81], [Mur87])
Le système (3.2) est soluble si le faisceau de matrice (sE − A) est régulier,

i.e. det(sE−A) 6= 0.

La notion de solvabilité est avant toute chose associée à l’unicité de la solution du sys-
tème Σd (3.2). A ce titre, la décomposition proposée au théorème 3.1 est une condition
nécessaire et suffisante de l’existence et de l’unicité de cette solution [Dai89c]. La défini-
tion de Yip & Sincovec introduite précédemment conditionne également la solvabilité
à la dérivabilité de l’entrée et le caractère admissible des conditions initiales. Néanmoins,
elle peut être généralisée en établissant que l’ inversibilité du faisceau (sE−A) entraîne
l’unicité des solutions du système Σd (3.2) pour toute condition Ex(0−) et toute entrée
u(t) [VLK81] [Kuc86] [Dai89b]. 9 10 Cette définition étendue de la solvabilité nous permet
ainsi de considérer un ensemble quelconque de conditions initiales Ex(0−) sur l’ensemble
des q degrés de liberté du système (au sens de la définition 3.1, i.e. q = Rang E) 11. Sui-
vant les auteurs, il est question de conditions initiales potentiellement « inconsistantes »
(Doetsch, 1974 ou Cobb, 1982) ou « inadmissibles » (Blomberg, 1975), qui indiquent
qu’un système soit dans un état quelconque préalablement à un changement de struc-
ture ou de topologie (évènement de commutation, choc, interconnexion ou défaillance).
Ce changement entraîne alors un nouvel état potentiellement atteint par le biais de dy-
namiques infinies (i.e. impulsions, sauts) et faisant suite à une modification soudaine
de la configuration du système (par exemple, la fermeture d’un interrupteur électrique
idéalisé imposant une contrainte statique entre deux éléments de stockage d’énergie est
couramment employée pour illustrer ce phénomène [VLK81], [Bui93b], [Mou00]) 12. Cette
définition de la solubilité de système singulier incluant la possibilité de prendre en compte
de telles conditions initiales « inconsistantes » s’avère donc intéressante pour la classe de
problème que nous traitons dans ce mémoire, les systèmes singuliers à faisceaux réguliers,
pour de potentielles extensions aux systèmes à commutations.

Notons en outre que si la majorité des approches considère un faisceau de matrice
sE − A régulier, certains travaux plus récents ont visé la généralisation des théories
aux systèmes singuliers dits irréguliers, i.e. ayant un faisceau (sE−A) non régulier. Le
faisceau peut par exemple être rectangulaire ou tel que Rang (sE −A) < n. Citons no-
tamment l’article introductif de Dai [Dai89a], les travaux de Wang & Zou [WZ01], Ishi-
hara & Terra [IT01], Hou [Hou04] et Boukhobza, Hamelin & Sauter [BHS06].

9. Cette propriété énoncée par Verghese et al. repose sur la transformée de Laplace du système
Σd (3.2) (originellement présenté avec la matrice D = 0), soit [VLK81] [Kuc86] :

X(s) = (sE−A)−1 [Ex(0−) + BU(s)
]

Y(s) = CX(s) (3.10)

10. Cette définition sous-entend la validité du système pour un temps t < 0, ce qui n’est pas le cas de
la formulation de Yip & Sincovec [YS81]. Notons toutefois que certains travaux antérieurs de ces deux
derniers auteurs traitent ce point dont nous rediscutons au chapitre 5, en section 5.3 page 189.

11. Verghese parle d’unconstrained values of Ex(0−).
12. Ajoutons que les pionniers dans la formalisation du traitement des systèmes singuliers, tels Ver-

ghese, Levy, Kailath sont principalement issus de la recherche dans le domaine électrique.
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83 CH. 3. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers

3.2.3 Modes exponentiels, impulsionnels et non-dynamiques des sys-
tèmes singuliers

Les systèmes d’état classiques (système Σ (3.1)) contiennent un certain nombre de
modes propres, par essence exponentiels. Ces modes sont intrinsèquement liés à la nature
uniquement dynamique des contraintes entre les états. Ces systèmes sont ainsi également
qualifiés de réguliers. Par opposition, les systèmes qualifiés de singuliers contiennent, en
plus des contraintes dynamiques, des contraintes de type statique entre les états i.e. des
relations algébriques, entraînant la singularité de la matrice E dans le système Σd (3.2).
Ces relations algébriques peuvent de plus potentiellement conduire à une dépendance
entre les q degrés de liberté du système (i.e. dans l’ensemble des relations algébriques
entre les états, certaines lient des degrés de liberté entre eux). Le système singulier Σd

(3.2) est alors caractérisé par [VLK81] [Mur85] [Kuc86] [Mur87] [Dai89c] :

— n = dimension du système, égale à la dimension du vecteur d’état x(t) du sys-
tème (= dim(E)).

— q = ordre généralisé du système, nombre de degrés de liberté du système, avec
q = Rang E.

— d = nombre de degrés de liberté dynamiques du système, i.e. le nombre de va-
riables d’état indépendantes du système, avec d = deg det(sE −A). Les degrés
de liberté dynamiques de Σd regroupent ainsi uniquement les états associés à des
modes dynamiques finis (i.e. exponentiels). On parle également de degré dyna-
mique du système 13.

Il en résulte que les conditions initiales de l’ensemble des degrés de liberté ne sont pas
indépendantes. Toutefois, comme introduit en section 3.2.2, un choix arbitraire de ces
conditions initiales peut être opéré, conduisant alors à l’apparition de phénomènes im-
pulsionnels (plus exactement au fait que les modes impulsionnels soient excités par les
conditions initiales des états). Ajoutons qu’un éventuel changement de structure du mo-
dèle (commutation, choc,...) peut être vue comme une (re)initialisation du modèle dans
une nouvelle topologie (i.e. un nouveau modèle dont la formulation analytique reste celle
du système Σd (3.2) avec une évolution possible du rang des matrices constitutives de
Σd). La seconde source potentielle d’excitation des modes impulsionnels dans le modèle
est liée à la caractéristique de l’entrée u(t) (comprenant la commande et potentiellement
également des perturbations). Nous avons en effet mentionné la dépendance possible des
variables d’état à l’entrée u(t) et de ses dérivées respectives (exemple, au chapitre 2, du
système généralisé (2.2) page 44) 14. Il est donc évident qu’un manque de dérivabilité
de l’entrée peut entraîner des phénomènes impulsionnels sur les états (et les degrés de
liberté) du système. Ceci rejoint directement les considérations faites au chapitre 1 sur
la méthodologie de dimensionnement (section 1.4.3.2 page 28) et la mise en place des

13. Dans le domaine électrique, la notion de degré dynamique d est connue comme étant l’ordre de
complexité en théorie des réseaux [Mur87]. L’ordre généralisé q est alors associé au nombre d’éléments
de stockage d’énergie (reactive elements) et le degré dynamique d est associé à l’ordre régulier du modèle
(regular order). Un nombre d’éléments de stockage q supérieur à d indique la présence de boucle entre les
capacités et/ou de courts circuits, et implique la présence de (q−d) modes impulsionnels [VLK81]. Cette
approche physique sera rediscutée au niveau bond graph au chapitre 5, en soulignant l’importance du
type de variable sélectionnée dans le système d’équations descripteur (en l’occurrence, variable associée
à un stockage d’énergie ou non).

14. Nous rappelons que le système généralisé (2.2) représente un modèle inverse (d’ordre plein), Σ−1,
pour lequel les sorties du modèle direct Σ représentent les entrées et donc également celles du modèle
généralisé associé (qui fait apparaître leurs dérivées par rapport au temps).
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3.2. Présentation des systèmes singuliers 84

outils au chapitre 2 pour assurer sa phase d’adéquation 15. Une différence notoire existe
cependant entre les deux sources d’impulsions potentielles (i.e. sources d’excitation des
modes impulsionnels du système), comme nous le détaillerons en section 5.3 : les réponses
libres associées aux modes impulsionnels du système ne pourront être excitées qu’à l’ini-
tialisation du système (ou à la commutation pour un système à structure variable), alors
que les réponses forcées associées aux modes impulsionnels du système (liées aux proprié-
tés de dérivabilité de l’entrée) peuvent apparaître à un instant quelconque de la réponse
temporelle de x(t). En définitive, le système singulier Σd (3.2) possède ainsi (figure 3.2) :

— d modes exponentiels (i.e. nombre d’états dynamiques finis, ou pôles),

— (q − d) modes impulsionnels (i.e. Rang E − deg [det(sE−A)]), nombre d’états
dynamiques infinis,

— (n− q) modes infinis non dynamiques, issus de certaines relations algébriques.

Modes finis Modes infinis

Modes 

dynamiques

Modes 
exponentiels

Modes 
impulsionnels

Modes 

non-dynamiques

Modes infinis non-
dynamiques

Figure 3.2 – Classement des trois différents types de modes du système Σd (3.2) suivant
les attributs fini/infini et dynamique/non-dynamique

Par définition, les grandeurs scalaires associées à ces n modes (dynamiques ou non, finis
ou non) sont les valeurs propres généralisées liées au faisceau sE−A ([Ric01], Chap. 9).
Rappelons que dans le cas régulier (3.1), nous avons d = q = n, i.e. le système possède
n modes dynamiques finis, exponentiels, qui sont des pôles. Illustrons l’ensemble des
notions évoquées précédemment sur l’exemple suivant :

15. Ceci fait également écho à la définition originelle de Yip & Sincovec de la solvabilité des systèmes
singuliers, qui adjoint à la régularité du faisceau (E,A) la nature suffisamment dérivable de l’entrée, dans
le but de ne pas faire apparaître d’impulsions [YS81].
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85 CH. 3. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers

Exemple
Reprenons et détaillons l’exemple de Verghese et al. [VLK81] en considérant le
système d’état (3.11) :[

0 1
0 0

] [
ẋ1(t)
ẋ2(t)

]
=

[
1 0
0 1

] [
x1(t)
x2(t)

]
+

[
0
1

]
u(t)

y(t) =
[
1 0

] [
x1(t)
x2(t)

] (3.11)

Le système singulier (3.11) possède ainsi les propriétés suivantes :
— le système est solvable, car

det(sE−A) = det
[
−1 s
0 −1

]
= 1 6= 0 (3.12)

— la dimension du système n est égale à 2,
— l’ordre généralisé q du système est

q = Rang E = Rang
[
0 1
0 0

]
= 1 (3.13)

— le degré dynamique du système i.e. le nombre de degré de liberté dynamique
est

d = deg [det(sE−A)] = deg det
[
−1 s
0 −1

]
= 0 (3.14)

— la fonction de transfert est

T (s) = C(sE−A)−1B + D =
[
1 0

] [−1 −s
0 −1

] [
0
1

]
= −s (3.15)

Nous pouvons conclure que ce système ne possède aucun mode exponentiel (d = 0),
possède un mode impulsionnel (q−d = 1), ainsi qu’un mode non dynamique (n−q =
1). Notons en effet dans le système (3.11) que l’équation en x2(t) est une relation
entrée/état non-dynamique, x2(t) = −u(t). Notons également le point suivant, que
nous développerons au chapitre 5 : la forme de la fonction de transfert (3.15) asso-
ciée à la sortie y(t) = x1(t) est polynomiale (et donc non propre) et révèle ainsi un
mode impulsionnel. Ajoutons en outre que l’exemple illustre que la représentation en
transfert peut potentiellement masquer un certain nombre de mode, en l’occurrence
le mode non-dynamique associé à x2(t) ici.

L’unique mode impulsionnel, associé à x1(t), peut être mis en évidence en impo-
sant par exemple au système (3.11) la commande u(t) = u0 Γ(t), avec la condition
initiale arbitraire x10 quelconque. Le système (3.11) peut ainsi s’écrire de la manière
suivante : {

x1(t) = ẋ2(t)
x2(t) = −u(t) (3.16)

Le système (3.16) possède, au sens distributionnel (voir par ailleurs la section 5.3.3
page 193), les solutions suivantes :[

x1(t)
x2(t)

]
=
[
−u0 δ(t)
−u0 Γ(t)

]
, t ≥ 0 (3.17)
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Figure 3.3 – Solution temporelle (3.17) du système (3.16), avec u0 = 1

Enfin, un critère algébrique a été démontré par Dai [Dai89b] pour déterminer l’ab-
sence de mode impulsionnel dans le système singulier (3.2), que nous pourrons rapprocher
des notions de propreté (section 3.4.1) et continuité implicite (section 5.3.4) : 16

Théorème 3.3 ([Dai89b])
(Critère d’absence de mode impulsionnel dans un système singulier) Le
système singulier Σd (3.2) ne comporte pas de mode impulsionnel ( i.e. Rang E =
deg [det(sE−A)]), si et seulement si :

Rang
(

E 0
A E

)
= n+ Rang E (3.18)

Reformulé dans les travaux de Lu, Buisson et Cormerais [LB94], [BC98], le théorème
3.3 implique que si Rang

( E 0
A E

)
= n+ Rang E−h, il y a, parmi les q modes dynamiques,

q − h modes finis (i.e. exponentiels, figure 3.2) et h modes infinis (infinis dynamiques
i.e. impulsionnels) (soit avec les notations précédentes, (q−d) = h ou encore (q−h) = d).
Le théorème 3.3 est relativement important dans la mesure où, comme nous l’avons
succinctement évoqué en section 3.2, les travaux de Verghese puis Dai ont montré que
pour les systèmes singuliers ayant un faisceau (sE−A) régulier (définition 3.3 page 81),
l’absence de mode impulsionnel est équivalent à l’absence de phénomène impulsionnel
dans la réponse du système [VLK81] [Dai89b] [IT01]. Ce n’est plus nécessairement le
cas si le système singulier possède un faisceau non-régulier (cas des systèmes singuliers
irréguliers).

16. La démonstration de ce théorème se base sur la forme de Rosenbrock (section 5.2.2) en montrant
que (3.18) est vraie si et seulement si E2 = 0 dans (5.4c).
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87 CH. 3. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers

3.3 Inversion des systèmes singuliers

L’inversion de systèmes singuliers a été abordée par Lewis [Lew83] et Tan & Van-
dewalle [TV88]. L’approche proposée dans [TV88] s’inspire des travaux de Rosen-
brock [Ros74] et manipule la flexibilité de représentation du système singulier Σd (3.2),
dans le cas où ce dernier est carré, pour proposer une approche relativement simple.
Par opposition, les travaux de Lewis [Lew83] visent une généralisation des procédures
existantes d’inversion aux systèmes singuliers. Elle se base sur les travaux de Silver-
man sur l’inversion des systèmes réguliers [Sil69] et de Luenberger sur la formalisation
des systèmes singuliers [Lue77]. Nous présentons succinctement ici l’approche de Tan
& Vandewalle [TV88], également discutée dans [FN97], ainsi que celle de Pasqua-
letti et al. [PBB11].

En faisant l’hypothèse que le système singulier (3.2) est carré et solvable (i.e. le
faisceau sE − A est régulier, voir théorème 3.1), un modèle inverse de (3.2) peut être
décrit par le système singulier suivant [TV88] :

Σ−1
d :



(
E 0
0 0

)
ż(t) =

(
A−BC B−BD
−C −D

)
z(t) +

(
B
I

)
y(t)

u(t) =
(
−C I−D

)
z(t) + y(t)

(3.19)

avec z(t) =
[
x(t)
u(t)

]
.

En apportant les remarques suivantes :

— l’ordre généralisé q du modèle inverse est le même que celui du modèle direct
[TV88], [FN97]. Nous remarquons en effet que Rang( E 0

0 0 ) = Rang E. Notons
toutefois que dans le cas régulier, i.e. E = I, l’équation (3.19) appliquée au mo-
dèle régulier (2.1) page 43, peut conduire au modèle inverse d’ordre plein (2.2)
page 44 et non au modèle inverse d’ordre minimal (2.5) page 46.

— la formulation (3.19) reste celle d’un modèle singulier, ce qui est l’un des intérêts
de cette approche. Une formulation est toutefois possible en termes de système
(inverse) généralisé, du type (2.2) page 44 (les dérivées de l’entrée n’apparaissent
pas explicitement dans la formulation (3.19)) 17.

— contrairement aux formulations rencontrées dans [Jar10], [EF11], le vecteur x
du vecteur d’état z =

[
xT uT

]T
est le vecteur d’état originel du modèle direct

(3.2), ce qui est un point remarquable de l’approche (au sens où l’on continue à
manipuler l’état du modèle direct même en inverse). Notons en revanche que la
formulation (3.19) n’est pas « complète » dans la mesure où le vecteur d’entrée
est compris dans le vecteur d’état et non explicité en sortie du modèle inverse
contrairement aux formulations (2.2) page 44 et (2.5) page 46 dans le cas de
l’inversion d’un système régulier.

17. Les dérivées de l’entrée peuvent apparaître au cours des transformations en système généralisé
dans les manipulations des formes de Rosenbrock (section 5.2.2 page 183) ou Smith (section 5.2.3 page
186).
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3.3. Inversion des systèmes singuliers 88

— si l’ordre généralisé est le même entre le modèle inverse Σ−1 (2.2) page 44 et
inverse Σ−1

d (3.19), la dimension de ce dernier est augmentée. 18

La solvabilité du système Σ−1
d (3.19) est équivalente à l’inversibilité du système singulier

direct (3.2) [TV88]. Ceci constitue en l’état un critère d’inversibilité indirect du système
singulier (tel que défini au chapitre 2, section 2.2.2.3). Nous pouvons ainsi énoncer pour
les systèmes singuliers :

Théorème 3.4 ([TV88])
(Critère direct d’inversibilité d’un système singulier) Le système singulier

Σd (3.2), dans le cas où ce dernier est carré, est inversible si et seulement si le
déterminant de sa matrice système P(s) (3.4) est non identiquement nul.

Théorème 3.5 ([TV88])
(Critère indirect d’inversibilité d’un système singulier) Le système singulier
Σd (3.2), dans le cas où ce dernier est carré, est inversible si et seulement si le système
(3.19) est solvable, ou de manière équivalente si le faisceau (3.20) est régulier :(

E 0
0 0

)
s−

(
A−BC B−BD
−C −D

)
(3.20)

Nous pouvons d’autre part citer les travaux de Pasqualetti et al. [PBB11] aboutissant
également à un critère indirect d’inversibilité exprimé sur la matrice système P(s) (3.4) :

Théorème 3.6 ([PBB11])
(Critère indirect d’inversibilité d’un système singulier) Le système singulier
Σd (3.2), dans le cas où ce dernier est carré, est inversible si et seulement si :

Rang
(
sE−A −B

C D

)
= n+ Rang

(
−B
D

)
(3.21)

pour tout s ∈ C sauf pour un certain nombre fini de valeurs de s.

Remarque : la différence de signe entre la définition de la matrice système de (3.21) et la
définition (3.4) que nous utilisons dans ce mémoire n’a aucun impact sur le théorème 3.6.

Il est intéressant de mentionner à ce stade que le critère direct d’inversibilité de Tan
& Vandewalle [TV88] a été porté graphiquement sur le digraphe structuré par Pas-
qualetti et al. [PBB11], aboutissant au théorème 4.1 page 152, dont nous discuterons
au chapitre 4, section 4.4.

18. A ce titre, une procédure de réduction de la dimension du système est proposée dans [TV88] en se
basant sur la notion d’équivalence forte (« strong equivalence ») de Verghese et al. [VLK81] évoquée en
section 5.2.2 page 183, qui préserve la structure des modes dynamiques (exponentiels et impulsionnels)
mais pas celle des modes infinis non dynamiques.
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89 CH. 3. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers

3.4 Propreté et structure à l’infini des systèmes singuliers

3.4.1 Propreté

L’étude de la propreté du système singulier Σd (3.2), à laquelle est souvent asso-
ciée la stabilité, a notamment été proposée par Kucera [Kuc86, Kuc89]. Elle repose
sur l’hypothèse préalable que le faisceau de matrice sE−A est régulier (théorème 3.1),
garantissant ainsi l’unicité des solutions pour q conditions initiales arbitraires Ex(0) et
pour toute entrée u(t) 19.

Rappelons que le système régulier (3.1) est propre et que la matrice de transfert T (s)
associée ne possède que des zéros à l’infini. Dans le cas du système singulier (3.2), deux
notions différentes sont employées, la propreté interne et la propreté externe, respective-
ment associées au faisceau sE − A d’une part, et à la matrice de transfert T (s) (3.3)
d’autre part [Kuc86]. En d’autres termes, la propreté interne traduit les propriétés in-
trinsèques du système alors que la propreté externe reflète les propriétés du point de
vue entrées/sorties. Notons que les systèmes réguliers sont ainsi propres du point de vue
interne et externe.

Théorème 3.7 ([Kuc86])
(Propreté interne d’un système singulier) Le système singulier (3.2) est propre
du point de vue interne si le faisceau de matrice sE −A n’a pas de zéros à l’infini,
i.e. si (sE−A)−1 est propre.

Précisons que dans le théorème 3.7 nous ne parlons pas de la structure à l’infini du sys-
tème, associée à la matrice de transfert, comme vu au chapitre 2, mais de celle du faisceau
sE−A. La propreté interne implique que l’ensemble des q modes dynamiques du système
(3.2) ne comprend pas de phénomène impulsionnel à t = 0 pour des conditions initiales
arbitraires Ex(0) 20. Ces considérations nous permettent de présenter la proposition de
Dai d’un critère d’absence de mode impulsionnel, directement liée à la propreté interne
des systèmes singuliers :

Théorème 3.8 ([Dai89c])
(Critère d’absence de mode impulsionnel dans un système singulier) Le
système singulier (3.2) ne comprend aucun mode impulsionnel si et seulement si le
système n’a pas de pôle à l’infini.

Le théorème 3.8 est ici reproduit comme dans l’ouvrage de Dai où il faut comprendre (et
uniquement ici) le vocable « système » comme le faisceau (sE−A)−1. Il est ainsi associé
à la propreté interne. En d’autres termes, l’existence des pôles à l’infini est la cause de
l’apparition des modes impulsionnels dans le système singulier (3.2) [Dai89b].

Remarque : les formulations originelles des théorèmes 3.7 et 3.8 sont telles que D = 0.
Si ceci n’a pas d’influence sur la propreté interne, les considérations sur la propreté de

19. Le faisceau régulier garantit l’unicité des solutions pour l’ensemble du vecteur d’état i.e. les q
modes dynamiques et les (n− q) modes non-dynamiques [Kuc86].

20. Nous travaillons ici sur le faisceau sE−A, donc nous ne regardons ici que les potentielles réponses
libres associées aux modes impulsionnels (voir section 5.3 page 189). Le théorème 3.7 implique ainsi que
les réponses libres du système (3.2) n’exhiberont aucun phénomène impulsionnel si celui-ci est propre du
point de vue interne.
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3.4. Propreté et structure à l’infini des systèmes singuliers 90

T (s) doivent simplement faire intervenir la matrice D.

Exemple
(Système singulier propre du point de vue interne et externe) : Reprenons
et commentons l’exemple de Kucera [Kuc86], faisant intervenir un différentiateur
de la manière suivante (3.22) :

[
1 0
0 0

] [
ẋ1(t)
ẋ2(t)

]
=

[
0 1
−1 −1

] [
x1(t)
x2(t)

]
+
[
0
1

]
u(t)

y(t) =
[
1 0

] [x1(t)
x2(t)

] (3.22)

Une illustration de ce système peut être celle de la figure 3.4.

Figure 3.4 – Schéma bloc du système d’équation (3.22)

Nous vérifions que le faisceau (sE − A) est régulier avec (3.23) et son inverse est
donné par (3.24).

det(sE−A) = det
[
s −1
−1 −1

]
= −(s+ 1) 6= 0 (3.23)

et

(sE−A)−1 =


1

s+ 1
−1
s+ 1

−1
s+ 1

−s
s+ 1

 (3.24)

Le faisceau (sE − A)−1 est propre donc le système (3.22) est propre du point de
vue interne. Sans détailler la réponse temporelle, prenons l’exemple de l’entrée en
créneau u(t) de la figure 3.5 ci-dessous, en notant que u(0−) 6= u(0+). Nous pouvons
vérifier en simulation que les réponses temporelles des variables x2(t) et y(t) = x1(t)
ne comportent pas de phénomène impulsionnel (figure 3.5, variables x2(t) et x1(t)).
Nous notons toutefois la présence d’un saut dans la réponse x2(t), dû au terme −ss+1 ,
propre mais non strictement propre, dans le faisceau (sE − A)−1. La fonction de
transfert de ce système étant strictement propre (T (s) = −1

s+1), nous illustrons ici
que l’analyse du faisceau sE−A traite de l’ensemble des variables d’état du système
et non uniquement les entrées/sorties (la sortie est ici strictement propre alors que
la variable interne x2(t) est associée à la transmittance −s

s+1 non strictement propre
et donc potentiellement à considérer avec plus d’attention).
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Figure 3.5 – Exemple de réponse temporelle du système d’équations (3.22)

L’exemple précédent nous conduit à formuler le fait que de manière évidente, la propreté
interne implique la propreté externe (mais que la réciproque n’est pas vraie) [Kuc86].
Nous pouvons illustrer ce principe sur l’exemple suivant (3.25), associant un différentia-
teur en série avec l’entrée de commande.

Exemple
(Système singulier propre du point de vue externe mais pas du point de
vue interne) : Reprenons un second exemple de Kucera [Kuc86] et commentons-le
également. Il fait intervenir un différentiateur en série avec un intégrateur (3.25) :1 0 0

0 0 1
0 0 0


ẋ1(t)
ẋ2(t)
ẋ3(t)

 =

0 1 0
0 1 0
0 0 −1


x1(t)
x2(t)
x3(t)

+

0
0
1

u(t)

y(t) =
[
1 0 0

] x1(t)
x2(t)
x3(t)


(3.25)

Le système est illustré sur la figure 3.6.

Figure 3.6 – Schéma bloc du système d’équations (3.25)

Nous vérifions que le faisceau (sE − A) est régulier avec (3.26) et son inverse est
donné par (3.27).

det(sE−A) = det

s −1 0
0 −1 s
0 0 1

 = −s 6= 0 (3.26)

et

(sE−A)−1 =


1
s

−1
s

1
0 −1 s
0 0 1

 (3.27)

Nous voyons immédiatement que le faisceau (sE−A)−1 (3.27) n’est pas propre. Ce
système n’est pas propre du point de vue interne et peut potentiellement comporter
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au moins un mode impulsionnel. En l’occurrence, dans le présent cas, il est dû à la
relation de différentiation x2(t) = dx3

dt
et ainsi identique à celui du différentiateur

pur. Ce mode impulsionnel peut être mis en évidence par exemple pour une entrée
u(t) en échelon ou en créneau comme sur la figure 3.7. Notons toutefois que le sys-
tème est propre du point de vue externe, puisque T (s) = 1.
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x3(t) = u(t) x2(t) y(t)=x1(t)

Figure 3.7 – Exemple de réponse temporelle du système d’équation (3.25)

Les définitions précédentes nous permettent d’illustrer d’une autre manière les considé-
rations de la section 3.2.3 sur les systèmes singuliers linéaires à temps invariants du type
Σd (3.2) [Kuc89] :

— le nombre de degrés de liberté dynamiques d, avec d = deg [det(sE−A)] est le
nombre de variables d’état indépendantes du système et équivaut au nombre d’in-
tégrateur dans le système et ainsi au nombre de pôles finis du faisceau (sE−A)−1

(modes dynamiques finis i.e. exponentiels).

— le nombre de degré de liberté du système q, avec q = Rang E équivaut au nombre
total d’éléments dynamiques dans le système (i.e. intégrateurs et différentiateurs)
pour lesquels les conditions initiales sont choisies arbitrairement. q est donc égal
au nombre total de pôles finis et infinis du faisceau (sE−A)−1.

— la dimension du système est n et correspond à la dimension du vecteur d’état
x(t), mais le nombre d’éléments dynamique peut être inférieur i.e. Rang E ≤ n.

Notons par ailleurs que certains auteurs comme Misra et al. [MDV94] utilisent la notion
de matrice système compressée pour analyser les systèmes singuliers. Les zéros finis et
infinis du faisceau (sE−A) correspondent à ceux de la matrice système compressée, en
l’occurrence construite à partir d’une forme de Smith (5.12) légèrement modifiée 21.

3.4.2 Structure à l’infini

La structure à l’infini a été abordée au chapitre 2 (section 2.2.3 page 47) pour les
systèmes LTI réguliers. C’est une notion associée aux entrées/sorties du système et dé-
terminée à partir de sa matrice de transfert T(s), par exemple grâce à la décomposition
de Smith-McMillan à l’infini (théorème 2.1 page 48) de celle-ci. La structure a l’infini
se définit comme le nombre et l’ordre des zéros/pôles à l’infini (resp. des zéros à l’infini)

21. Cette forme modifiée conserve une matrice E11 de rang plein de telle sorte que l’équation originelle
de Smith (5.12a) puisse s’écrire E11 ˙̃x1(t) = A11x̃1(t) + A12x̃2(t) + B̃1u(t). L’équation (5.12b) est in-
changée. Cette forme de Smith modifiée est également celle utilisée par Fotsu-Ngwompo dans sa thèse
[FN97] pour introduire les systèmes singuliers.

92 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



93 CH. 3. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers

dans le cas général des systèmes non propres (resp. dans le cas des systèmes propres) 22.
Dans le cas des systèmes singuliers, et comme pour la notion de propreté, la notion de
structure à l’infini repose sur l’hypothèse que le faisceau de matrice sE−A est régulier
(théorème 3.1), garantissant en premier lieu l’existence de la matrice de transfert (3.3)
[MvdW91], mais également l’unicité des solutions pour q conditions initiales arbitraires
Ex(0−) et pour toute entrée u(t) (voir section 5.3.3 page 193) [VLK81] [Kuc86].

La structure à l’infini des systèmes singuliers peut directement être obtenue à par-
tir des définitions usuelles sur les systèmes réguliers. Rappelons les principaux résultats
basés sur la forme de Smith-McMillan (théorème 2.1 page 48) de la matrice de trans-
fert rationnelle propre T (s) (2.3) et qui s’expriment de la manière suivante [vdW91],
[MvdW91] :

— Le nombre de zéros à l’infini est égale r, où r = Rang T(s).

— Issus de la forme de Smith-McMillan, les ordres des r zéros à l’infini sont des en-
tiers ordonnés selon 0 ≤ n1 ≤ n2 ≤ ... ≤ nr, avec ∆∞(s) = diag (s−n1 , s−n2 , ..., s−nr).

— Nous avons également introduit la possibilité de directement calculer la somme
des zéros à l’infini à partir de la matrice système P(s) (2.4). En rappelant que
ni est l’ordre du iième zéros à l’infini de la matrice de transfert rationnelle propre
T(s) (2.3), une formulation condensée des théorèmes 2.2, 2.3, 2.4 peut s’exprimer
de la manière suivante [MvdW91],

δi =
i∑

j=1
nj = −δD n+i

(
A− sI B

C D

)
+ δD (A− sI) (3.28)

où la notation δD i(·) désigne le plus haut degré du mineur d’ordre i de la matrice
considéré. Le cadre rationnel propre de l’équation (3.28) nous permet d’écrire
que :

— la composante δD (A− sI) est égale à la dimension du système d’état, i.e.
δD (A− sI) = n.

— la composante δD n+i
(A−sI B

C D
)
équivaut au plus haut degré du mineur d’ordre

(n+ i) de la matrice système P(s), que nous avons noté βi dans (2.14). 23

Les précédents résultats sur les systèmes réguliers sont à présent étendus aux systèmes
singuliers à travers les formalisations proposées par Murota et van der Woude [MvdW91,
vdW91]. Nous rappelons au préalable les éléments suivants pour les systèmes (non
propres) du type Σd (3.2), permettant l’extension des théorèmes 2.2, 2.3, 2.4 propo-
sée par la suite (respectivement, les théorèmes 3.9, 3.10, 3.11) ;

— le nombre de zéros et pôles à l’infini est r = Rang T(s), où T(s) est une matrice
rationnelle non propre définie par (3.3)

22. Sans précision supplémentaire, les zéros/pôles à l’infini sont ceux de la structure à l’infini du
système i.e. associés à la matrice de transfert T(s). Ces zéros/pôles sont ainsi associés à la propreté
externe du système, par opposition à ceux du faisceau (sE − A)−1, associés à la propreté interne du
système (section 3.4.1).

23. Remarquons que le changement de signe entre la matrice système P(s) (2.4) et la matrice
(

A−sI B
C D

)
définie dans (3.28) n’a pas d’influence sur le calcul du degré de mineur.
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3.4. Propreté et structure à l’infini des systèmes singuliers 94

— issus de la forme de Smith-McMillan à l’infini, les ordres des r zéros et pôles
à l’infini sont les entiers relatifs ordonnés t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tr, avec ∆∞(s) =
diag

(
s−t1 , s−t2 , ..., s−tr

)
.

Théorème 3.9 ([MvdW91])
(Structure à l’infini d’un système singulier) Soit T(s) ∈ Rp×m une matrice
rationnelle non propre de rang r. Le système correspondant admet r zéros/pôles à
l’infini dont les ordres t1, t2, ..., tr peuvent être calculés de la manière suivante, pour
1 ≤ i ≤ r :

i∑
j=1

tj = − δD i (3.29)

où δD i est le plus haut degré des mineurs d’ordre i de T(s).

Le théorème précédent peut ainsi être appliqué en particulier à la matrice de transfert
T(s) rationnelle non propre (3.3). De manière analogue à l’approche algébrique sur les
systèmes réguliers, il existe une relation entre les degrés des mineurs des matrices de
transfert T(s) (3.3) et système P(s) (3.4) associées au modèle :

Théorème 3.10 ([MvdW91])

Soit T(s)j1,...,jih1,...,hi
∈ Ri×i une sous-matrice carrée déduite de la matrice de transfert

T(s) (rationnelle, non propre, (3.3)) en ne sélectionnant que les lignes h1, ..., hi et
les colonnes j1, ..., ji tel que det

(
T(s)j1,...,jih1,...,hi

)
6= 0. Soit δ

D i
j1,...,ji
h1,...,hi

le degré de ce dé-
terminant. δ

D i
j1,...,ji
h1,...,hi

peut être déterminé de la manière suivante :

δ
D i

j1,...,ji
h1,...,hi

= β
D i

j1,...,ji
h1,...,hi

− d (3.30)

où :
— d est la dimension de la partie dynamique finie du vecteur d’état du sys-

tème associé à la matrice de transfert T(s), soit d = deg det(sE − A) =
δD (A− sE).

— β
D i

j1,...,ji
h1,...,hi

est le degré de det
(
P(s)1,...,n,n+j1,...,n+ji

1,...,n,n+h1,...,n+hi

)
— P(s)1,...,n,n+j1,...,n+ji

1,...,n,n+h1,...,n+hi ∈ R(n+i)×(n+i) est la sous matrice déduite de la matrice
système P(s) en ne sélectionnant que les lignes 1, ..., n, n + h1, ..., n + hi et
les colonnes 1, ..., n, n + j1, ..., n + ji. Les n premières lignes et n premières
colonnes de P(s) sont conservés (contenant la matrice (sE−A)).

Reformulé en d’autres termes, le degré d’un determinant (i × i) de T(s) (3.3) est égale
au degré du mineur (n+ i)× (n+ i) correspondant de P(s) (3.4) auquel on soustrait d,
la dimension du vecteur d’état de la partie dynamique finie du système associé à T(s),
représentant le modèle singulier (3.2). Il est à présent possible d’extraire le plus haut
degré des mineurs d’ordre i de T(s) en fonction des degrés des mineurs d’ordre i de
P(s) :
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95 CH. 3. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers

Théorème 3.11 ([MvdW91])
Soit δD i le plus haut degré des mineurs d’ordre i de T(s). Alors :

δD i = βD i − d (3.31)

où d est la dimension du vecteur d’état de la partie dynamique finie du système
associé à T(s) et βD i est le plus haut degré des mineurs d’ordre (n+ i) de P(s).

Les théorèmes 3.9, 3.10, 3.11 sont résumés par Murota & van der Woude de la ma-
nière condensée suivante :

Théorème 3.12 ([MvdW91])
En notant ti l’ordre du iième zéro/pôle à l’infini de la matrice de transfert rationnelle
non propre T(s) (3.3) et δD i(·) le plus haut degré du mineur d’ordre i de la matrice
considérée, la somme des ordres des zéros/pôles à l’infini du système singulier peut
s’exprimer de la manière suivante :

i∑
j=1

tj = − δD i = −δD n+i

(
A− sE B

C D

)
+ δD (A− sE) (3.32)

En notant que :

— La composante δD (A− sE) est égale à la dimension de la partie dynamique finie
du système d’état, i.e. δD (A− sE) = d = deg det(sE−A).

— La composante δD n+i
(A−sE B

C D
)
équivaut au plus haut degré du mineur d’ordre

(n+ i) de la matrice système P(s), que nous avons noté βD i dans (3.31). 24

Remarque : Il faut en toute rigueur préciser que la formulation originelle dans [MvdW91]
ne fait pas intervenir la matrice D dans la formulation de T(s) et P(s). En utilisant la
formule de Schur 25 appliquée à la matrice système P(s) (3.4) et la matrice de transfert
T(s) (3.3), notant que les matrices (sE − A) et D sont carrées et que (sE − A) est
inversible, nous pouvons directement écrire :

det
(
sE−A B
−C D

)
= det(sE−A) det

(
D + C(sE−A)−1B

)
(3.33)

24. Le changement de variable entre la matrice système P(s) du système singulier définie dans (3.4)
et la matrice système

(
A−sE B

C D

)
de (3.32) n’a pas d’influence sur le calcul du degré de mineur.

25. La formule de Schur (définition 2.1 page 49) est rappelée ci-après : soit M une matrice définie
par bloc M =

[M11 M12
M21 M22

]
où M11 et M22 sont des matrices carrées et M11 inversible. Le déterminant

de la matrice M peut alors s’écrire sous la forme det (M) = det (M11) det
(
M22 −M21M−1

11 M12
)
.
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3.5. Ordres d’essentialité généralisés 96

et ainsi,

−deg det
(
D + C(sE−A)−1B

)
= −deg det

(
sE−A B
−C D

)
+ deg det(sE−A)

⇔ − deg det T(s) = −deg det P(s) + d
(3.34)

Cette approche est également déclinable aux mineurs de T(s) et P(s), respectivement
d’ordre i et n + i. En effet, la considération de mineurs d’ordre n + i ne modifie pas le
faisceau (sE−A) de P(s), il reste donc toujours régulier (et carré), la matrice D est rem-
placée par une matrice carrée de dimension i, et les matrices B et C par des extractions
respectivement de i colonnes et i lignes. La formule de Schur peut donc s’appliquer et
les équations (3.33) et (3.34) peuvent être déclinées aux mineurs respectifs de T(s) et
P(s). Ces considérations justifient l’extension faite du théorème 3.12 de [MvdW91] en
considérant une matrice D 6= 0, mais également celles des théorèmes 3.9, 3.10, 3.11.

Il est intéressant de noter que la définition de la structure à l’infini des systèmes
singuliers ainsi que les théorèmes 3.9, 3.10, 3.11 et 3.12 sont une généralisation qui
comprend les définitions et théorèmes établis pour les systèmes réguliers (théorèmes 2.2,
2.3, 2.4, résumés par l’équation (3.28)), base de l’analyse structurelle des modèles directs
présentée par Jardin [Jar10], mais également ceux établis pour le cas particulier des
systèmes généralisés (théorèmes 2.5 et 2.6), base de l’analyse structurelle des modèles
inverses proposée par El Feki [EF11]. Nous rappelons que les modèles inverses traités
dans [EF11] peuvent se mettre sous la forme généralisée (2.5) page 46, où le système
d’ordre minimal Σ−1 est un cas particulier de systèmes singuliers ne possédant que des
pôles à l’infini [CDD+86]. 26

3.5 Ordres d’essentialité généralisés

3.5.1 Introduction

Nous souhaitons à présent étendre la notion d’ordre d’essentialité aux systèmes li-
néaires à temps invariant singuliers, possédant donc une matrice de transfert non forcé-
ment propre. Nous gardons à l’esprit la finalité de la phase d’adéquation de la méthodo-
logie d’inversion (chapitre 1, section 1.4 page 24) pour déterminer l’ordre de dérivation
maximal nécessaire et suffisant de chaque sortie apparaissant dans le modèle inverse
du système singulier Σd (3.2). Pour ce faire, nous nous appuyons sur les résultats de
Commault et al. [CD86, CDD+86] et les démonstrations associées, initialement énon-
cées dans le cas des systèmes strictement propres (i.e. systèmes ayant des matrices de
transfert strictement propres), pour les étendre aux systèmes singuliers. Nous montrons
que ces invariants structurels sont déterminés de manière unique sur T(s) (3.3) et nous
les nommons ordres d’essentialité généralisés du système singulier Σd (3.2).

3.5.2 Structure à l’infini par colonne (resp. par ligne) de matrices ra-
tionnelles

Pour les définitions et démonstrations relatives à l’ordre d’essentialité généralisé,
nous donnons un certain nombre de rappels sur la structure à l’infini par colonne (resp.
par ligne) des matrices rationnelles. Nous rappelons tout d’abord la notion de vecteur

26. Nous verrons au chapitre 5 que le système (2.5) peut-être issu d’une transformation d’un système
singulier initialement exprimé sous la forme (3.2) à partir des transformations d’équivalence restreinte
(définition 5.1 page 182) de Rosenbrock (théorème 5.2 page 183) et Smith (théorème 5.3 page 186) ou
de la transformation d’équivalence stricte (s.s.e) de l’équation (5.20) page 189.
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97 CH. 3. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers

rationnel.

Définition 3.4 ([Ric01])
(Vecteur rationnel (resp. rationnel propre, rationnel strictement propre))
Un vecteur rationnel (resp. rationnel propre, rationnel strictement propre) est un vec-
teur dont les composantes sont des fractions rationnelles (resp. rationnelles propres,
rationnelles strictement propres).

Ainsi, un vecteur rationnel est non propre s’il possède au moins une composante vi(s)
rationnelle non propre, i.e. de la forme vi(s) = pi(s) + gi(s) où pi(s) est un polynôme et
gi(s) une fraction rationnelle propre. Nous définissons maintenant la structure à l’infini
par colonne (resp. par ligne) d’une matrice rationnelle comme étant l’ordre du zéro/pôle
à l’infini par colonne (resp. par ligne) de la matrice (définition 3.5).

Définition 3.5 ([CDT90, CD86])
(Structure à l’infini par colonne (resp. par ligne) d’une matrice ration-
nelle) Soit T(s) ∈ Rp×m une matrice rationnelle et notons gi(s) la iième colonne
(resp. ligne) de T(s). La structure à l’infini de la iième colonne (resp. iième ligne) est
définie par l’entier relatif ki de la manière suivante :

ki = min
k∈Z
{ lim
s→+∞

skgi(s) = gi 6= 0} (3.35)

en précisant :
— si ki ≥ 0, ki est un ordre de zéro à l’infini de la iième colonne (resp. iième

ligne) gi(s).
— si ki < 0, −ki est un ordre de pôle à l’infini de la iième colonne (resp. iième

ligne) gi(s).

Remarque 1: L’entier ki ainsi défini est unique.

Remarque 2: la définition 3.5 est légèrement modifiée par à rapport à la définition
originelle de Commault et al. [CDT90] pour être consistante avec la factorisation de
Smith-McMillan à l’infini d’une matrice rationnelle (théorème 2.1 page 48) et les dé-
finitions originelles exprimées sur les ordres des zéros à l’infini par ligne d’une matrice
rationnelle propre [BM65] [DD82], rappelées au théorème 2.7 page 52. 27

La définition 3.5 implique qu’une matrice rationnelle ayant pour iième colonne (resp.
pour iième ligne) un vecteur rationnel propre possèdera un zéro à l’infini par colonne
(resp. par ligne) pour la iième colonne (resp. iième ligne). Si en revanche l’une des com-
posantes de la iième colonne (resp. iième ligne) n’est pas propre (en d’autres termes si
le vecteur constitutif de l’iième colonne (resp. iième ligne) est rationnel non propre), la
structure à l’infini de la iième colonne (resp. iième ligne) sera constituée d’un pôle à l’infini
par colonne (resp. par ligne). 28

27. En imaginant par exemple qu’on applique (3.35) à une matrice rationnelle directement sous sa
forme de Smith-McMillan à l’infini, impliquant que les zéros/pôles à l’infini par colonne sont équivalents
aux zéros/pôles à l’infini de la matrice.

28. La définition 3.5 et la présente assertion comprend ainsi la définition formulée par Commault et
al. dans [CD86] sur les vecteurs rationnels non propres : Si v(s) est un vecteur rationnel non propre, il
possède un pôle à l’infini d’ordre q, où q est le degré maximal des polynômes constitutifs des composantes
de v(s).
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3.5. Ordres d’essentialité généralisés 98

Exemple
(Structure à l’infini par colonne d’une matrice rationnelle) Considérons la
matrice rationnelle T(s) suivante :

T(s) =

s
2 1

s2 s2 1
s2 1 1

s3 s3 1
s3

1
s3 s2 1

s2

 (3.36)

En notant ki les ordres respectifs des zéros/pôles à l’infini des colonnes gi(s) de
T(s), nous avons k1, k2 et k3, ordres des pôles à l’infini par colonne de g1(s), g2(s)
et g3(s), de valeur respective 3, 3 et 2. g4(s) possède un zéro à l’infini par colonne
d’ordre k4 = 2, g5(s), un pôle à l’infini par colonne d’ordre k5 = 2 et enfin g6(s)
possède un zéro à l’infini par colonne d’ordre k6 = 0.

Nous introduisons à présent certaines propriétés entre matrices rationnelles liées par des
opérations de pré/post-multiplication par des matrices rationnelles bipropres (ou bicau-
sales). Nous rappelons qu’une matrice rationnelle propre B(s) ∈ Rm×m est dite bipropre
(ou bicausale) si B(s) est inversible et d’inverse B−1(s) ∈ Rm×m propre. Ces opérations
sont rencontrées lors de la détermination de la structure à l’infini par colonne des ma-
trices rationnelles et des ordres d’essentialité.

Propriété 3.6
(Matrices rationnelles liées par des transformations bipropres (bicau-
sales)) Soient deux matrices M1(s) ∈ Rp×m et M2(s) ∈ Rp×m liées par une trans-
formation bipropre par la gauche :

M1(s) = B(s)M2(s) (3.37)

où B(s) ∈ Rp×p est bipropre. Alors l’ordre du zéro/pôle à l’infini de l’iième colonne
de M1(s) est égal à l’ordre du zéro/pôle à l’infini de l’iième colonne de M2(s) et
défini de manière unique.

Démonstration : la propriété 3.6 peut être démontrée à partir de la définition 3.5.
Soient M1(s) ∈ Rp×m et M2(s) ∈ Rp×m liées par la transformation bipropre (3.37).
Notons respectivement g1i(s) et g2i(s) les iièmes colonnes de M1(s) et M2(s). Nous
pouvons écrire, pour k ∈ Z :

lim
s→+∞

skg1i(s) = lim
s→+∞

sk (B(s) g2i(s))

= lim
s→+∞

B(s)
(
sk g2i(s)

)
= B0 lim

s→+∞
sk g2i(s) ,

(3.38)

où B0 est une matrice constante inversible. La dernière égalité de (3.38) et la définition
3.5 impliquent que l’ordre du zéro/pôle à l’infini de l’iième colonne de M1(s) est égale à
l’ordre du zéro/pôle à l’infini de l’iième colonne de M2(s).

Fin de la démonstration.
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99 CH. 3. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers

Un raisonnement similaire est applicable par ligne lorsque deux matrices rationnelles sont
liées par une transformation bipropre par la droite. Les ordres des zéros/pôles à l’infini
par ligne sont égaux. Il peut également être montré que la structure à l’infini par ligne
d’une matrice rationnelle est définie de manière unique.

Exemple
(Matrices rationnelles liées par des transformations bipropres, cas ration-
nel propre) : considérons dans l’exemple de [CD86], la matrice rationnelle propre
T(s) suivante (3.39) et sa forme de Hermite associée H(s) :

T(s) =


1
s2

1
s3

1
s

1
s2 + 1

s3

 =


1
s2 0

1
s

1
s3


1 1

s

0 1

 = H(s)B(s) (3.39)

Les matrices T(s) et H(s), liées par la transformation bipropre par la droite (3.39),
ont les mêmes ordres de zéros à l’infini par ligne, respectivement 2 pour la première
ligne et 1 pour la seconde. D’autre part, nous avons :

T−1(s) =

(s+ 1)s2 −s2

−s4 s3

 = B−1(s)H−1(s) =

1 −1
s

0 1


 s2 0

−s4 s3

 (3.40)

Les matrices T−1(s) et H−1(s), liées par la transformation bipropre par la gauche
(3.40), ont les mêmes ordres de pôles à l’infini par colonne, respectivement 4 pour la
première colonne et 3 pour la seconde.

Remarque : la forme de Hermite est une forme triangulaire de la matrice rationnelle
initiale qui peut être obtenue par transformations élémentaires sur ses colonnes, par
postmultiplication (i.e. multiplication à droite) par des matrices rationnelles propres, in-
versibles et d’inverses rationnelles propres (donc bipropres) [Ric01]. Notons par exemple
que la permutation de deux colonnes est l’une des opérations élémentaires sur une ma-
trice rationnelle pouvant être représentée par une transformation bicausale par la droite.
Cette opération élémentaire conserve la structure à l’infini par ligne.

Exemple
(Matrices rationnelles liées par des transformations bipropres, cas ration-
nel) : considérons la matrice rationnelle T(s) suivante (3.41) et une factorisation
R(s) faisant intervenir une transformation à droite par une matrice bipropre B(s) :

T(s) =


1
s2

1
s3

1
s

1
s2 + s3

 =


1
s2 0

1
s

s3


1 1

s

0 1

 = R(s)B(s) (3.41)

Les matrices T(s) et R(s) de (3.41) possèdent :
— le même ordre de zéro à l’infini par ligne pour la première ligne, en l’occur-

rence 2,

99 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



3.5. Ordres d’essentialité généralisés 100

— le même ordre de pôle à l’infini par ligne pour la seconde ligne, à savoir 3.

De manière analogue, analysons une transformation bipropre par la gauche à l’aide
de la matrice T−1(s). Nous avons :

T−1(s) =

s
2 + 1

s3 − 1
s4

− 1
s2

1
s3

 = B−1(s)R−1(s) =

1 −1
s

0 1



s2 0

− 1
s2

1
s3

 (3.42)

Les matrices T−1(s) et R−1(s) de (3.42) possèdent :
— le même ordre de pôle à l’infini par colonne pour la première colonne, en

l’occurrence 2,
— le même ordre de zéro à l’infini par colonne pour la seconde colonne, à savoir

3.

Nous proposons d’utiliser à présent les propriétés précédentes sur les transformations
bipropres pour d’une part étendre la définition de certains invariants, initialement énon-
cée pour des matrices rationnelles propres, et d’autre part démontrer leur unicité. Cette
démonstration s’appuie sur la formalisation initialement proposée par Commault et
al. [CDD+86, CD86] sur les matrices rationnelles propres.

Remarque : dans toute la suite de ce mémoire, annexes comprises, les définitions,
procédures ou propositions qui font l’objet d’une contribution sont identifiables par un
encadré en trait épais, comme celui de la proposition 3.1, ci-après.

Proposition 3.1

Soit T(s) ∈ Rp×m une matrice rationnelle de rang plein par les lignes, et p ≤ m.
Considérons une factorisation de T(s) de la forme :

T(s) =
[
R(s) 0

]
B(s) , (3.43)

où R(s) ∈ Rp×p est inversible et B(s) ∈ Rm×m est bipropre.

Les ordres des zéros/pôles à l’infini par colonne de R−1(s) sont définis de manière
unique.

Démonstration 29 :

Soit T(s) ∈ Rp×m une matrice rationnelle de rang plein par les lignes, et p ≤ m.
Considérons en premiers lieux deux factorisations de T(s) de la forme :

T(s) =
[
R1(s) 0

]
B1(s) =

[
R2(s) 0

]
B2(s) (3.44)

29. Cette démonstration est similaire à la démonstration d’unicité de la structure à l’infini par colonne
de R−1(s) proposée par Commault et al. dans [CD86]. La seule différence réside dans le fait que la
démonstration originale est énoncée pour une matrice de transfert T(s) rationnelle strictement propre,
stable et surjective, tandis que la démonstration proposée ici l’étend au cas rationnel.
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101 CH. 3. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers

où R1(s) ∈ Rp×p et R2(s) ∈ Rp×p sont des matrices rationnelles inversibles et B1(s) ∈
Rm×m et B2(s) ∈ Rm×m sont des matrices bipropres.

Nous pouvons réécrire (3.44) de la manière suivante :

[
R−1

1 (s)R1(s) 0
]
B1(s)B−1

1 (s) =
[
R−1

1 (s)R2(s) 0
]
B2(s)B−1

1 (s)

⇔
[
Ip 0

]
=

[
R−1

1 (s)R2(s) 0
] [B11(s) B12(s)

B21(s) B22(s)

] (3.45)

où B11 ∈ Rp×p(s), B12 ∈ Rp×(m−p)(s), B21 ∈ R(m−p)×p(s) et B22 ∈ R(m−p)×(m−p)(s). En
notant que R−1

1 (s)R2(s) est inversible, la relation (3.45) entraîne que B12(s) = 0.

En notant à présent que la matrice B2(s)B−1
1 (s) de (3.45) est une matrice bipropre 30 et

que son inverse est de la forme :

(
B2(s)B−1

1 (s)
)−1

=
[
B−1

11 (s) 0
∗ ∗

]
(3.46)

nous pouvons en conclure que la matrice B11(s) est une matrice bipropre.
En utilisant (3.45), nous avons :

Ip = R−1
1 (s)R2(s)B11(s) ,

soit R−1
1 (s) = B−1

11 (s)R−1
2 (s)

(3.47)

Nous pouvons ainsi conclure de la propriété 3.6 que l’ordre du zéro/pôle à l’infini de
l’iième colonne de R−1

1 (s) est égal à l’ordre du zéro/pôle à l’infini de l’iième colonne de
R−1

2 (s).

Fin de la démonstration.

3.5.3 Ordres d’essentialité généralisés : définition et détermination al-
gébrique

En utilisant les résultats de la section 3.5.2, nous allons à présent définir les ordres
d’essentialité généralisés des matrices rationnelles non nécessairement propres, proposer
une méthode de détermination algébrique, ainsi qu’une interprétation pour l’inversion
des systèmes d’état singuliers à temps invariant.

Définition 3.7
(Ordres d’essentialité généralisés d’une matrice rationnelle non nécessai-
rement propre) Soit T(s) ∈ Rp×m une matrice rationnelle de rang plein par les
lignes, et p ≤ m. Considérons une factorisation de T(s) de la forme :

T(s) =
[
R(s) 0

]
B(s) (3.48)

où R(s) ∈ Rp×p est inversible et B(s) ∈ Rm×m est bipropre (bicausale).

Les ordres d’essentialité généralisés de T(s), notés nieg , sont définis comme les
ordres des zéros/pôles à l’infini par colonne de R−1(s). Ils sont définis de manière
unique.

30. Le produit de deux matrices bipropres est une matrice bipropres.
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3.5. Ordres d’essentialité généralisés 102

Démonstration : La démonstration de l’unicité des ordres d’essentialité généralisés de
T(s) est directement issue de la proposition 3.1.

Fin de la démonstration.

Nous proposons à présent une procédure algébrique de détermination des ordres d’essen-
tialité généralisés des matrices rationnelles. Sa démonstration s’appuie sur celle énoncée
par Commault et al. [CDD+86, CD86], étendue au cas non forcément propre. Elle se
base sur la structure à l’infini de T(s) pour déterminer la structure à l’infini par colonne
de T−1(s).

Proposition 3.2 ([LEDL+16])
(Ordres d’essentialité généralisés d’une matrice rationnelle non nécessai-
rement propre) Soit T(s) ∈ Rp×m une matrice rationnelle de rang plein par les
lignes, et p ≤ m. Les ordres d’essentialité généralisés nieg peuvent être déterminé
de la manière suivante :

nieg =
p∑
j=1

tj −
p−1∑
j=1

t̄ij i = 1, ..., p (3.49)

où
— p est le rang de T(s), égal au nombre de pôles/zéros à l’infini de T(s),
— tj est l’ordre du jième pôle/zéro à l’infini de T(s),
— t̄ij est l’ordre du jième pôle/zéro à l’infini de la matrice Ti(s) ∈ R(p−1)×m,

obtenue à partir de T(s) en supprimant sa iième ligne.

Démonstration : la démonstration est ici présentée pour i = 1 afin de simplifier les
manipulations sur T(s). Cette démonstration est valable pour tout i en faisant les per-
mutations de lignes préalables adéquates sur T(s) pour se ramener au présent cas.

Soit T(s) ∈ Rp×m une matrice rationnelle de rang plein par les lignes, et p ≤ m.
Considérons en premier lieu une factorisation de T(s) de la forme :

T(s) =
[
R(s) 0

]
B(s) (3.50)

où R(s) ∈ Rp×p est inversible et B(s) ∈ Rm×m est bipropre. Écrivons R(s) de la manière
suivante (3.51) :

R(s) =


r1(s)

R̄1(s)

 (3.51)

où r1(s) est la première ligne de R(s) et R̄1(s) ∈ R(p−1)×p, de rang (p− 1). La matrice
R̄1(s) peut être factorisée suivant la forme de Smith-McMillan à l’infini (théorème 2.1
page 48) :

R̄1(s) = B̄1(s)∆̄(s)B̄2(s) (3.52)

où

102 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



103 CH. 3. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers

— B̄1(s) ∈ R(p−1)×(p−1) et B̄2(s) ∈ Rp×p sont des matrices bipropres.

— ∆̄(s) =


s−t̄11 0

. . . ...
s−t̄1(p−1) 0

 ∈ R(p−1)×p

En utilisant (3.51) et (3.52), la matrice R(s) peut être factorisée de la manière suivante :

R(s) =


r1(s)

B̄1(s)∆̄(s)B̄2(s)



=


1 0 · · · 0
0
... B̄1(s)
0


︸ ︷︷ ︸

¯̄B1(s)

·


r1(s)B̄2

−1(s)

∆̄(s)


︸ ︷︷ ︸

R̄(s)︸ ︷︷ ︸
T̄(s)

· B̄2(s)
(3.53)

où ¯̄B1(s) ∈ Rp×p est bipropre, R̄(s) ∈ Rp×p est inversible et T̄(s) ∈ Rp×p est inversible
également.

Les matrices R(s) et T̄(s) sont liées par une transformation bipropre à droite (3.53)
et ainsi leur inverse, par une transformation bipropre à gauche (en notant que T̄−1(s) =
R̄−1(s) ¯̄B−1

1 (s)). La propriété 3.6 implique que la structure à l’infini par colonne de
R−1(s) est égale à celle de T̄−1(s).

Calculons à présent la première colonne de T̄−1(s), avec T̄−1(s) = R̄−1(s) ¯̄B−1
1 (s). La

forme particulière de la matrice bipropre ¯̄B1(s) (et donc de ¯̄B−1
1 (s)) implique que la

première colonne de T̄−1(s) correspond à la première colonne de R̄−1(s) et qu’elles ont
donc la même structure à l’infini i.e. le même ordre de pôle/zéro à l’infini par colonne).
Nous avons :

R̄−1(s) = 1
det

(
R̄(s)

) com
(
R̄(s)

)T
(3.54)

où com(·) désigne la comatrice (ou matrice adjointe).

La première colonne de com
(
R̄(s)

)T
se réduit à la forme suivante :

com
(
R̄(s)

)T
p,1

=
[

0 · · · 0 (−1)(p+1)∏p−1
j=1 s

−t̄1j
]T

(3.55)

Pour le calcul de det
(
R̄(s)

)
, ré-exprimons préalablement R̄(s) à partir de (3.53) de la

manière suivante :
R̄(s) = ¯̄B−1

1 (s)R(s)B̄−1
2 (s) (3.56)

La matrice R(s), rationnelle carrée de rang plein (3.50), peut également être factorisée
sous la forme de Smith-McMillan à l’infini selon :

R(s) = B3(s)∆(s)B4(s) (3.57)
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3.5. Ordres d’essentialité généralisés 104

où
— B3(s) ∈ Rp×p et B4(s) ∈ Rp×p sont des matrices bipropres.

— ∆(s) =

 s−t1

. . .
s−tp

 ∈ Rp×p

En utilisant (3.56) et (3.57), il vient :

R̄(s) = ¯̄B−1
1 (s)B3(s)∆(s)B4(s)B̄−1

2 (s) (3.58)

Le déterminant de R̄(s) peut ainsi s’écrire :

det
(
R̄(s)

)
= b(s)

p∏
j=1

s−tj (3.59)

où b(s) est une fonction bipropre provenant des déterminants des matrices bipropres de
(3.58).

Nous pouvons ainsi réécrire la première colonne de la matrice R̄−1(s) selon :

(
R̄−1(s)

)
p,1

=
[

0 · · · 0
(−1)(p+1)∏p−1

j=1 s
−t̄1j

b(s)
∏p
j=1 s

−tj

]T
(3.60)

L’ordre du zéro/pôle à l’infini de la première colonne de la matrice R̄−1(s) est donc égal
à
∑p−1
j=1

(
−t̄ij

)
−
∑p
j=1 (−tj) =

∑p
j=1 tj −

∑p−1
j=1 t̄ij et correspond également à l’ordre du

zéro/pôle à l’infini de la première colonne de T̄−1(s) (3.53).

En utilisant (3.53) et en rappelant que B̄2(s) est bipropre, nous pouvons conclure que
la structure à l’infini par colonne de R−1(s) est égale à celle de T̄−1(s). Nous pouvons
ainsi en déduire que l’ordre d’essentialité généralisé nieg de T(s) peut être déterminé de
la manière suivante :

nieg =
p∑
j=1

tj −
p−1∑
j=1

t̄ij i = 1, ..., p (3.61)

Fin de la démonstration.

3.5.4 Interprétation pour les systèmes linéaires singuliers à temps in-
variant

Les ordres d’essentialité généralisés proposés en section 3.5.3 sont définis de manière
unique sur une matrice rationnelle, notée T(s), comme étant la structure à l’infini par
colonne (i.e. les ordres des pôles/zéros à l’infini par colonne) de la matrice R−1(s) (défini-
tion 3.7). Ajoutons que dans le cas où la matrice rationnelle T(s) est carrée d’ordre plein
(i.e. T(s) ∈ Rp×p), nous pouvons directement appliquer cette définition à T−1(s) (dans
la mesure où la matrice identité est une matrice bipropre). Nous pouvons ainsi proposer
le Lemme suivant pour les systèmes d’état singuliers linéaires à temps invariants :
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105 CH. 3. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers

Lemme 3.3
(Ordres d’essentialité généralisés d’un système d’état singulier linéaire
à temps invariant) Soit le système d’état singulier linéaire à temps invariant Σd

(3.2) ayant pour matrice de transfert T(s) ∈ Rp×m, rationnelle de rang plein par les
lignes, p ≤ m, telle que T(s) = C(sE−A)−1B+D. L’ordre d’essentialité généralisé
nieg de la iième sortie yi du système peut être déterminé de la manière suivante :

nieg =
p∑
j=1

tj −
p−1∑
j=1

t̄ij i = 1, ..., p (3.62)

où
— p est le rang de T(s), égale au nombre de pôle et zéro à l’infini du système

(E,A,B,C,D),
— tj est l’ordre du jième pôle/zéro à l’infini du système (E,A,B,C,D),
— t̄ij est l’ordre du jième pôle/zéro à l’infini du sous-système ayant pour matrice

de transfert Ti(s), de dimension (p − 1) ×m, obtenue à partir de T(s) en
supprimant sa iième ligne.

En ramenant le raisonnement qui suit aux systèmes carrés par souci de simplicité (i.e. T(s) ∈
Rp×p), deux cas de structures à l’infini par colonne peuvent se présenter pour la matrice
de transfert du système inverse T−1(s) (voir par ailleurs les définitions 3.5 et 3.7) :

— Si l’iième colonne de T−1(s) possède un pôle à l’infini, l’ordre de ce pôle à l’infini
par colonne correspond à l’ordre maximal de dérivation (atteint) de la sortie as-
sociée du système.

— Si l’iième colonne de T−1(s) possède un zéro à l’infini, l’ordre de ce zéro à l’infini
par colonne correspond à l’ordre minimal d’intégration de la sortie associée du
système.

Nous rappelons que les systèmes d’état réguliers, ayant des matrices de transfert propres
(i.e. n’ayant que des zéros à l’infini), possèdent des matrices de transfert inverses n’ayant
que des pôles à l’infini [CDD+86] et ainsi uniquement des pôles à l’infini par colonne
[CD86]. Les ordres de ces pôles à l’infini par colonne correspondent aux ordres de déri-
vation maximaux des sorties associées dans cette représentation inverse du système (non
nécessairement associée au modèle inverse d’ordre minimal). Dans le cas d’un système
d’état singulier, la matrice de transfert inverse associée peut indifféremment exhiber des
zéros ou pôles à l’infini par colonne. Dans le cas où nous retrouverions un pôle à l’infini
pour l’iième colonne de T−1(s), l’implication pour la sortie associée est la même que vu
précédemment pour un système d’état classique. Dans le cas où nous trouverions un zéro
à l’infini pour l’iième colonne de T−1(s), cela implique en revanche un ordre d’intégration
minimal de la sortie associée, par implication de la définition d’un zéro à l’infini d’une
colonne/ligne d’une matrice rationnelle (définition 3.5).

105 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



3.5. Ordres d’essentialité généralisés 106

Exemple
(Ordres d’essentialité généralisés déterminés sur la matrice de transfert
inverse d’un système singulier ; cas où T (s) est rationnelle) : Considérons la
matrice rationnelle T (s) suivante et sa matrice inverse associée T−1(s) :

T(s) =


1
s2

1
s3

1
s

1
s2 + s3

 , T−1(s) =

s
2 + 1

s3 − 1
s4

− 1
s2

1
s3

 (3.63)

La matrice T−1(s) de (3.63) possède :
— un pôle à l’infini pour la première colonne, d’ordre 2,
— un zéro à l’infini pour la seconde colonne, d’ordre 3.

Considérant le vecteur d’entrée U(s) =
[
U1(s) U2(s)

]T
et le vecteur de sortie

Y(s) =
[
Y1(s) Y2(s)

]T
, nous obtenons, pour le modèle inverse associée à (3.63),

la représentation suivante :

U(s) =
[
U1(s)
U2(s)

]
= T−1(s)Y(s) =


(
s2 + 1

s3

)
Y1(s)− 1

s4Y2(s)

− 1
s2Y1(s) + 1

s3Y2(s)

 (3.64)

Le modèle inverse (3.64) fait intervenir pour la première sortie Y1(s), un ordre de
dérivation maximale de 2, correspondant à l’ordre du pôle à l’infini de la première
colonne de T−1(s) (n1eg = 2). Pour la seconde sortie, Y2(s), la structure à l’infini
de la seconde colonne de T−1(s) étant un zéro, l’ordre associé correspond à l’ordre
d’intégration minimal de cette sortie dans le modèle inverse, en l’occurrence 3 (n2eg =
−3).

Exemple
(Ordres d’essentialité généralisés déterminés sur la matrice de transfert
d’un système singulier ; cas où T(s) est rationnelle) : Considérons à nouveau
la matrice rationnelle T(s) de (3.63).

1. Calculons dans un premier temps la quantité
∑p
j=1 tj , i.e. la somme des zé-

ros/pôles à l’infini de T(s). Nous avons précédemment introduit le fait qu’il
est envisageable de déterminer les ordres des zéros/pôles à l’infini de T(s)
grâce à ses mineurs (voir théorème 3.9 page 94), évitant ainsi la factorisation
de Smith-McMillan à l’infini (théorème 2.1 page 48). Nous avons ainsi :

— mineurs d’ordre 1 : 1
s2 ; 1

s3 ; 1
s
; 1
s2 + s3.

Le plus haut degré des mineurs d’ordre 1 de T (s), noté δD 1, est 3, soit :

t1 = − δD 1 = −3 (3.65)

où t1 est un pôle à l’infini de T(s), d’ordre 3.
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107 CH. 3. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers

— mineurs d’ordre 2 : det (T(s)) = s.

Le plus haut degré des mineurs d’ordre 2 de T(s), noté δD 2, est 1, soit :

2∑
j=1

tj = − δD 2 = −1 (3.66)

soit t2 = 2, où t2 est un zéro à l’infini de T(s), d’ordre 2.

2. Calculons à présent les quantités
∑p−1
j=1 t̄ij relatives à chacune des sous-matrices

T1(s) et T2(s) dans lesquelles on a respectivement supprimé la 1ère et la 2ème

ligne de T(s). Il s’agit de la somme des zéros/pôles à l’infini des sous-matrices
T1(s) et T2(s) respectivement :

— la sous-matrice T1(s) est la matrice ligne suivante :

T1(s) =
[

1
s

1
s2 + s3

]
(3.67)

La somme des zéros/pôles à l’infini de T1(s) se réduit au seul zéro/pôle
à l’infini par ligne, en l’occurrence un pôle d’ordre 3. Soit :

t̄11 = −3 (3.68)

— la sous-matrice T2(s) est la matrice ligne suivante :

T2(s) =
[

1
s2

1
s3

]
(3.69)

La somme des zéros/pôles à l’infini de T2(s) se réduit au seul zéro/pôle
à l’infini par ligne, en l’occurrence un zéro d’ordre 2. Soit :

t̄21 = 2 (3.70)

3. Calculons enfin les ordres d’essentialité généralisés de T(s). Nous avons :

n1eg =
2∑
j=1

tj −
2−1∑
j=1

t̄1j = (−3 + 2)− (−3) = 2 (3.71)

et

n2eg =
2∑
j=1

tj −
2−1∑
j=1

t̄2j = (−3 + 2)− 2 = −3 (3.72)

Nous déduisons de (3.71) que la première sortie du système sera dérivée
au maximum deux fois (n1eg = 2) et de (3.72) que la deuxième sortie sera
intégrée au minimum trois fois (n2eg = −3) dans le modèle inverse. Ces ré-
sultats correspondent bien à ce qui a été trouvé à partir de la matrice T−1(s)
de (3.63).
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3.5.5 Conclusion sur les ordres d’essentialité généralisés

La définition de l’ordre d’essentialité généralisé d’une matrice rationnelle appliquée
à la matrice de transfert d’un système singulier et son implication sur les ordres de dé-
rivation et d’intégration des sorties dans le modèle inverse associé correspondent à nos
attentes dans le cadre de la méthodologie de dimensionnement par modèle inverse (cha-
pitre 1, section 1.4 page 24) pour l’extension à la classe des systèmes linéaires singuliers
que nous visons. Dans la phase d’adéquation, les exigences sur les sorties formulées par le
cahier des charges portent principalement sur leurs ordres de dérivation (étape de vali-
dité du cahier des charges de la phase d’adéquation, voir figure 1.13 page 29). A ce titre,
le présent développement apporte cette information (proposition 3.1, définition 3.7, et
interprétation en section 3.5.4) et la manière de la caractériser (proposition 3.2, lemme
3.3), i.e. l’ordre de dérivation maximal et atteint de chacune des sorties dans le modèle
inverse, dans la mesure où ces dernières sont dérivées. Dans le cas où certaines sorties
ne sont pas dérivées mais exclusivement intégrées, la définition de l’ordre d’essentialité
généralisé ne fournit en revanche qu’une borne inférieure de l’ordre d’intégration. Ceci
ne pose aucun problème dans le cadre de la méthodologie de dimensionnement.

3.6 Conclusion

Le présent chapitre 3 a permis d’établir un certain nombre de propriétés algébriques
des systèmes singuliers pour constituer un cadre référent aux extensions graphiques à
cette classe de système de la méthodologie de conception (présentée au chapitre 1) et de
ses outils (chapitre 2).

Nous avons choisi de traiter la classe des systèmes singuliers à faisceau régulier, qui
correspond à la classe de système issu de modèles bond graph (ce point sera rediscuté
au chapitre 4) et permet de regarder en premier lieu leur solvabilité (section 3.2.2). Vis-
à-vis de la classe des systèmes réguliers sur laquelle l’ensemble de la méthodologie de
conception (et de ses outils) est originellement formulée, la classe des systèmes singu-
liers se distingue tout d’abord par la présence de phénomènes infinis dynamiques (modes
impulsionnels) et non dynamiques (modes non dynamiques, ou modes algébriques). La
compréhension de cette spécificité majeure nécessite la mise en place de transformations
du système originel et une formalisation de la réponse temporelle du système que nous
proposons au chapitre 5 sur la base de l’approche distributionnelle de Verghese et
en explicitant la contribution des modes exponentiels, impulsionnels et non dynamiques
(sections 5.2 et 5.3). Ces modes, associés à la notion de propreté (section 3.4.1), consti-
tuent en partie la référence algébrique qui nous permettra d’énoncer un certain nombre
de propriétés structurelles sur les modèles bond graph (chapitre 4), notamment au regard
de la spécificité physique que représentent les stockages d’énergie dans le bond graph et
leur variable d’énergie associée (et ainsi la représentation d’état singulière du système
qui en découle).

Dans le cadre de la méthodologie de dimensionnement par modèle inverse, le chapitre 3
étend le référentiel algébrique pour supporter la phase d’adéquation i.e. la phase assurant
la concordance entre la structure du modèle et les spécifications du cahier des charges.
Cette phase concerne l’inversibilité du modèle (validité du modèle de conception) et les
propriétés de dérivabilité des fonctions spécifiées en sortie dans le cahier des charges par
rapport à la structure du modèle inverse (validité du cahier des charges) :

— l’inversibilité structurelle a été détaillée au chapitre 2, notamment à travers la
procédure « semi-directe » de Fotsu-Ngwompo (section 2.3.2.2 page 59) puis
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109 CH. 3. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers

rediscutée en section 3.3 à la lumière des procédures algébriques existantes sur
les systèmes singuliers.

— les propriétés structurelles de dérivabilité des sorties du modèle inverse ont été
abordées, comme dans la démarche originelle, en se basant sur la structure à
l’infini du système et sur la notion d’ordre d’essentialité. Si, au niveau algé-
brique, la première a déjà été formalisée sur les systèmes singuliers (section 3.4.2),
nous proposons en section 3.5 des contributions permettant d’étendre la notion
d’ordre d’essentialité aux matrices rationnelles non nécessairement propres, que
nous nommons « ordre d’essentialité généralisé » (définition 3.7), démontrant
leur unicité (proposition 3.1), et donnant un moyen de les déterminer (proposi-
tion 3.2) et une déclinaison pour les systèmes linéaires singuliers (lemme 3.3).
Comme dans le cas régulier, l’ordre d’essentialité généralisé représente l’ordre de
dérivation maximal de chacune des sorties dans le modèle inverse (dans la mesure
où celles-ci sont effectivement dérivées) et fournit ainsi un critère sur les spécifi-
cations du cahier des charges dans la phase d’adéquation de la méthodologie de
dimensionnement par modèle inverse.

Le chapitre 4 va à présent s’appuyer sur le référentiel algébrique du chapitre 3 pour
discuter des propriétés structurelles dans le formalisme bond graph et proposer une
déclinaison graphique en digraphe et en bond graph de la détermination des invariants
structurels tels que la structure à l’infini et l’ordre d’essentialité généralisé, permettant
ainsi l’extension de la méthodologie de dimensionnement.
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4.1. Introduction 112

4.1 Introduction

Le chapitre 4 propose d’aborder la détermination des propriétés des systèmes singu-
liers, exposées en terme algébrique au chapitre 3, sur leur représentation graphique asso-
ciée. De manière analogue aux développements faits sur les systèmes réguliers détaillés
au chapitre 2, nous allons nous appuyer dans le présent chapitre 4 sur la représentation
digraphe qui peut être établie à partir du système d’état singulier pour déterminer les
propriétés algébriques du chapitre 3 de manière graphique sur le modèle bond graph.
Nous rediscuterons et généraliserons pour cela la correspondance qui peut être établie
entre digraphe et bond graph.

Nous présentons ainsi les extensions de la méthodologie de conception par mo-
dèle bond graph inverse à la classe des systèmes singuliers, en nous concentrant sur la
phase d’analyse structurelle, pour assurer d’une part la validité du modèle de conception
(i.e. son inversibilité) et d’autre part la validité du cahier des charges (voir chapitre 1,
section 1.4.3.2 page 28). Si l’inversibilité ne requiert à ce stade pas plus de commentaires,

Inversibilité

Détermination 
d’invariants 
structurels

Modèle direct Modèle inverse 

Déterminant de la 
matrice système 

Structure à l’infini 
de 

Ordre d’essentialitéDegré relatif
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(algébrique) Etude de 
(graphique) Etude de chemins E/S

Déterminant de la 
matrice système 

Structure à l’infini 
de 

Structure à l’infini 
par colonne de 

Polynôme 
caractéristique 

(digraphe & 
bond graph)

Structure à l’infini de 

(bond graph)

Ordres d’essentialité généralisés de 

(bond graph)

Structure à l’infini par colonne de 

(bond graph)

Mineurs de la 
matrice 

système 

(digraphe & 
bond graph)

Critères d’inversibilité du modèle

(bond graph)

Chapitre 4

Chapitre 3 Chapitre 2

Figure 4.1 – chapitre 4 : détermination graphique des invariants structurels dans le
cas singulier pour la généralisation de la méthodologie de dimensionnement. La présente
figure contient les figures 2.1 page 42 et 3.1 page 76.

nous avons vu au chapitre 2 que la deuxième phase de l’étape d’adéquation, à savoir la
vérification de la validité du cahier des charges, a été formulée en termes d’analyse struc-
turelle avec les deux invariants que sont le degré relatif et l’ordre d’essentialité. Dans le
cas des systèmes réguliers, si le premier représente une première information sur l’ordre
de dérivation de chacune des sorties (i.e. l’ordre minimal de dérivation apparaissant dans
le modèle inverse), le second, particularisé à chaque sortie également, représente l’ordre
maximal de dérivation atteint. Cet état de fait nous a conduit à principalement nous
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intéresser à ce second invariant dans le cadre de la méthodologie de dimensionnement,
en en proposant une extension algébrique à la classe des systèmes singuliers (chapitre 3
section 3.5 page 96, définition 3.7, proposition 3.2 et lemme 3.3) ; l’ordre d’essentialité gé-
néralisé ainsi formulé conserve l’information requise pour la phase d’adéquation, à savoir
l’ordre de dérivation maximal atteint par une sortie du modèle inverse (dans la mesure
où celle-ci est effectivement dérivée).

Les notions étudiées et l’organisation du chapitre 4 sont présentées en figure 4.1. La
finalité de ce chapitre est la détermination graphique de l’inversibilité et des ordres d’es-
sentialité généralisés des sorties du modèle bond graph. Le détail des différentes sections
du chapitre 4, et des contributions associées, est le suivant :

— la section 4.2 propose une détermination bond graph du polynôme caractéristique
det(sE−A) à partir des travaux de Reinschke en digraphe [Rei94] et d’une pre-
mière formulation bond graph apportée par Mouhri et al. [MRDT99, Mou00]
(figure 4.1). Nous rediscuterons cette dernière en montrant qu’elle ne respecte
pas strictement la correspondance digraphe/bond graph originellement proposée
par Rahmani [Rah93]. A partir de la généralisation de la correspondance di-
graphe/bond graph (annexe D), nous aboutirons aux propositions 4.1 page 116
et 4.2 page 126.

— la section 4.3 propose une détermination de det(P(s)) en digraphe (proposition
4.3 page 133) puis en bond graph (proposition 4.4 page 140) en utilisant une
fois encore la généralisation de la correspondance digraphe/bond graph établie
en annexe D (figure 4.1).

— la section 4.4 présente l’inversibilité des systèmes singuliers en bond graph (figure
4.1), en généralisant le test d’inversibilité de Rahmani [Rah93] (proposant ainsi
le test d’inversibilité 4.1 page 152) et en discutant de la validité de l’approche
d’inversion de Fotsu Ngwompo [FN97] détaillée au chapitre 2 (section 2.3.2.2
page 59).

— la section 4.5 propose une extension aux systèmes singuliers de la détermination
bond graph de la structure à l’infini d’un système (figure 4.1), en la déclinant par
niveaux d’analyses (propositions 4.5 et 4.6 page 155, et 4.7 et 4.8 page 156). La
section 4.5 propose également une détermination du degré d’une transmittance
de T(s) (lemme 4.9 page 161).

— la section 4.6 propose enfin la détermination bond graph des ordres d’essentialité
généralisés (figure 4.1), déclinée par niveau d’analyse. Cette détermination est
proposée sur le modèle direct (propositions 4.10 et 4.11 page 165), ainsi que sur
le modèle inverse (propositions 4.12 et 4.13 page 167). Un exemple de synthèse
(section 4.6.3 page 169) viendra illustrer la majorité des notions abordées au
chapitre 4, ainsi qu’au chapitre 3.

4.2 Polynôme caractéristique d’un système singulier

4.2.1 Introduction

Du point de vue graphique, Reinschke a formalisé la détermination sur les di-
graphes d’un certain nombre de grandeurs usuelles de l’automatique sur les systèmes
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réguliers [Rei84, Rei88] et singuliers [Rei94] [RW97], principalement basées sur les cal-
culs de déterminants de matrice. Ces déterminations reposent en partie sur les approches
graphiques de Mason [Mas53, Mas56] (i.e. « règle de Mason », notamment portée en
bond graph [Bro72]) et sont à la base des procédures bond graph existantes introduites
par Rahmani [Rah93] par correspondance entre digraphe et bond graph, et développées
par Mouhri et al. [MRDT99, Mou00], Jardin [Jar10] et El Feki [EF11].

La présente section 4.2 traite la détermination bond graph du polynôme caractéris-
tique du système singulier (4.1), démontrée grâce à la procédure digraphe existante pour
cette classe de système [Rei94] (annexe C.2.5) et la correspondance digraphe/bond graph
telle qu’exposée en annexe D, procédure D.1 page 307.

Σd :
{

Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (4.1)

Pour la suite de la présentation, nous employons les notations suivantes pour l’écriture
du polynôme caractéristique du système singulier (4.1), où n est la dimension du vecteur
d’état :

det (sE−A) =
n∑
i=0

pis
n−i (4.2)

La classe de modèle bond graph considérée dans cette section est celle des modèles
linéaires, causaux et bicausaux, contenant tout type d’éléments multiports (en particulier
des champs IC et des champs R), comportant potentiellement tous types de boucles cau-
sales d’ordre 0 (i.e. de classe 1 à 4 dans la classification de Van Dijk [vD94], voir annexe
A.2 page 246) et boucles d’ordre négatives (qui peuvent être potentiellement impliquées
par un choix délibéré d’affectation de la causalité non préférentiellement intégrale), dont
une représentation d’état peut être formulée sous la forme (4.3). La structure de la re-
présentation d’état (4.3) peut être montrée grâce à la matrice de structure de jonction
(annexe A.3.2, équation (A.28) page 257). 1

(
II EID

0 ED

)(
ẋI(t)
ẋD(t)

)
=
(

AI 0
ADI ID

)(
xI(t)
xD(t)

)
+
(

BI

BD

)
u(t) (4.3)

Une première démarche de portage de la détermination du polynôme caractéristique d’un
système singulier en bond graph a été proposée par Mouhri et al. [MRDT99, Mou00] sur
la base de la correspondance qui peut être établie entre digraphe et bond graph proposées
par Rahmani [Rah93] dans le cas régulier (annexes B.2 et B.3). De notre point de vue, ces
résultats nécessitent d’être ré-explicités en exposant clairement la manière d’exploiter la
procédure digraphe de Reinschke (annexe C.2.5 page 289, théorème C.4) et en précisant
leur démonstration. Ces travaux se basent sur la proposition préalable de la procédure
D.1 page 307 qui permet de construire le digraphe correspondant à un bond graph dont
la représentation d’état peut être formulée sous la forme (4.3).

1. La forme (4.3), avec AID = 0, peut-être obtenue y compris en présence de champs de type IC,
au moyen de résolutions potentielles de boucles causales d’ordre 0 entre éléments de stockage faisant
intervenir des variables de puissance (ces boucles causales d’ordre 0 entre éléments de stockage sont
distinctes des 1ZCP de van Dijk [vD94]), voir annexe A.3.3 page 252. Cette résolution peut être traitée
par la considération des gains des chemins généralisés sur le bond graph (définition B.17 page 265).
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115 CH. 4. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers ... bond graph

4.2.2 Détermination du polynôme caractéristique det(sE − A) sur le
bond graph

4.2.2.1 Cas sans variable de puissance dans le vecteur d’état

Le présent développement se base sur la correspondance digraphe/bond graph pro-
posée en annexe D (procédure D.1 page 307), considérant pour faisceau sE−A du modèle
bond graph celui du système (4.3). Nous précisons en annexe D.3 que la correspondance
digraphe/bond graph est basée sur le type de variables exposées dans la représentation
d’état et sur la procédure digraphe (annexe C.2.5 page 289, théorème C.4). Ici, nous ne
considérons que les variables d’énergie dans le vecteur d’état. Une généralisation à un
vecteur d’état comprenant des variables de puissance est proposée en section 4.2.2.5 page
125.

Le type de variables exposées dans la représentation d’état conditionne la gestion
des inclusions/exclusions de cycles/chemins causaux dans le bond graph et ainsi la dé-
finition des chemins différents au sens du bond graph dans la scrutation. En d’autres
termes, la définition de chemins différents au sens du bond graph est dépendante du type
de variables implicites qui y sont exposées dans le cas singulier. Ces précisions ont leur
importance dans la mesure où Mouhri et al. proposent de ne considérer que les familles
de cycles disjoints du bond graph [MRDT99, Mou00] pour le calcul du polynôme ca-
ractéristique. Utilisant la procédure D.1 et la correspondance établie en annexe D, nous
proposons dans la suite de cet exposé de montrer que ce sont en fait bien des familles
de cycles différents au sens du bond graph de la définition 4.1 qu’il nous faut considérer
pour le calcul du polynôme caractéristique d’un système singulier tel qu’exprimé selon
la représentation d’état (4.3) choisie dans ce mémoire, pour strictement respecter la cor-
respondance digraphe/bond graph.

La considération de familles de cycles différents au sens du bond graph et non disjoints
se déduit immédiatement de l’application de la détermination bond graph du polynôme
caractéristique à la classe des systèmes réguliers, cas particulier des systèmes singuliers
pour lesquels E = I, qui contredirait la proposition faite par Rahmani [Rah93] (théo-
rème B.1 page 274). Notons en outre que la démonstration de Mouhri [Mou00] se base
justement sur la procédure digraphe de Reinschke (théorème C.4) et la correspondance
digraphe/bond graph de Rahmani [Rah93] (la proposition originale de Rahmani, an-
nexe B.2, a été étendue par Mouhri selon les propositions de l’annexe B.3). Cela nous
conduit à proposer la définition 4.1 et la proposition 4.1 dans le cas où le bond graph
peut se mettre sous la forme générale (4.3) :

Définition 4.1
(Définition de cycles causaux BG-différents-génériques) Sur un modèle
bond graph causal, deux cycles causaux sont dits BG-différents-génériques s’ils
ne possèdent aucune variable d’état en commun.

Remarque : la définition est ici donnée en termes de cycles, elle est étendue en termes
de chemins en définition 4.2. Basé sur la forme (4.3) dans le présent cas de la section
4.2.2.1, la définition 4.1 est ici particularisée aux variables d’énergie.
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4.2. Polynôme caractéristique d’un système singulier 116

Proposition 4.1
(Détermination du polynôme caractéristique d’un système singulier sur
le bond graph associé) : La valeur de chaque coefficient pi du polynôme carac-
téristique écrit sous la forme det (sE−A) =

∑n
i=0 pis

n−i d’un système singulier
pouvant se mettre sous la forme (4.3), peut être déterminée à partir du modèle
bond graph associé de la manière suivante :

pi =
∑

Fk telle que
ωFk = i−nD

(−1)nD−dk G̃Fk ∀i ∈ {0, ..., n} \ nD

pi = (−1)nD +
∑

Fk telle que
ωFk = 0

(−1)nD−dk G̃Fk i = nD

(4.4)

où :
— n est la dimension du vecteur d’état, composé de l’ensemble des variables

d’énergie du système, i.e. n = nI + nD (où nI et nD sont respectivement le
nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale et dérivée),

— Fk est la kième famille de cycles causaux BG-différents-génériques (définition
4.1), où seuls les cycles impliquant les variables d’énergie sont considérés,

— ωFk est l’ordre de la famille de cycles causaux BG-différents-génériques Fk,
— dk est le nombre de cycles causaux BG-différents-génériques formant la fa-

mille Fk,
— G̃Fk est le gain statique de la famille Fk.

Démonstration : La démonstration se base sur la détermination du polynôme carac-
téristique d’un système singulier sur le digraphe G(sE − A) (théorème C.4 page 289)
appliqué à la représentation (4.3) et la correspondance digraphe/bond graph proposée à
l’annexe D page 305 (notamment la procédure D.1 page 307).

Ordre maximal du polynôme caractéristique : le calcul du polynôme caractéristique
peut a priori faire intervenir toutes les variables d’énergie du modèle bond graph et
seules les variables d’énergie contribuent à l’ordre de ce polynôme via les cycles causaux.
Nous avons donc n = nI + nD.

Correspondance des cycles entre digraphe/bond graph : la procédure digraphe de cal-
cul d’un déterminant utilise la notion de famille directrice (définition C.12 page 282),
sous entendu de cycles disjoints au sens du digraphe (définition C.8 page 282). La cor-
respondance digraphe/bond graph s’établit dans le présent cas entre les cycles disjoints
du digraphe et les cycles causaux bond graph ne possédant aucune variable de la re-
présentation d’état (4.3) en commun. En d’autres termes, en ne considérant ici que les
variables d’énergie xIi et xDi , la correspondance digraphe/bond graph s’établit entre les
cycles disjoints du digraphe et les cycles BG-différents-génériques (définition 4.1 page
115).

Ordre des familles de cycles bond graph contribuant au coefficient pi : dans la pro-
cédure digraphe (théorème C.4 page 289), le nombre d’arcs A–edge de la famille Fi
contribuant à pi est i. De manière équivalente, la famille Fi contient n − i arcs de type
E–edge. En utilisant les notations de l’annexe D.2 page 306, nous avons la correspon-
dance digraphe/bond graph suivante (où Fi fait référence à la famille digraphe précisée
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117 CH. 4. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers ... bond graph

au théorème C.4 page 289 et Fk à l’une des familles bond graph contribuant au coefficient
pi constituant la famille Fi. Ce point est précisé en annexe D.2 page 306) :

— nombre d’arcs de type A–edge de la famille Fi : i = nAx,b,Fi + nAx,b̄,Fi

où pour la famille digraphe Fi, nAx,b,Fi est le nombre d’arcs de type A–edge
provenant de la sous-matrice ID de (4.3) et nAx,b̄,Fi est le nombre d’arcs de type
A–edge provenant des sous-matrices ADI , AI .

— nombre d’arcs de type E–edge de la famille Fi : n− i = nEx,b,Fi + nEx,b̄,Fi

où pour la famille digraphe Fi, nEx,b,Fi est le nombre d’arcs de type E–edge
provenant de la sous-matrice II de (4.3) et nEx,b̄,Fi est le nombre d’arcs de type
E–edge provenant des sous-matrices EID, ED.

En développant la précédente relation relative au E–edge, nous pouvons écrire,

nEx,b̄,Fi = nEx,b̄,D→I,Fi + nEx,b̄,D→D,Fi (4.5)

où
— nEx,b̄,D→I,Fi est le nombre d’arcs de la famille digraphe Fi provenant de la sous-

matrice EID, et

— nEx,b̄,D→D,Fi est le nombre d’arcs de la famille digraphe Fi provenant de la sous-
matrice ED.

Nous avons ainsi au niveau du bond graph :

nEx,b̄,D→I,Fi = nD,D→I,Fk , nombre de stockages d’énergie en causalité dérivée
de la famille bond graph de cycles causaux Fk intervenant dans des cycles cau-
saux entre éléments de stockage en causalité intégrale et éléments de stockage
en causalité dérivée. Nous notons également que nEx,b̄,D→I,Fi = nI,Fk , nombre
de stockages d’énergie en causalité intégrale de la famille bond graph de cycles
causaux Fk, et

nEx,b̄,D→D,Fi = nD,Fk − nD,D→I,Fk i.e. le nombre d’arcs de type E–edge associés
à la sous-matrice ED correspond sur le bond graph au nombre de chemins cau-
saux entre éléments de stockage d’énergie en causalité dérivée dans la famille Fk,
égal au nombre total d’éléments de stockage en causalité dérivée nD,Fk moins le
nombre d’éléments de stockage en causalité dérivée impliqués dans des chemins
causaux entre éléments de stockage en causalité dérivée et causalité intégrale
nD,D→I,Fk de Fk.

Nous pouvons ainsi réécrire (4.5) de la manière suivante,

nEx,b̄,Fi = nEx,b̄,D→I,Fi + nEx,b̄,D→D,Fi

= nD,D→I,Fk + (nD,Fk − nD,D→I,Fk)

= nD,Fk

(4.6)

D’autre part, en notant nI,F̄k le nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité
intégrale n’apparaissant pas dans la famille bond graph Fk, i.e. nI,F̄k = nEx,b,Fi , nous
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4.2. Polynôme caractéristique d’un système singulier 118

pouvons ainsi exprimer le nombre total de E–edge, n − i, de la famille Fi du digraphe
associé à une famille bond graph Fk :

n− i = nEx,b,Fi + nEx,b̄,Fi

= nI,F̄k + nD,Fk

= (nI − nI,Fk) + nD,Fk

= nI − (nI,Fk − nD,Fk)

= nI − ωFk

(4.7)

soit donc
nI + nD − i = nI − ωFk (4.8)

et ainsi,
ωFk = i− nD (4.9)

Facteur de permutation des familles de cycles bond graph : par définition, dFi , le
nombre de cycles disjoints formant la famille de cycles digraphe Fi est égale à dk, nombre
de cycles causaux BG-différents-génériques formant la famille bond graph Fk correspon-
dante, auquel on ajoute toutes les boucles digraphe associées aux éléments de stockage
d’énergie en causalité intégrale (resp. dérivée), au nombre de nEx,b,Fi (resp. nAx,b,Fi), i.e.

dFi = dk + nEx,b,Fi + nAx,b,Fi (4.10)

En rappelant d’une part que le facteur de permutation associé à la famille Fi de la
procédure digraphe (théorème C.4 page 289) est (−1)n−i−dFi , nous avons

n− i− dFi = nEx,b,Fi + nEx,b̄,Fi − (dk + nEx,b,Fi + nAx,b,Fi)

= nEx,b̄,Fi − (dk + nAx,b,Fi)
(4.11)

et en utilisant (4.6),

n− i− dFi = −dk + nD,Fk − nD,F̄k

= −dk +
(
nD − nD,F̄k

)
− nD,F̄k

= −dk + nD − 2nD,F̄k

(4.12)

En notant que le terme 2nD,F̄k est pair, nous avons donc :

(−1)n−i−dFi = (−1)nD−dk (4.13)

D’autre part, nous devons prendre en compte tous les facteurs (−1) issus de la procédure
de construction du digraphe à partir du bond graph (procédure D.1 page 307). Dans le
présent cas où seules les variables d’énergie sont exposées dans le vecteur d’état, seuls
les items 3 et 8 de la procédure D.1 (i.e. associés respectivement à la détermination des
sous-matrices EID et ADI de (4.3)) entraînent un facteur négatif sur les gains du bond
graph. En notant nBD le nombre d’arcs total portant ce facteur (−1), nous avons donc,

nBD = nEx,b̄,D→I,Fi + nAx,b̄,I→D,Fi (4.14)

que nous pouvons ré-écrire au niveau bond graph suivant,

nBD = nD,D→I,Fk + nD,I→D,Fk (4.15)
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119 CH. 4. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers ... bond graph

en notant que nD,D→I,Fk et nD,I→D,Fk sont nécessairement égaux dans le présent cas où
seules les variables d’énergie sont considérées (puisque ces chemins causaux interviennent
uniquement dans les boucles entre éléments de stockage en causalité intégrale et en
causalité dérivée) 2. La quantité nBD est donc paire. Nous pouvons ainsi conclure que,

(−1)n−i−dFi × (−1)nBD = (−1)nD−dk (4.16)

Remarque sur la présence du coefficient (−1)nD dans pi pour i = nD dans (4.4) : Ce
coefficient est issu de la famille de cycle directrice sur le digraphe G(sE−A) uniquement
formée de boucles (définition C.7 page 282) unitaires de type E–edge sur l’ensemble des
sommets d’état associés aux variables d’énergie associées aux éléments de stockage en
causalité intégrale et de boucles unitaires de type A–edge sur l’ensemble des sommets
d’état associés aux variables d’énergie associées aux éléments de stockage en causalité
dérivée (i.e. respectivement associés aux sous-matrices II et ID). Cette famille directrice
comporte ainsi nI arcs de type E–edge et nD arcs de type A–edge, contribue donc au
coefficient d’ordre nI (i.e. d’ordre n − i pour i = nD) du polynôme caractéristique du
système et ne correspond à aucune famille de cycle sur le bond graph associé. Le gain
unitaire de cette famille directrice doit être multiplié par le facteur de permutation établi
en (4.16), en notant que de manière évidente pour cette famille, dk = 0, permettant ainsi
de retrouver le coefficient (−1)nD dans pi pour i = nD.

Fin de la démonstration.

Remarque 1: l’ordre ωFk des familles de cycles BG-différents-génériques du bond graph
contribue au monôme de degré n − i par la relation n − i = nI − ωFk du polynôme ca-
ractéristique, tandis qu’en digraphe, c’est directement le nombre d’arc (n − i) de type
E–Edge d’une famille directrice sur G(sE −A) qui implique le degré (n − i). (En bond
graph, les familles d’ordre croissant contribuent pour le monôme de degré décroissant
dans le polynôme caractéristique).

Remarque 2: le monôme de plus haut degré du polynôme caractéristique (4.4) d’un mo-
dèle bond graph dont une représentation d’état peut s’ecrire sous la forme (4.3) est donné
par l’ordre minimal ωnI−d qu’une famille de cycles causaux BG-différents-génériques (dé-
finition 4.1, n’incluant que les variables d’énergie) puisse avoir, telle que la somme des
gains statiques des familles de cycles d’ordre ωnI−d, soit différente de zéro. Nous avons
ainsi :

d = deg det(sE−A) = nI − ωnI−d (4.17)
La quantité ωnI−d est nécessairement négative, et la formulation (4.4) implique que si le
bond graph ne comporte pas de cycles d’ordre négatif, d = nI .

Nous proposons d’illustrer la proposition 4.1 et les précédentes considérations à tra-
vers les exemples suivants :

1. Exemple 1 (section 4.2.2.2 page 120) : Présence d’une 1ZCP , calcul du polynôme
caractéristique à partir de la représentation singulière (4.3). Détail de l’implica-
tion sur les chemins BG-différents-génériques. Cet exemple illustre la distinction

2. Ce point peut également être directement déduit de la représentation digraphe générique du fais-
ceau sE − A, figure D.2 page 309, dans le présent cas simplifié où seuls les sommets d’état xI et xD
existent.
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4.2. Polynôme caractéristique d’un système singulier 120

entre cycles BG-différents-génériques et BG-différents.

2. Exemple 2 (section 4.2.2.3 page 121) : Présence d’une 2ZCP , calcul du polynôme
caractéristique à partir de la représentation singulière (4.3).

3. Exemple 3 (section 4.2.2.4 page 123) : Présence d’un cycle d’ordre négatif. Détail
de l’implication sur les chemins BG-différents-génériques.

4.2.2.2 Exemple 1 :cas linéaire avec plusieurs boucles causales d’ordre 0 de
classe 1, mise sous forme singulière et régulière

Cet exemple illustre la distinction entre cycles BG-différents (définition B.9 page
264) et BG-différents-génériques (définition 4.1). Prenons le modèle de la figure 4.2
(où nI = 2 et nD = 1). Il comprend plusieurs 1ZCP partageant un même élément de

1 0

1I

2p

1

2I

dI

1p
1

dp

Figure 4.2 – Exemple de bond graph avec boucles causales d’ordre 0 de classe 1.

stockage en causalité dérivée, Id. Sa représentation d’état est détaillée en (4.18) et le
digraphe G(sE−A) associé est proposé en figure 4.3.

1 0 1
0 1 −1
0 0 0


ṗ1
ṗ2
ṗd

 =


0 0 0
0 0 0

−Id
I1

Id
I2

1


p1
p2
pd

 (4.18)

Le polynôme caractéristique vaut det(sE−A) = −s2
(

1 + Id
I1

+ Id
I2

)
. La détermination

graphique sur le digraphe (théorème C.4 page 289) et le bond graph (proposition 4.1) est
détaillé en table 4.1. Nous voyons immédiatement sur le digraphe que le cycle {pI2 , pId}
de F1_b et le cycle {pI1 , pId} de F1_c (de poids respectifs sId/I2 et sId/I1) ne sont pas
disjoints : ils partagent tous deux le sommet pId associé à pd, variable d’état associé au
stockage en causalité dérivée Id. Sur le bond graph, cela illustre qu’une famille de cycles
ne peut être formée de l’union des cycles d’ordre 0 {I1, Id} et {I2, Id} dans la perspective
d’appliquer la proposition 4.1 et la correspondance digraphe/bond graph étendue au
vecteur d’état X = (xI ,xD)T : ces deux cycles ne sont pas BG-différents-génériques
(définition 4.1), alors qu’ils sont BG-différents.
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s

2IId

s
1I

p
2Ip

dIp

1

s

1IId

s

Figure 4.3 – Digraphe G(sE−A) de la représentation d’état (4.18), associé au modèle
bond graph 4.2

4.2.2.3 Exemple 2 :cas linéaire avec boucle causale d’ordre 0 de classe 2

Cet exemple propose la détermination du polynôme caractéristique d’un modèle bond
graph comportant une boucle causale d’ordre 0 de classe 2 (2ZCP ) (figure 4.4). Exprimé
sous la forme (4.3), ce modèle conduit à la représentation d’état régulière (4.19).

1 0

1I 1R

1p

2R

Figure 4.4 – Exemple de bond graph avec boucle causale d’ordre 0 de classe 2

ṗ1 = − R2R1
R1 +R2

1
I1

p1 + R2R1
R1 +R2

u (4.19)

Notons que dans le présent cas, la boucle causale {I1, R1} d’ordre 1 touche la boucle
causale {R1, R2} d’ordre 0 de classe 2 (2ZCP ) 3. Nous avons ainsi det(sE − A) =
s + R2R1

R1 +R2

1
I1
, avec E = I. La détermination graphique (table 4.2), effectuée selon

121

12 1

IRR

RR




s
1I

p

Figure 4.5 – Digraphe G(sE−A) associé au modèle bond graph 4.4

3. En rapprochant ceci de la matrice de structure de jonction (annexe A.3.2), la boucle causale
{I1, R1} est associée aux coefficients S13 et S31 de la forme (A.12) page 252, et dans (A.28), le coefficient
de la matrice d’état issu de la boucle causale {R1, R2} peut ainsi s’exprimer selon S13(I−LS33)−1LS31 =
− R2R1

R1 +R2
.
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pi

(Digraphe) Famille de cycles
disjoints Fi de longueur

lFi = n = 3

(Bond graph) Famille de
cycles

BG-différents-génériques Fk
d’ordre ωFk = i− nD

(Bond graph)
(−1)nD−dk G̃Fk

p0
pas de familles avec 3 arcs de

type E–Edge
pas de familles d’ordre

ωFk = i− nD = 0− 1 = −1 0

p1 (a) Famille de cycle F1_a

(−1)1 (terme
constant de
(4.4) pour
i = nD)

s
1I

p
2Ip

dIp

1

s

(b) Famille de cycle F1_b (b) Famille de cycle F1_b (−1)1−1−Id
I2

s

2IId

s
1I

p
2Ip

dIp
1 0

1I

2p

1

2I

dI

1p
1

dp

(c) Famille de cycle F1_c (c) Famille de cycle F1_c (−1)1−1−Id
I1

1I
p

2Ip

dIp

s

1IId

s

1 0

1I

2p

1

2I

dI

1

1p

dp

Table 4.1 – Exemple de détermination du polynôme caractéristique du bond graph 4.2
et son digraphe G(sE−A) associé 4.3 (selon la proposition 4.1)

la proposition 4.1, illustre un point majeur de scrutation portée par cette procédure :
seules les boucles causales incluant les variables d’énergie sont considérées dans le calcul
du polynôme caractéristique. En l’état, la 2ZCP {R1, R2} apparaît dans le calcul parce
qu’elle touche la boucle {I1, R1}. Ce point est également illustré par le fait que le gain
statique de la 2ZCP {R1, R2}, dont la valeur est −R1/R2, n’apparait pas explicitement
dans le calcul du polynôme caractéristique. En d’autres termes, il n’existe pas de famille
de cycles causaux d’ordre 1 formée par les deux boucles {I1, R1} et {R1, R2} (respective-
ment d’ordre 1 et 0), alors considérées comme cycles BG-différents-génériques (même si
c’est par ailleurs le cas). C’est la raison pour laquelle la proposition 4.1 précise que « seuls
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123 CH. 4. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers ... bond graph

pi

(Digraphe) Famille
de cycles disjoints Fi

de longueur
lFi = n = 1

(Bond graph) Famille de
cycles

BG-différents-génériques
Fk d’ordre ωFk = i− nD

(Bond graph)
(−1)nD−dk G̃Fk

p0
(a) Famille de cycle

F1_a

(−1)0 (terme constant de
(4.4) pour i = nD = 0 ici)

s
1I

p

p1
(b) Famille de cycle

F1_b
(b) Famille de cycle F1_b (−1)0−1−R1

I1

∞∑
l=0

(−R1
R2

)l

= (−1)0−1−R1
I1

R2
R1 +R2

121

12 1

IRR

RR




1I
p

1 0

1I 1R

1p

2R

Table 4.2 – Exemple de détermination du polynôme caractéristique du bond graph de
la figure 4.4 et son digraphe G(sE−A) associé (figure 4.5) selon la proposition 4.1

les cycles incluant les variables d’énergie sont considérés » puisqu’eux seuls participent à
l’ordre du polynôme caractéristique.

4.2.2.4 Exemple 3 :cas d’un chemin d’ordre négatif entre un élément R et
un élément de stockage d’énergie en causalité dérivée

Cet exemple propose le cas de cycles d’ordre zéro et d’ordre négatif et les considéra-
tions associées sur l’ordre du polynôme caractéristique dans ce cas précis. Nous considé-
rons le bond graph de la figure 4.6, où le choix d’une affectation de causalité mixte à été
fait. Les causalités de l’élément R et de l’élément I noté I2 conduit à la présence d’un cycle
causal d’ordre 0, {I1, I2} et d’un cycle causal d’ordre −1, {R, I2}. Cet exemple illustre
notamment le fait que, suivant la définition 4.1, ces deux cycles ne sont pas BG-différents-
génériques et ne pourront donc pas former ensemble de familles de cycles en vue d’ap-
pliquer la proposition 4.1. La représentation d’état est donnée en (4.20) et le polynôme
caractéristique du système est det(sE−A) = p0s

2 + p1s+ p2 = −
(
I2
R

)
s2−

(
1 + I2

I1

)
s.1 1

0 −I2
R

[ṗ1
ṗ2

]
=

 0 0

−I2
I1

1

[p1
p2

]
+

 0

−I2

u (4.20)

La détermination graphique du polynôme caractéristique proposée en table 4.3 illustre
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4.2. Polynôme caractéristique d’un système singulier 124

1 0

1I

1

R

1p 2p

2I

Figure 4.6 – Exemple de bond graph avec boucles causales d’ordre 0 et d’ordre −1

s
1I

p
2Ip 1

s
R

I2

s

1

2

I

I


Figure 4.7 – Digraphe G(sE−A) associé au modèle bond graph 4.6

clairement que les cycles {I1, I2} et {R, I2} ne sont pas BG-différents-génériques puis-
qu’ils partagent tous deux la variable p2 (ceci se retrouve sur le digraphe par le fait que
les familles F1_a et F1_c ne sont pas disjointes au sens du digraphe). L’exemple illustre
également qu’en présence de liens causaux entre un élément R et un élément de stockage
d’énergie en causalité dérivée, le degré du polynôme caractéristique – égale à 2 dans le
présent cas – est susceptible d’être plus élevé que le nombre de stockage en causalité inté-
grale – égale à 1 ici – et est au maximum égale au nombre de stockage d’énergie nI +nD.
C’est le cas ici, nI + nD = 2. Le rôle de l’élément de stockage I2 dans le polynôme ca-
ractéristique est en quelque sorte « réhabilité » par l’élément R (cette considération est
donc consistante avec une causalité préférentielle intégrale et l’élément R en causalité
résistance).
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pi

(Digraphe) Famille de cycles
disjoints Fi de longueur

lFi = n = 2

(Bond graph) Famille de
cycles

BG-différents-génériques Fk
d’ordre ωFk = i− nD

(Bond graph)
(−1)nD−dk G̃Fk

familles avec 2 arcs de type
E–Edge

familles d’ordre
ωFk = i− nD = 0− 1 = −1

p0 (a) Famille de cycle F1_a (−1)1−1−I2
R

s
1I

p
2Ip s

R

I2

1 0

1I

1

R

1p 2p

2I

p1 (b) Famille de cycle F1_b

(−1)1 (terme
constant de
(4.4) pour
i = nD)

s
1I

p
2Ip 1

(c) Famille de cycle F1_c (c) Famille de cycle F1_c (−1)1−1−I2
I1

1I
p

2Ip

s

1

2

I

I
 1 0

1I

1

R

1p 2p

2I

p2
pas de familles avec 2 arcs de

type A–Edge
pas de familles d’ordre

ωFk = i− nD = 2− 1 = 1 0

Table 4.3 – Exemple de détermination du polynôme caractéristique du bond graph 4.6
et son digraphe G(sE−A) associé 4.7 (selon la proposition 4.1)

4.2.2.5 Généralisation de la proposition 4.1 : cas avec variable de puissance
en plus des variables d’énergie dans le vecteur d’état

Fort des précédentes considérations sur la correspondance digraphe/bond graph dans
le cas de calcul de déterminant appliqué au faisceau (sE−A), correspondance assujettie
aux variables que nous décidons d’exposer dans la représentation d’état associée au bond
graph, nous proposons dans cette section une généralisation portée par la proposition
4.2. Le faisceau (sE−A) peut être étendu aux variables (algébriques) de puissance grâce
à la procédure D.1 page 307, aboutissant à une écriture de la représentation d’état sous
la forme (4.21).II EID 0

0 ED 0
0 EλD 0


 ẋI(t)

ẋD(t)
ẋλ(t)

 =

 AI 0 AIλ

ADI ID ADλ

AλI 0 Iλ + Aλ


xI(t)

xD(t)
xλ(t)

+

BI

BD

Bλ

u(t) (4.21)
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4.2. Polynôme caractéristique d’un système singulier 126

Cette généralisation englobe ainsi la détermination bond graph du polynôme caractéris-
tique :

— des systèmes réguliers sans éléments de stockage en causalité dérivée (théorème
B.1 page 274),

— des systèmes singuliers écrits sous la forme (4.3) (définition 4.1, où seules les va-
riables d’énergie sont considérées, et proposition 4.1).

— des systèmes singuliers écrits sous la forme (4.21) (définition 4.1 et proposition
4.2).

Proposition 4.2
(Détermination du polynôme caractéristique d’un système singulier sur
le bond graph associé) : La valeur de chaque coefficient pi du polynôme carac-
téristique écrit sous la forme det (sE−A) =

∑n
i=0 pis

n−i d’un système singulier
pouvant se mettre sous la forme (4.21), peut être déterminé à partir du modèle
bond graph associé de la manière suivante :

pi =
∑

Fk telle que
ωFk = i−nD−nλ

(−1)nD+nλ−dk G̃Fk ∀i ∈ {0, ..., n} \ nD

pi = (−1)nD+nλ +
∑

Fk telle que
ωFk = 0

(−1)nD+nλ−dk G̃Fk i = nD + nλ

(4.22)
où :

— n = nI + nD + nλ est la dimension du vecteur d’état,
— nI est le nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale,
— nD est le nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité dérivée,
— nλ est le nombre de variables de puissance exposées dans la représentation

d’état (4.21),
— Fk est la kième famille de cycles causaux BG-différents-génériques (définition

4.1), où seuls les cycles impliquant les variables exposées dans la représen-
tation d’état (4.21) sont considérés,

— ωFk est l’ordre de la famille de cycles causaux BG-différents-génériques Fk,
— dk est le nombre de cycles causaux BG-différents-génériques formant la fa-

mille Fk,
— G̃Fk est le gain statique de la famille Fk.

Démonstration : la proposition 4.2 peut se démontrer en reprenant point par point
la démonstration de la proposition 4.1, en adaptant la correspondance digraphe/bond
graph à la représentation d’état (4.21) (procédure D.1 page 307).

La considération sur l’ordre maximal du polynôme caractéristique est inchangé par
rapport à la proposition 4.1.

Correspondance des cycles entre digraphe et bond graph : la correspondance di-
graphe/bond graph s’établit dans le présent cas entre les cycles disjoints du digraphe et
les cycles causaux bond graph ne possédant aucune variable de la représentation d’état
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127 CH. 4. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers ... bond graph

(4.21) en commun.

Ordre des familles de cycles bond graph contribuant au coefficient pi : Dans le présent
cas, nous avons :

— nombre d’arcs de type A–edge de la famille Fi : i = nAx,b,Fi + nAx,b̄,Fi

où pour la famille digraphe Fi, nAx,b,Fi est le nombre d’arcs de type A–edge
provenant des sous-matrices ID et Iλ de (4.21) et nAx,b̄,Fi est le nombre d’arcs de
type A–edge provenant des sous-matrices ADI , AI , AIλ, AλI , ADλ et Aλ.

— nombre d’arcs de type E–edge de la famille Fi : n− i = nEx,b,Fi + nEx,b̄,Fi

où pour la famille digraphe Fi, nEx,b,Fi est le nombre d’arcs de type E–edge
provenant de la sous-matrice II de (4.3) et nEx,b̄,Fi est le nombre d’arcs de type
E–edge provenant des sous-matrices EID, ED et EλD.

En développant la précédente relation relative au E–edge pour adapter l’équation (4.5)
au présent cas, nous pouvons écrire,

nEx,b̄,Fi = nEx,b̄,D→I,Fi + nEx,b̄,D→D,Fi + nEx,b̄,D→λ,Fi (4.23)

où
— nEx,b̄,D→I,Fi est le nombre d’arcs de la famille digraphe Fi provenant de la sous-

matrice EID,

— nEx,b̄,D→D,Fi est le nombre d’arcs de la famille digraphe Fi provenant de la sous-
matrice ED,

— nEx,b̄,D→λ,Fi est le nombre d’arcs de la famille digraphe Fi provenant de la sous-
matrice EλD.

Nous avons ainsi au niveau du bond graph :

nEx,b̄,D→I,Fi = nD,D→I,Fk ,

nEx,b̄,D→D,Fi = nD,Fk − nD,D→I,Fk − nD,D→λ,Fk , et

nEx,b̄,D→λ,Fi = nD,D→λ,Fk ,

et retrouvons ainsi pour (4.23),

nEx,b̄,Fi = nD,Fk (4.24)

résultat identique à (4.6). L’équation (4.7) est ainsi toujours valable dans le présent cas,
conduisant ici à

nI + nD + nλ − i = nI − ωFk (4.25)
et ainsi,

ωFk = i− nD − nλ (4.26)
Facteur de permutation des familles de cycles bond graph : par définition les équations

(4.10) et (4.11) restent valables, en notant que dans le présent cas sur le digraphe, la
quantité nEx,b̄,Fi est :

nEx,b̄,Fi = nEx,b̄,D→I,Fi + nEx,b̄,D→λ,Fi + nEx,b̄,D→D,Fi (4.27)
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4.2. Polynôme caractéristique d’un système singulier 128

Nous avons ainsi,
n− i− dFi = nEx,b̄,Fi − (dk + nAx,b,Fi)

= nEx,b̄,D→I,Fi + nEx,b̄,D→λ,Fi + nEx,b̄,D→D,Fi − (dk + nAx,b,Fi)
(4.28)

que nous pouvons écrire au niveau bond graph selon,

n− i− dFi = nD,D→I,Fk + nλ,D→λ,Fk + nD,D→D,Fk −
(
dk + nD,F̄k + nλ,F̄k

)
(4.29)

D’autre part, la prise en compte de tous les facteurs (−1) issus de la procédure D.1,
de construction du digraphe à partir du bond graph, conduit à considérer ici les items
3, 8, 10, 11 et 13 de la procédure (i.e. associés respectivement à la détermination des
sous-matrices EID, ADI , ADλ, AλI et Aλ de (4.21)) entraînent un facteur négatif sur
les gains du bond graph. En notant nBD, comme précédemment, le nombre d’arcs total
portant ce facteur (−1), nous avons dans le présent cas,

nBD = nEx,b̄,D→I,Fi + nAx,b̄,I→D,Fi + nAx,b̄,λ→D,Fi + nAx,b̄,I→λ,Fi + nAx,b̄,λ→λ,Fi (4.30)

que nous pouvons ré-écrire au niveau bond graph suivant,

nBD = nD,D→I,Fk + nD,I→D,Fk + nλ,I→λ,Fk + nD,λ→D,Fk + nλ,λ→λ,Fk (4.31)

En utilisant les équations (4.29) et (4.31), nous pouvons écrire :

n− i− dFi + nBD = 2× nD,D→I,Fk + nλ,D→λ,Fk + nD,D→D,Fk
+ nλ,I→λ,Fk + nD,I→D,Fk
+ nλ,λ→λ,Fk + nD,λ→D,Fk

−
(
dk + nD,F̄k + nλ,F̄k

)
= 2× nD,D→I,Fk + nλ,Fk + nD,Fk
−

(
dk + nD,F̄k + nλ,F̄k

)
= 2× nD,D→I,Fk +

(
nλ − nλ,F̄k

)
+

(
nD − nD,F̄k

)
−

(
dk + nD,F̄k + nλ,F̄k

)
(4.32)

Soit donc,

n− i− dFi + nBD = 2× nD,D→I,Fk − 2× nλ,F̄k − 2× nD,F̄k + nλ + nD − dk (4.33)

Nous pouvons ainsi écrire,

(−1)n−i−dFi+nBD = (−1)nD+nλ−dk (4.34)

Remarque sur la présence du coefficient (−1)nD+nλ dans pi pour i = nD + nλ dans
(4.22) : ce coefficient est issu de la famille de cycles directrice sur le digraphe G(sE−A)
uniquement formée de boucles unitaires de type E–edge sur l’ensemble des sommets
d’état associés aux variables d’énergie associées aux éléments de stockage en causalité
intégrale et de boucles unitaires de type A–edge sur l’ensemble des sommets d’état as-
sociés aux variables d’énergie associées aux éléments de stockage en causalité dérivée et
aux variable algébriques (i.e. respectivement associés aux sous-matrices II , ID et Iλ).
Cette famille directrice comporte ainsi nI arcs de type E–edge et nD + nλ arcs de type
A–edge, contribue donc au coefficient d’ordre nI (i.e. d’ordre n − i pour i = nD + nλ)
du polynôme caractéristique du système et ne correspond à aucune famille de cycles
sur le bond graph associé. Le gain unitaire de cette famille directrice doit être multiplié
par le facteur de permutation établi en (4.32), en notant que de manière évidente pour
cette famille, dk = 0, permettant ainsi de retrouver le coefficient (−1)nD+nλ dans pi pour
i = nD + nλ.

Fin de la démonstration.
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129 CH. 4. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers ... bond graph

4.2.2.6 Exemple : reprise de l’exemple considéré en section 4.2.2.3

Pour illustrer la proposition 4.2, nous reprenons ici le modèle bond graph de la figure
4.4 page 121 et calculons le polynôme caractéristique associé à partir d’une représentation
d’état singulière « élargie » incluant une variable algébrique d’effort dans la représentation
d’état, notée eR1 sur la figure 4.8. Le présent exemple illustre à nouveau le fait que la

1 0

1I 1R

1p

2R

1Re

Figure 4.8 – Modèle bond graph de la figure 4.4, définition de la variable algébrique
d’effort eR1 associée à la 2ZCP {R1, R2}

définition intrinsèque des chemins différents au sens du bond graph (définition 4.1, où dans
le présent cas, BG-différents-génériques signifie donc différents au sens des variables p1 et
eR1) est liée à la représentation d’état et associée à la procédure de calcul de déterminant
en digraphe (théorème C.4 page 289) 4, pour respecter la correspondance digraphe/bond
graph (procédure D.1 page 307). Nous optons ici pour une représentation d’état singulière
en élevant la variable implicite d’effort eR1 associée à la boucle algébrique {R1, R2} au
rang de variable d’état (équation (4.35)), qui explicite ainsi d’avantage les dépendances
statiques entre les variables du système.

[
1 0
0 0

] [
ṗ1
˙eR1

]
=


0 −1

−R1
I1

1 + R1
R2


[
p1
eR1

]
(4.35)

Le polynôme caractéristique de 4.35 est det(sE −A) = −s
(

1 + R1
R2

)
− R1
I1

, consistant

avec celui de la représentation (4.19) au coefficient −(1 + R1
R2

) près, simplement issu
du choix de représentation du système d’état (il est aisé de voir que la boucle algé-
brique {R1, R2} participe de la même manière à la dynamique du système). Le digraphe
G(sE − A) associé est celui de la figure 4.9 et la détermination du polynôme caracté-
ristique suivant la proposition 4.2 est exposée en table 4.4. Comme attendu au niveau
bond graph, la boucle causale {R1, R2} apparaît en temps que telle dans le monôme p0
(elle est d’ordre 0). La boucle {I1, R1} d’ordre 1 apparaît dans le monôme p1, en notant
que conformément à la définition définition 4.1 sur la scrutation, les cycles {R1, R2} et
{I1, R1} ne sont pas BG-différents au sens des variables p1 et eR1 et ne peuvent à ce
titre former une famille de cycles. D’autre part, nous illustrons la correspondance di-
graphe/bond graph apportée par la procédure D.1 page 307 sur les familles directrices
de la table 4.4. Nous voyons par exemple que la famille F1_b conduit sur le digraphe à

4. Il est important de garder à l’esprit qu’au niveau digraphe, le théorème C.4 est applicable quel
que soit le faisceau (sE −A) choisi pour représenter le système. La représentation (4.21) est l’une des
représentations d’un système issu du bond graph dans laquelle les variables d’énergie et certaines variables
algébriques supplémentaires sont définies comme variables d’état du système. Nous avons également
présenté la représentation (4.3) dans laquelle seules les variables d’énergie y sont portées.
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2

1

R

R
s

1I
p

1Re
1

11 IR

1

Figure 4.9 – Digraphe G(sE −A) associé au modèle bond graph de la figure 4.8

une famille directrice avec une boucle de type E–edge (issue de la sous-matrice II) sur
la variable p1 et une boucle de type A–edge (issue de la sous-matrice Aλ) sur la variable
eR1 . Déclinée sur le bond graph, cela conduit à une famille de 1 cycle formé par la 2ZCP
{R1, R2}, dans laquelle l’élément de stockage I1 n’intervient donc pas (puisque juste-
ment sur le digraphe, le E–edge provient de II). La famille F1_c conduit à une famille
directrice sur le digraphe faisant intervenir les deux sommets d’état. La correspondance
digraphe/bond graph conduit ainsi ici sur le bond graph à une famille de 1 cycle faisant
intervenir ces deux variables, en l’occurrence le cycle {I1, R1}.

Dans le présent cas du modèle de la figure 4.4 (ou de la figure 4.8) représenté par le
système d’état singulier « élargi » (4.35), la correspondance digraphe/bond graph conduit
ici à une restriction de la scrutation bond graph aux chemins BG-disjoints (définition
B.8 page 264). Peut-être est-ce en ce sens que Mouhri et al. [MRDT99, Mou00] ont ini-
tialement voulu porter en bond graph les travaux de Reinschke [Rei94] (théorème C.4
page 289). Nous avons toutefois montré que cette considération n’est pas de facto valable
et qu’il faut descendre au niveau des variables de la représentation d’état choisie pour
gérer les exclusions et ainsi rigoureusement respecter une correspondance digraphe/bond
graph. Un autre point peut être également précisé : dans le présent cas, le fait d’introduire
la variable eR1 appartenant la boucle algébrique de type 2ZCP simplifie grandement la
scrutation bond graph en terme de cycles et de leurs gains respectifs. Toutefois, le fait
de considérer a priori indifféremment toutes les classes de cycles d’ordre 0 peut s’avérer
trompeuse dans la mesure où les boucles algébriques sur les éléments R (i.e. 2ZCP et les
3ZCP les impliquant) peuvent ne pas participer à la dynamique du système (ce n’est pas
le cas sur le modèle de la figure 4.8, mais ce n’est pas une généralité). Il faudrait en toute
rigueur discriminer ces boucles par l’analyse des chemins causaux. En d’autres termes,
ce n’est pas parce que nous élargissons la représentation d’état à l’ensemble des variables
implicites contenues dans les 2ZCP et 3ZCP que la scrutation s’avère être la plus judi-
cieuse (même si formellement, le calcul du polynôme caractéristique reste parfaitement
valable dans tous les cas suivant la représentation d’état choisie grâce à la proposition
4.2, en gérant convenablement les exclusions pour la scrutation. Les résultats seront si-
milaires à un coefficient près). Conserver une scrutation des boucles n’incluant que les
variables d’énergie (proposition 4.1) peut être parfois plus pertinente. Ce dernier point
est illustré par l’exemple de la figure 4.10 et la table 4.5 associée, où la 2ZCP {R1, R2}
ne participe pas à la dynamique du système. Elle se retrouve dans la représentation 2
en raison de la prise en compte de la variable « supplémentaire » eR1 . Les propositions
4.1 et 4.2 conduisent toutes deux à des résultats similaires, à un coefficient près, mais la
considération de la 2ZCP n’est en l’état pas pertinente dans la dynamique du système
(i.e. la 2ZCP ne touche pas le cycle {I1, R3}, seul responsable de cette dynamique).
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pi

(Digraphe) Famille de cycles
disjoints Fi de longueur

lFi = n = 2

(Bond graph) Famille de
cycles

BG-différents-génériques
Fk d’ordre

ωFk = i− nD − nλ

(Bond graph)
(−1)nD+nλ−dk G̃Fk

p0
pas de familles avec 2 arcs de

type E–Edge

pas de familles d’ordre
ωFk = i− nD − nλ =

0− 0− 1 = −1
0

p1 (a) Famille de cycle F1_a

(−1)0+1 (terme
constant de
(4.22) pour

i = nD + nλ = 1)

s
1I

p
1Re

1

(b) Famille de cycle F1_b (b) Famille de cycle F1_b (−1)0+1−1−R1
R2

2

1

R

R
s

1I
p

1Re
1 0

1I 1R

1p

2R

1Re

p2 (c) Famille de cycle F1_c (c) Famille de cycle F1_c (−1)0+1−1−R1
I1

1I
p

1Re

11 IR

1

01

1I 1R

1p

2R

1Re

Table 4.4 – Détermination du polynôme caractéristique du bond graph 4.4 suivant la
proposition 4.2 appliquée à la représentation d’état (4.35)
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0

1R

2R

1 0

1I

1

uSf :
3R

1p

Figure 4.10 – Autre exemple de bond graph avec boucle causale d’ordre 0 de classe 2.

Représentation d’état et polynôme
caractéristique du modèle bond

graph 4.10

Digraphe G(sE−A)
associé

(Bond graph)
Famille de cycles
BG-différents-
génériques

(a) Représentation d’état 1 (de
type (4.3))

1 famille de cycles
d’ordre 1, formée
du cycle {I1, R3}
(d’ordre 1)

ṗ1 = −R3
I1
p1 +R3u

1

3

I

R
 s

1I
p

det(sE −A) = s+ R3
I1

(b) Représentation d’état 2 (de
type (4.21), incluant la variable

implicite eR1)

3 familles de cycles :
Une d’ordre 0
formée du cycle
{R1, R2} (d’ordre
0) ; une d’ordre 1
formée du cycle
{I1, R3} (d’ordre
1) ; une d’ordre 1
formée du cycle
{I1, R3} (d’ordre 1)
et du cycle {R1, R2}
(d’ordre 0)

[
1 0
0 0

] [
ṗ1
˙eR1

]
=[

−R3
I1

0
0

(
1 + R1

R2

)] [ p1
eR1

]
+
[
R3
−R1

]
u

1

3

I

R
 s

1I
p

1Re










2

11
R

R

det(sE−A) =
−
(
s+ R3

I1

)(
1 + R1

R2

)

Table 4.5 – Représentations d’état du bond graph 4.10, digraphes associés et familles
bond graph considérées suivant la représentation d’état pour le calcul du polynôme ca-
ractéristique
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133 CH. 4. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers ... bond graph

4.3 Mineurs de la matrice système P(s) d’un système sin-
gulier

4.3.1 Déterminant de la matrice système P(s) d’un système singulier
sur son digraphe associé G(Σd)

Nous proposons dans cette section une extension de la procédure digraphe du calcul
du déterminant de la matrice système à la classe des systèmes LTI singuliers (4.1). 5

Cette procédure (proposition 4.3) s’inspire du cas des systèmes réguliers en introduisant
le concept de digraphe augmenté (noté G(Σ′d)) [Rei88], et de la détermination digraphe
du polynôme caractéristique dans le cas des systèmes singuliers (théorème C.4 page 289).
La formulation est dans un premier temps établie dans le cas p = m puis ensuite discutée
pour les mineurs.

Proposition 4.3 ([LEDL+16])
(Détermination du déterminant de la matrice système d’un système sin-
gulier sur son digraphe G(Σd) associé) Soit G(Σd) le digraphe associé au système
singulier (4.1) pour lequel p = m. Le déterminant de la matrice système peut être
déterminé graphiquement sur G(Σd) de la manière suivante :

det
(
sE−A B
−C D

)
=

n∑
k=0

ρ
{p}
k sn−k (4.36)

où,
— n est le nombre de sommets d’état,
— p est le nombre de sommets de sortie (et d’entrée),
— G(Σ′d) est le digraphe augmenté obtenu à partir de G(Σd) en ajoutant un

arc (dit « de retour ») de poids −1 de chaque sommet de sortie vers chaque
sommet d’entrée,

— ρ
{p}
k est déterminé sur G(Σ′d) et correspond à la somme des poids des familles

directrices ( i.e. de cycles disjoints) de longueur n+ p+ p ( i.e. contenant les
n sommets d’état et exactement p arcs de retour), contenant au plus une
paire entrée/sortie par cycle, et contenant exactement (n−k) E-edges. Dans
ce calcul, le poids de chaque famille, notée Fl, doit être multiplié par :
— un facteur (−1)(n−k)−dFl , où (n − k) est le nombre de E-edges de la

famille Fl et dFl est le nombre de cycles disjoints de Fl.
— un facteur (−1)σFl , où σFl est le nombre de permutations nécessaires

pour ordonner les sommets de sortie de la famille Fl dans l’ordre initial
des sommets de sortie, lorsque les cycles de Fl sont ordonnés dans l’ordre
initial des sommets d’entrée.

Démonstration : Cette démonstration est basée sur les théorèmes C.1 page 283, C.2
page 286 et C.4 page 289, ainsi que les travaux de Reinschke sur la matrice système
P(s) dans le cas régulier [Rei88] introduisant la notion de digraphe augmenté.

5. Notons qu’à notre connaissance, cette détermination digraphe n’existe pas, alors que la plupart
des éléments sur lesquels nous nous basons sont présents dans la publication de Reinschke [Rei94] et ses
travaux antérieurs sur les systèmes réguliers [Rei84, Rei88]. Notons à ce titre les travaux de Reinschke
& Wiedemann [RW97] et Wiedemann [Wie99] qui adressent également des problématiques similaires.

133 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



4.3. Mineurs de la matrice système P(s) d’un système singulier 134

Forme de la matrice système P(s), implication sur les ordres et les gains des familles
directrices sur le digraphe associé G(sE′−A′) : Nous notons en premier lieu que la matrice
système P(s) de (4.1) peut s’écrire de la manière suivante,

P(s) =
(
sE−A B
−C D

)
= sE′ −A′ (4.37)

avec potentiellement des opérateurs dans la matrice C, dont les arcs E–edge, le cas
échéant, doivent être portés sur le digraphe avec un facteur −1. Cela implique que la
procédure digraphe de détermination du polynôme caractéristique (théorème C.4 page
289) peut s’appliquer au faisceau sE′−A′ de (4.37) sur le digraphe associé G(sE′−A′) 6.
Ceci valide les ordres et les gains des familles directrices de l’équation (4.36) de la pro-
position 4.3 sur G(Σ′d), mais ne valide pas à ce stade les signes des gains des familles de
G(Σ′d). Il nous reste ainsi à valider les points suivants, qui font l’objet des développements
suivants de la présente démonstration :

1. Justification de la forme du digraphe G(Σ′d), i.e. de la notion de digraphe aug-
menté, du point de vue :
(a) du dédoublement des nœuds entrées/sorties avec ajout d’un arc de poids (−1)

entre ces nœuds,
(b) des signes des poids des arcs,
(c) de l’ajout d’arcs (−1) originellement non-existants sur la représentation du

faisceau sE′−A′ entre toutes les paires entrées/sorties, justifiant la construc-
tion de G(Σ′d) et le qualificatif de digraphe augmenté,

2. Justification des règles d’exploitation choisies sur G(Σ′d) liées à l’item 1.(c),

3. Justification du facteur (−1)σFl à prendre en compte sur G(Σ′d) suivant la famille
considérée.

Considérations sur le calcul du déterminant de la matrice système P(s) : en partant
de P(s), nous pouvons écrire :

P(s) =
(
sE−A B
−C D

)
=
(
sE−A −B
−C −D

)(
In 0
0 −Im

)
(4.38)

Soit donc,

det P(s) = det
(
sE−A −B
−C −D

)
det

(
In 0
0 −Im

)

= det

sE−A −B 0
−C −D 0
0 0 −Im


= det

sE−A 0 −B
−C 0 −D
0 −Im 0

 (−1)m

(4.39)

6. La mention selon laquelle la matrice C peut comporter des opérateurs de Laplace est liée à
la procédure D.1 page 307 et l’adaptation ultérieure de la proposition 4.3 en bond graph (proposition
4.4 page 140). Notons que la présence d’opérateur dans la matrice C ne modifie en rien la procédure
digraphe (théorème C.4 page 289, justement basée sur la discrimination des arcs avec opérateurs et arcs
sans opérateurs issus du faisceau sE′ −A′), en appliquant simplement un changement de signe des arcs
E–edge provenant de C pour respecter le théorème C.4. Notons en outre qu’il est toujours possible de
se ramener à une forme du type

(
sEa−Aa Ba
−Ca Da

)
où les matrices Ea, Aa, Ba, Ca, Da ne comportent pas

d’opérateurs.
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135 CH. 4. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers ... bond graph

En notant P1(s) =
(
sE−A 0 −B
−C 0 −D
0 −Im 0

)
, montrons à présent une forme équivalente à

P1(s) pour le calcul de son déterminant en travaillant sur sa sous matrice identité Im.
Définissons une matrice symétrique YU′IJK ne possédant qu’un seul élément par ligne
et par colonne de valeur (−1) de la manière suivante :

SoitM = {1, · · · ,m}, notons YU′IJK avec I = {i1, · · · , id} ⊂ M
J = {j1, · · · , jed} ⊂ M\I
K = {k1, · · · , ked} ⊂ M\{I × J }

telle que yuii = −1 ∀i ∈ I , 0 sinon
yujk = yukj = −1 ∀(j, k) ∈ {J × K} , 0 sinon

Nous pouvons ainsi écrire

det Im = det
[
YU′IJK

]
(−1)m−n0(−1)σ (4.40)

où σ est le nombre de permutations ligne/colonne dans YU′IJK par rapport à Im et n0
est le nombre de zéros sur la diagonale de YU′IJK. n0 étant pair par construction, nous
avons donc

det Im = det
[
YU′IJK

]
(−1)m(−1)σ (4.41)

A la matrice YU′IJK, nous faisons correspondre la matrice P′IJK(s) suivante,

P′IJK(s) =

sE−A 0 −B
−C 0 −D
0 −YU′IJK 0

 (4.42)

qui s’écrit donc sous la forme d’un faisceau sE′′ −A′′.

Nous avons donc
det P1(s) = det P′IJK(−1)m+σ (4.43)

A partir de (4.39) et (4.43), nous pouvons écrire :

det P(s) = det P′IJK(−1)σ (4.44)

où σ est le nombre de permutations ligne/colonne de la sous-matrice YU′IJK par rapport
à Im.

Le déterminant de P(s) peut donc se calculer indifféremment sur toute matrice P′IJK
en prenant en compte le facteur (−1)σ. Il en est de même pour les mineurs de P(s). Plus
particulièrement, il est envisageable de calculer chaque terme de det P(s) à partir d’une
matrice P′IJK différente (et cela est également applicable pour les termes des mineurs).
Sur cette base, nous prenons arbitrairement la règle (R1) suivante :

(R1) Pour les termes de det P(s) où apparaissent les éléments dj1k1 , dj2k2 , · · · , djedked
de la matrice D, exploiter P′IJK avec I = {i1, · · · , im−ed}, J = {j1, · · · , jed},
K = {k1, · · · , ked}.

Par nature des termes de det P(s), nous avons J ⊂ M, K ⊂ M\J et donc
I =M\{J × K}. Chacun de ces termes doit être multiplié par (−1)σ, où σ est
le nombre de permutations ligne/colonne de la sous-matrice YU′IJK par rapport
à Im.
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4.3. Mineurs de la matrice système P(s) d’un système singulier 136

Exploitation du digraphe pour le calcul du déterminant de la matrice système P(s)
à partir du digraphe associé à P′IJK : les précédents développements se justifient en
digraphe de la manière suivante :

— la matrice P1(s) introduite dans (4.39) justifie le dédoublement des sommets
entrées/sorties sur le digraphe associé (item 1.(a)),

— la matrice P′IJK définie en (4.42) justifie le signe des poids des arcs, en rappelant
que la sous-matrice YU′IJK ne possède que des arcs de poids (−1) (item 1.(b)).
Le cas où YU′IJK est diagonale (i.e. de la forme −Im) correspond au digraphe
avec m arcs de retour de poids (−1) entre les sommets de sortie yi et les som-
mets d’entrée ui. Rappelons enfin que P′IJK s’écrit sous la forme d’un faisceau
sE′′−A′′ pour lequel une procédure de détermination graphique du déterminant
existe sur le digraphe associé G(sE′′−A′′) (théorème C.4 page 289). Notons enfin
que la forme de la matrice P′IJK impose qu’il y ait exactement m arcs de retour
entre les sommets de sortie et les sommets d’entrée pour le calcul de chaque terme
de det P(s) en appliquant le théorème C.4.

Le digraphe G(sE′′ −A′′), représentation graphique de la matrice P′IJK, peut être mis
sous la forme générique de la figure 4.11. La variabilité de la sous-matrice YU′IJK en-

Figure 4.11 – Digraphe générique G(sE′′ − A′′) associant les sous-digraphes
G(sE; A; B; C; D) et G(YU′IJK)

traîne celle de la représentation digraphe associée G(sE′′−A′′). Cependant, ces différents
digraphes ont un sous-digraphe invariant G(sE; A; B; C; D) et diffèrent uniquement par
le sous-digraphe G(YU′IJK). Il est possible de superposer tous ces digraphes pour ob-
tenir le digraphe global G(Σ′d) (figure 4.12), dans lequel la matrice [−1] est carrée, de

Figure 4.12 – Digraphe générique G(Σ′d) associant les sous-digraphes G(sE; A; B; C; D)
et G([−1])

dimension m, avec tous ses éléments égaux à −1. Le digraphe G(Σ′d) ainsi obtenu est
donc augmenté (au sens où des arcs supplémentaires sont introduits, originellement non-
existants dans la représentation P′IJK). Ce point justifie l’item 1.(c). Le digraphe G(Σ′d),
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137 CH. 4. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers ... bond graph

possédant potentiellement une matrice D pleine, peut être exploité pour la détermina-
tion de chaque termes de det P(s), en utilisant le théorème C.4, en éliminant les arcs
de retours des sommets y vers les sommets u conformément à la règle (R1) 7. Sont donc
considérés, pour un terme de det P(s), uniquement les arcs yk vers uj si djk est un élé-
ment de D considéré dans le terme calculé, et les arcs yi vers ui ∀ i 6= j et i 6= k.

Règles d’exploitation du digraphe G(Σ′d) pour le calcul de det P(s) : la procédure de
calcul d’un polynôme caractéristique (théorème C.4 page 289) s’applique sur le digraphe
G(sE′′−A′′) associé à P′IJK. La procédure s’applique donc également au digraphe G(Σ′d)
pour la détermination de det P(s). Dans cette procédure appliquée à G(Σ′d), chaque terme
de det P(s) est associé à une famille directrice de cycles disjoints et doit répondre aux
règles suivantes :

— chaque famille Fl doit contenir exactement m arcs de retour entre les sommets
de sortie et les sommets d’entrée,

— chaque cycle d’une famille ne peut passer au plus que par un sommet d’entrée et
un sommet de sortie,

— un cycle contenant un arc djk ne contient que deux arcs (et donc que deux
sommets), l’arc djk en question entre le sommet d’entrée uk et le sommet de
sortie yj et un arc de retour (de poids (−1)),

— le poids de chaque famille Fl doit, conformément à (4.44), être multiplié par un
facteur (−1)σFl , où σFl est le nombre de permutations nécessaires pour ordonner
les sommets de sortie de la famille Fl dans l’ordre initial des sommets de sortie,
lorsque les cycles de Fl sont ordonnés dans l’ordre initial des sommets d’entrée
(i.e. sans permutations).

Fin de la démonstration.

Remarque 1: en rapport avec la détermination graphique de la structure à l’infini, la
proposition 4.3 est applicable aux mineurs (n+ i)×(n+ i) de la matrice système P(s), en
considérant les ensembles {i sommets d’entrée} ∪ {i sommets de sortie} appropriés. Le
plus haut degré des mineurs d’ordre n+ i de P(s) est ainsi donné par la famille directrice
de largeur n + i + i (i.e. contenant n + i + i sommets) contenant le plus grand nombre
d’arcs de type E–edge sur le digraphe augmenté G(Σ′d).

Remarque 2: rappelant que l’inversibilité du système singulier Σd (4.1) est assurée
si et seulement si det(P(s)) 6= 0, l’application de la proposition 4.3 au digraphe G(Σd)
permet de directement montrer le théorème 4.1 de [PBB11], énoncé en page 152.

Remarque 3: le côté arbitraire de la règle (R1) utilisée dans la démonstration de la
proposition 4.3 montre qu’il y a potentiellement plusieurs façons d’obtenir det P(s) à
partir de G(Σ′d).

7. Ajoutons que si le théorème C.4 était appliqué sur G(Σ′d) sans règle particulière (telle la règle
(R1)), la procédure aboutirait logiquement à det P(s) = 0.
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4.3. Mineurs de la matrice système P(s) d’un système singulier 138

Exemple
(Illustration de la proposition 4.3) Considérons le système d’état (4.45), dont
le faisceau (sE−A) est celui du système (C.12) page 290, pour lequel le polynôme
caractéristique a été calculé algébriquement et graphiquement (figure C.5 page 291
et table C.4 page 291).0 0 e13

0 e22 e23
0 0 0


ẋ1
ẋ2
ẋ3

 =

a11 0 a13
a21 a22 a23
0 a32 0


x1
x2
x3

 +

b11 0
0 0
b31 b32

 [
u1
u2

]

[
y1
y2

]
=

[
0 c12 0
0 0 c23

] x1
x2
x3

 +
[
0 d12
0 0

] [
u1
u2

] (4.45)

La matrice système P(s) est donnée en (4.46) et le digraphe augmenté G(Σ′d) associé
est proposé en figure 4.13.

P(s) =


−a11 0 s e13 − a13 b11 0
−a21 s e22 − a22 s e23 − a23 0 0

0 −a32 0 b31 b32
0 −c12 0 0 d12
0 0 −c23 0 0

 (4.46)

22se

22a

13a
13se

21a

23se

32a

23a

11a

1x
2x

3x

1u

2u 2y
23c

1y12c11b

32b

31b

12d

1

1

1

1

Figure 4.13 – Digraphe augmenté G(Σ′d) pour le calcul du déterminant de la matrice
système (4.46)

22se

11a

1x
2x

3x

1u

2u 2y
23c

1y

31b

12d

1

1

11a

1x 2x

3x

1u

2u 2y
23c

1y

31b

12d

1

1

22a

Famille directrice Fa de quatre cycles
disjoints contenant exactement deux arcs

de retour

Famille directrice Fb de quatre cycles
disjoints contenant exactement deux arcs

de retour
Figure 4.14 – Calcul de det(P(s)) sur le digraphe G(Σ′d) 4.13 selon la proposition
4.3 (1 sur 2)
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21a

32a

2x1u

2u 2y
23c

1y
11b

12d

1

1

1x

3x

21a
1u

2u 2y
23c

1y12c11b

32b

1

1

1x
2x

3x

Famille directrice Fc de deux cycles
disjoints contenant exactement deux arcs

de retour

Famille directrice Fd de deux cycles
disjoints contenant exactement deux arcs

de retour
Figure 4.15 – Calcul de det(P(s)) sur le digraphe G(Σ′d) 4.13 selon la proposition
4.3 (2 sur 2)
En appliquant la proposition 4.3, nous aboutissons à quatre familles directrices (resp.
Fa, Fb, Fc et Fd, en figures 4.14 et 4.15) et obtenons alors :

det(P(s)) = (−1)σFa (−1)(n−kFa )−dFaGFas
n−kFa

+ (−1)σFb (−1)(n−kFb )−dFbGFbs
n−kFb

+ (−1)σFc (−1)(n−kFc )−dFcGFcs
n−kFc

+ (−1)σFd (−1)(n−kFd )−dFdGFds
n−kFd

= (−1)1(−1)(1)−4 a11 b31 c23 d12 e22 s
1

+ (−1)1(−1)(0)−4 a11 b31 c23 d12 a22 s
0

+ (−1)1(−1)(0)−2 a21 a32 b11 c23 d12 s
0

+ (−1)0(−1)(0)−2 a21 b11 c12 b32 c23 s
0

= a11 b31 c23 d12 e22 s
− a11 b31 c23 d12 a22
− a21 a32 b11 c23 d12
+ a21 b11 c12 b32 c23

(4.47)

Le résultat (4.47) est identique au calcul algébrique de det(P(s)) effectué sur (4.46),
en notant ici que ρ{2}2 = a11 b31 c23 d12 e22, et ρ{2}3 = − a11 b31 c23 d12 a22 −
a21 a32 b11 c23 d12 + a21 b11 c12 b32 c23.

4.3.2 Déterminant de la matrice système P(s) d’un système singulier
en bond graph

Nous proposons dans cette section une procédure de détermination du déterminant
de la matrice système sur le bond graph représentant un système linéaire singulier de la
forme 8 :II EID 0

0 ED 0
0 EλD 0


 ẋI(t)

ẋD(t)
ẋλ(t)

 =

 AI 0 AIλ

ADI ID ADλ

AλI 0 Iλ + Aλ


xI(t)

xD(t)
xλ(t)

 +

BI

BD

Bλ

 u(t)

y(t) =
(

CI CD
d(·)
dt

Cλ

) xI(t)
xD(t)
xλ(t)

 +
(
D
)

u(t)

(4.48)
8. La classe de bond graph traitée par les modèles représentant le système (4.48) est détaillée en

annexes A.3 page 248 et D.1 page 305.
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4.3. Mineurs de la matrice système P(s) d’un système singulier 140

où,
— xI(t) ∈ RnI est le vecteur des variables d’énergie des éléments de stockage en

causalité intégrale,
— xD(t) ∈ RnD est le vecteur des variables d’énergie des éléments de stockage en

causalité dérivée,
— xλ(t) ∈ Rnλ est un vecteur de variables de flux ou d’effort, dans le bond graph,

choisies pour la représentation d’état.

Nous proposons en premier lieu d’étendre simplement la définition de cycles causaux
BG-différents-génériques aux chemins causaux :

Définition 4.2
(Définition de chemins causaux BG-différents-génériques) Sur un modèle
bond graph causal, deux chemins causaux sont dits BG - différents - génériques
s’ils ne possèdent aucune variable d’état en commun.

En utilisant la proposition 4.3 et la correspondance digraphe/bond graph établie en an-
nexe D (notamment la procédure D.1 page 307), il nous est dès lors possible de formuler
la proposition 4.4 :

Proposition 4.4 ([LEDL+16])
(Détermination du déterminant de la matrice système d’un système sin-
gulier sur son bond graph associé) Sur le modèle bond graph représentant un
système linéaire singulier pouvant se mettre sous la forme (4.48), avec m = p, le
déterminant de la matrice système est donné par l’expression suivante :

det
(
sE−A B
−C D

)
=

nI∑
k=−nD

ρ
{p}
k snI−k (4.49)

où :
— nI est le nombre d’éléments de stockage en causalité intégrale,
— nD est le nombre d’éléments de stockage en causalité dérivée,
— p est le nombre de sorties (et d’entrées),
— F{p} j est la jième famille bond graph (définition B.1) d’exactement p chemins

causaux entrée/sortie BG-différents-génériques (définition 4.2), où seuls les
chemins (et a fortiori les cycles) impliquant les variables exposées dans la
représentation d’état (4.48) sont considérés,

— F{p} , k est l’ensemble des familles bond graph F{p} j d’ordre ωF{p} j = k.
— ρ

{p}
k est la somme des gains statiques de F{p} , k , dans laquelle le gain de

chaque famille F{p} j doit être multiplié par :
— un facteur (−1)nD+nλ−dj , où nλ est le nombre de variables de puissance

choisies dans le vecteur d’état de (4.48) et dj est le nombre de cycles
causaux BG-différents-génériques formant la famille F{p} j .

— un facteur (−1)σj , où σj est le nombre de permutations nécessaires pour
ordonner les sorties de la famille F{p} j dans l’ordre initial des sorties,
lorsque les p chemins causaux sont ordonnés dans l’ordre initial des en-
trées.
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141 CH. 4. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers ... bond graph

Démonstration : la proposition 4.4 se base sur le calcul du déterminant de la matrice
système en digraphe (proposition 4.3). Elle peut se démontrer en reprenant point par
point les démonstrations des propositions 4.1 et 4.2, en adaptant la correspondance di-
graphe/bond graph à la représentation d’état (4.48) (procédure D.1 page 307).

Ordre maximal du polynôme caractéristique : le calcul du déterminant de la matrice
système peut a priori faire intervenir toutes les variables d’énergie du modèle bond graph
et seules les variables d’énergie contribuent à l’ordre de ce déterminant via les cycles et
les chemins causaux. L’ordre maximal de ce déterminant est donc nI + nD.

Correspondance des cycles entre digraphe/bond graph : la correspondance entre di-
graphe et bond graph s’établit dans le présent cas entre les familles directrices de cycles
disjoints du digraphe et les familles bond graph comprenant nécessairement les p che-
mins causaux entrée/sortie, dont les cycles et chemins ne possèdent aucune variable de
la représentation d’état (4.48) en commun.

Correspondance entre les familles directrice du digraphe comprenant n − k arcs de
type E–edge dans (4.36) (proposition 4.3) et les familles bond graph contribuant à l’ordre
nI − k dans (4.49) : dans le présent cas, le nombre d’arc de type E–edge de la famille Fi
est n−k = nEx,b,Fi+nEx,b̄,Fi , où pour la famille digraphe Fi, nEx,b,Fi est le nombre d’arcs
de type E–edge provenant de la sous-matrice II de (4.48) et nEx,b̄,Fi est le nombre d’arcs
de type E–edge provenant des sous-matrices EID, ED, EλD et CD

9. En développant
cette relation pour adapter l’équation (4.23) au présent cas, nous pouvons écrire,

nEx,b̄,Fi = nEx,b̄,D→I,Fi + nEx,b̄,D→D,Fi + nEx,b̄,D→λ,Fi + nEx,b̄,D→y,Fi (4.50)

où
— nEx,b̄,D→I,Fi est le nombre d’arcs de la famille digraphe Fi provenant de la sous-

matrice EID,

— nEx,b̄,D→D,Fi est le nombre d’arcs de la famille digraphe Fi provenant de la sous-
matrice ED,

— nEx,b̄,D→λ,Fi est le nombre d’arcs de la famille digraphe Fi provenant de la sous-
matrice EλD,

— nEx,b̄,D→y,Fi est le nombre d’arcs de la famille digraphe Fi provenant de la sous-
matrice CD.

Nous avons ainsi au niveau du bond graph :

nEx,b̄,D→I,Fi = nD,D→I,F{p} j ,

nEx,b̄,D→D,Fi = nD,F{p} j − nD,D→I,F{p} j − nD,D→λ,F{p} j − nD,D→y,F{p} j ,

nEx,b̄,D→λ,Fi = nD,D→λ,F{p} j , et

nEx,b̄,D→y,Fi = nD,D→y,F{p} j ,

et retrouvons ainsi pour (4.50)

nEx,b̄,Fi = nD,F{p} j (4.51)

9. Ce détail sur les E–edges peut également être directement visualisé sur la figure D.1 page 309.
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4.3. Mineurs de la matrice système P(s) d’un système singulier 142

résultat identique à (4.6). La quantité n − k, nombre d’arcs de type E–edge de Fi, est
ainsi

n− k = nEx,b,Fi + nEx,b̄,Fi

= nI,F̄{p} j + nD,F{p} j

=
(
nI − nI,F{p} j

)
+ nD,F{p} j

= nI −
(
nI,F{p} j − nD,F{p} j

)
= nI − ωF{p} j

(4.52)

Nous en déduisons donc que la correspondance s’établit entre les familles directrices du
digraphe comprenant n − k arcs de type E–edge dans (4.36) et les familles bond graph
d’ordre ωF{p} j = k dans (4.49).

Facteur de permutation (−1)nD+nλ−dj des familles bond graph : par définition, dFi ,
le nombre de cycles disjoints formant la famille de cycles digraphe Fi est égale à dj ,
nombre de cycles causaux BG-différents-génériques formant la famille bond graph F{p} j
correspondante, auquel on ajoute toutes les boucles digraphe associées aux éléments de
stockage d’énergie en causalité intégrale (resp. dérivée), au nombre de nEx,b,Fi (resp.
nAx,b,Fi), ainsi que les p chemins causaux entrée/sortie i.e.

dFi = dj + nEx,b,Fi + nAx,b,Fi + p (4.53)

En rappelant le facteur de permutation (−1)n−k−dFi associé à la famille Fi de la procé-
dure digraphe (proposition 4.3), nous avons

n− k − dFi = nEx,b,Fi + nEx,b̄,Fi − (dj + nEx,b,Fi + nAx,b,Fi) + p

= nEx,b̄,Fi − (dj + nAx,b,Fi) + p
(4.54)

en notant que dans le présent cas sur le digraphe, la quantité nEx,b̄,Fi est :

nEx,b̄,Fi = nEx,b̄,D→I,Fi + nEx,b̄,D→λ,Fi + nEx,b̄,D→D,Fi + nEx,b̄,D→y,Fi (4.55)

Nous avons ainsi,

n− k − dFi = nEx,b̄,Fi − (dj + nAx,b,Fi) + p

= nEx,b̄,D→I,Fi + nEx,b̄,D→λ,Fi + nEx,b̄,D→D,Fi + nEx,b̄,D→y,Fi
− (dj + nAx,b,Fi) + p

(4.56)

que nous pouvons écrire au niveau bond graph selon,

n− k − dFi = nD,D→I,F{p} j + nλ,D→λ,F{p} j + nD,D→D,F{p} j + nD,D→y,F{p} j
−

(
dj + nD,F̄{p} j + nλ,F̄{p} j

)
+ p

(4.57)
D’autre part, la prise en compte de tous les facteurs (−1) issus de la procédure D.1, de
construction du digraphe à partir du bond graph, conduit à considérer ici les items 3, 8,
10, 11, 13, 15, 16 et 18 de la procédure (i.e. associés respectivement à la détermination
des sous-matrices EID, ADI , ADλ, AλI , Aλ, BD, Bλ et CD de (4.48)) entraînent un
facteur négatif sur les gains du bond graph. Ajoutons à cela le fait que le digraphe
augmenté issu de la procédure D.1 fait intervenir p arcs de retour de poids −1 qui
doivent être comptabilisés dans le présent facteur global pour établir la correspondance
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143 CH. 4. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers ... bond graph

digraphe/bond graph. En notant nBD, comme précédemment, le nombre d’arcs total
portant ce facteur (−1), nous avons dans le présent cas,

nBD = nEx,b̄,D→I,Fi + nAx,b̄,I→D,Fi + nAx,b̄,λ→D,Fi + nAx,b̄,I→λ,Fi + nAx,b̄,λ→λ,Fi
+ nAx,b̄,u→D,Fi + nAx,b̄,u→λ,Fi + nEx,b̄,D→y,Fi + p

(4.58)
que nous pouvons ré-écrire au niveau bond graph,

nBD = nD,D→I,F{p} j + nD,I→D,F{p} j + nλ,I→λ,F{p} j + nD,λ→D,F{p} j + nλ,λ→λ,F{p} j
+ nD,u→D,F{p} j + nλ,u→λ,F{p} j + nD,D→y,F{p} j + p

(4.59)
En utilisant les équations (4.57) et (4.59), nous pouvons écrire :

n− k − dFi + nBD = 2× nD,D→I,F{p} j + nλ,D→λ,F{p} j + nD,D→D,F{p} j
+ nλ,I→λ,F{p} j + nD,I→D,F{p} j
+ nλ,λ→λ,F{p} j + nD,λ→D,F{p} j
+ nλ,u→λ,F{p} j + nD,u→D,F{p} j

+ 2× nD,D→y,F{p} j
− nD,F̄{p} j − nλ,F̄{p} j
− dj + 2p

= 2× nD,D→I,F{p} j + nλ,F{p} j + nD,F{p} j
+ 2× nD,D→y,F{p} j
− nD,F̄{p} j − nλ,F̄{p} j
− dj + 2p

= 2× nD,D→I,F{p} j +
(
nλ − nλ,F̄{p} j

)
+

(
nD − nD,F̄{p} j

)
+ 2× nD,D→y,F{p} j
− nD,F̄{p} j − nλ,F̄{p} j
− dj + 2p

(4.60)
Soit donc,

n− k − dFi + nBD = 2× nD,D→I,F{p} j − 2× nλ,F̄{p} j − 2× nD,F̄{p} j
+ 2× nD,D→y,F{p} j + 2p
+ nλ + nD − dj

(4.61)

Nous pouvons ainsi écrire,

(−1)n−k−dFi+nBD = (−1)nD+nλ−dj (4.62)

Facteur de permutation (−1)σj des familles bond graph : ce facteur provient di-
rectement de la détermination digraphe de det P(s), plus exactement de la règle (R1)
détaillée dans la démonstration de la proposition 4.3. Cette règle entraîne le facteur de
permutation (−1)σFi , où σFi est le nombre de permutations nécessaires pour ordonner
les sommets de sortie de la famille Fi dans l’ordre initial des sommets de sortie, lorsque
les cycles de Fi sont ordonnés dans l’ordre initial des sommets d’entrée (i.e. sans permu-
tations). La correspondance entre la famille de cycle digraphe Fi et la famille bond graph
F{p} j implique que la règle de réordonnancement des entrées/sorties dans la procédure
digraphe (proposition 4.3) s’applique directement à la famille bond graph F{p} j .

Fin de la démonstration.
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4.3. Mineurs de la matrice système P(s) d’un système singulier 144

Remarque : les familles bond graph F{p} j (définition B.1) doivent obligatoirement
contenir les p chemins causaux entrée/sortie BG-différents-génériques (définition 4.2)
du système (i.e. toutes ses entrées/sorties). Ces familles peuvent également contenir
des cycles causaux BG-différents-génériques (définition 4.1), qui doivent également être
BG-différents-génériques avec les p chemins causaux entrée/sortie, de sorte que l’ordre
respectif des familles, ωF{p} j , soit égale à k.

La proposition 4.4 généralise ainsi la détermination bond graph de det (P(s)) aux sys-
tèmes singuliers pouvant être mis sous la forme (4.48), comprenant ainsi celle originelle-
ment proposée pour la classe des systèmes réguliers par Jardin [Jar10] et pour la classe
particulière des systèmes singuliers linéaires sur le bond graph bicausal représentant des
modèles inverses ne possédant que des pôles à l’infini proposée par El Feki [EF11] 10.

La proposition 4.4 implique que le degré du déterminant de P(s), noté βDp (i.e. de-
gré du mineur d’ordre (n + p) de P(s), avec n = nI + nD + nλ) est donné par l’ordre
minimal ωF{p} j = kmin qu’une famille F{p} j de p chemins causaux entrée/sortie BG-
différents-génériques puisse avoir, telle que la somme des gains statiques des familles
F{p} j d’ordre ωF{p} j = kmin soit différente de zéro (i.e. ρ{p}kmin 6= 0). Ce point est explicité
à travers l’équation (4.63), en rappelant ici que m = p 11.

βDp = nI − min
F{p} , ωj

{
ωj | ρ{p}ωj 6= 0

}
(4.63)

10. Cette classe de modèle, traitée dans l’annexe D, a également été abordée en annexe A du point de
vue de la matrice de structure de jonction, en section A.3 page 248, et plus particulièrement en section
A.3.6 page 260.

11. Conformément à la définition B.1, une famille F{p} j d’ordre ωF{p} j
est notée F{p} , ωj

dans la
mesure où il n’y a pas d’ambiguïté sur la notion d’ordre considéré ici (i.e. celui d’une famille de chemins
et non simplement d’un chemin).
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Exemple 1 (Illustration des propositions 4.3 et 4.4)
Nous proposons de déterminer algébriquement et graphiquement le déterminant de
la matrice système sur le modèle bond graph de la figure 4.16, où nI = 2, nD = 1 et
nλ = 1 (le polynôme caractéristique de ce modèle a été déterminé algébriquement et
graphiquement - en digraphe et bond graph - en section 4.2.2.2 page 120).

1 0

1I

2p

1

2I

dI

1p
1

dp

fS
u

eD

y



1 0

1I

2p

1

2I

dI

1p
1

dp

fS
u

fD
y



(a) (b)

Figure 4.16 – Exemple de bond graph avec plusieurs boucles causales d’ordre 0 de
classe 1

Cas 4.16 (a) : Le positionnement du détecteur De en 4.16a conduit à mesurer
l’effort de liaison entre les éléments en causalité intégrale et dérivée (sa nature est
donc celle d’un multiplicateur de Lagrange, noté λ). Le lien causal entre l’élément
de stockage en causalité dérivée Id et le détecteur De associé au multiplicateur λ est
y = λ = ṗd. Le système, sous la forme (4.48), est donné en (4.64) et son digraphe
G(Σ′d (a)) associé en figure 4.17a (cette mise en équation suivant la procédure D.1 page
307 est également détaillée en annexe D, exemple 2 page 312). Algébriquement, nous
avons det P(s) = Ids

3.


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0



ṗ1
ṗ2
ṗd
λ̇

 =


0 0 0 −1
0 0 0 1

−Id
I1

Id
I2

1 0
0 0 0 1



p1
p2
pd
λ

 +


0
0
−Id

0

 u

y =
[
0 0 0 1

] 
p1
p2
pd
λ

 +
[
0
]

u

(4.64)

2IId

s
1I

p
2Ip

Dp

1

s

1IId

u y

1


dI 1s

1

1

1

s
1I

p
2Ip

Dp

s

u y
dI 1s

1

(a) (b)

Figure 4.17 – (a) Digraphe G(Σ′d (a)) du système (4.64) associé au bond graph (4.16a)
et (b) unique famille directrice de G(Σ′d (a)), notée Fa
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Nous pouvons remarquer que le digraphe G(Σ′d (a)) 4.17a ne comporte qu’une seule
famille directrice, notée Fa, détaillée en figure 4.17b. Suivant la proposition 4.3 ap-
pliquée au digraphe G(Σ′d (a)), nous avons :

det P(s) =
n∑
k=0

ρ
{p}
k sn−k

= (−1)σFa (−1)(n−kFa )−dFa GFa s
n−kFa

= (−1)0 (−1)(3)−3 Id s
3 = Id s

3

(4.65)

L’application de la proposition 4.4 au bond graph 4.16a conduit à préalablement
observer qu’il n’existe qu’un seul chemin causal E/S (respectant de fait la définition
4.2), en l’occurrence le chemin (Sf → Id → De), d’ordre ωF̃a = −1 et aucun cycle
causal BG-différents-génériques. Cela est consistant avec le fait qu’il n’existe qu’une
seule famille directrice Fa sur le digraphe G(Σ′d (a)) figure 4.17. En notant F̃a la
famille bond graph formée de l’unique chemin causal entrée/sortie, le déterminant
de la matrice système est ainsi donné par :

det P(s) =
nI∑

k=−nD
ρ
{p}
k snI−k

= ρ
{1}
−1 snI−kF̃a

= (−1)σF̃a (−1)nD+nλ−dF̃a G̃F̃a s
nI−kF̃a

= (−1)0 (−1)1+1−0 Id s
2−(−1) = Id s

3

(4.66)

Nous concluons que les approches algébrique, digraphe et bond graph conduisent au
même résultat.

Cas 4.16 (b) : Dans cette configuration, le détecteur Df est placé sur une jonc-
tion connectée à un stockage en causalité intégrale (I1). La représentation d’état
du système est donnée en (4.67). Par consistance avec le cas 4.16a, la variable non
énergétique λ est conservée alors qu’elle apparait uniquement ici comme une va-
riable interne du système. Le digraphe associé est proposé en figure 4.18a et le calcul
algébrique conduit à det P(s) = −Id

I1
s2.


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0



ṗ1
ṗ2
ṗd
λ̇

 =


0 0 0 −1
0 0 0 1

−Id
I1

Id
I2

1 0
0 0 0 1



p1
p2
pd
λ

 +


0
0
−Id

0

 u

y =
[ 1
I1

0 0 0
] 

p1
p2
pd
λ

 +
[
0
]

u

(4.67)

Une seule famille directrice existe sur G(Σ′d (b)), notée Fb sur 4.18b. En utilisant la
proposition 4.3 appliquée à G(Σ′d (b)), nous avons :
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det P(s) =
n∑
k=0

ρ
{p}
k sn−k

= (−1)σFb (−1)(n−kFb )−dFb GFb s
n−kFb

= (−1)0 (−1)(2)−2
(
−Id
I1

)
s2 = −Id

I1
s2

(4.68)
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Figure 4.18 – (a) Digraphe G(Σ′d (b)) du système (4.67) associé au bond graph (4.16b)
et (b) unique famille directrice de G(Σ′d (b)), notée Fb

L’application de la proposition 4.4 au bond graph 4.16b se construit sur les mêmes
considérations qu’au cas 4.16a : il n’existe qu’un seul chemin causal E/S, en l’oc-
currence le chemin (Sf → Id → I1 → Df ) représenté sur la figure 4.16b, d’ordre
ωF̃b = 0. En notant F̃b la famille bond graph formée de l’unique chemin causal E/S
(où aucun cycle causal n’est BG-différent-générique de ce chemin), le déterminant
de la matrice système est ainsi donné par :

det P(s) =
nI∑

k=−nD
ρ
{p}
k snI−k

= ρ
{1}
0 s

nI−kF̃b

= (−1)σF̃b (−1)nD+nλ−dF̃b G̃F̃b s
nI−kF̃b

= (−1)0 (−1)1+1−0
(
−Id
I1

)
s2−(0) = −Id

I1
s2

(4.69)

Nous concluons que les approches algébrique, digraphe et bond graph conduisent au
même résultat.
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Exemple 2 (Illustration des propositions 4.3 et 4.4)
Nous proposons de déterminer algébriquement et graphiquement le déterminant de
la matrice système sur le modèle bond graph de la figure 4.19 qui représente le cas
académique où un choix délibéré d’une causalité dérivée sur un élément de stockage
est effectué, induisant dans ce cas un cycle causal d’ordre négatif, où nI = 1, nD = 1
et nλ = 1 (le polynôme caractéristique de ce modèle a été déterminé algébriquement
et graphiquement - en digraphe et bond graph - en section 4.2.2.4 page 123).

1 0

1I

1

Sf

R

1p 2p

2I

u
eD

y

 1 0

1I

1

Sf

R

1p 2p

2I

u

fD
y



(a) (b)

Figure 4.19 – Exemple de bond graph avec boucles causales d’ordre 0 et d’ordre
−1

Cas 4.19 (a) : Nous reprenons ici les considérations sur l’effort de liaison λ
exposées au cas 4.16a. Le système, sous la forme (4.48), est donné en (4.70) et son
digraphe G(Σ′d (a)) associé en figure 4.20a. Algébriquement, nous avons detP (s) =
I2 s

2.

1 0 0
0 0 0
0 1 0


ṗ1
ṗ2
λ̇

 =


0 0 0

−I2
I1

1 I2
R

0 0 1


p1
p2
λ

 +

 0
−I2

0

 u

y =
[
0 0 1

] p1
p2
λ

 +
[
0
]

u

(4.70)
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1
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Figure 4.20 – (a) Digraphe G(Σ′d (a)) du système (4.70) associé au bond graph (4.19a)
et (b) unique famille directrice de G(Σ′d (a)), notée Fa

Une seule famille directrice existe sur G(Σ′d (a)), notée Fa sur 4.20b. Utilisant la
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proposition 4.3 appliquée à G(Σ′d (a)), nous avons :

det P(s) =
n∑
k=0

ρ
{p}
k sn−k

= (−1)σFa (−1)(n−kFa )−dFa GFa s
n−kFa

= (−1)0 (−1)(2)−2 I2 s
2 = I2 s

2

(4.71)

L’application de la proposition 4.4 au bond graph 4.19a conduit à préalablement
observer qu’il n’existe qu’un seul chemin causal entrée/sortie, en l’occurrence le che-
min (Sf → I2 → De) représenté sur la figure 4.19a, d’ordre ωF̃a = −1 (i.e. les deux
boucles {R; I2} et {I1; I2}, respectivement d’ordre −1 et 0, ne sont pas BG-différents-
génériques (définition 4.2) de ce chemin causal puisqu’elles lui partagent la variable
ṗ2). Cela est consistant avec la correspondance digraphe/bond graph mise en place
par le biais de la procédure D.1 page 307 et le fait qu’il n’existe qu’une seule famille
directrice Fa sur le digraphe G(Σ′d (a)) figure 4.20. En notant F̃a la famille bond graph
formée de l’unique chemin causal entrée/sortie, le déterminant de la matrice système
est ainsi donné par :

det P(s) =
nI∑

k=−nD
ρ
{p}
k snI−k

= ρ
{1}
−1 snI−kF̃a

= (−1)σF̃a (−1)nD+nλ−dF̃a G̃F̃a s
nI−kF̃a

= (−1)0 (−1)1+1−0 I2 s
1−(−1) = I2 s

2

(4.72)

Nous concluons que les approches algébrique, digraphe et bond graph conduisent au
même résultat.

Cas 4.19 (b) : Dans cette configuration, le détecteur Df est placé sur la jonction
connectée à l’élément de stockage en causalité dérivée I2. La représentation d’état du
système est donnée en (4.73). Comme dans le cas de la figure 4.16, nous conservons
la variable non énergétique λ par consistance avec le cas 4.19b alors qu’elle apparait
uniquement ici comme une variable interne du système. Le digraphe associé est
proposé en figure 4.21. Le calcul algébrique conduit à det P(s) = s.1 0 0

0 0 0
0 1 0


ṗ1
ṗ2
λ̇

 =


0 0 −1

−I2
I1

1 I2
R

0 0 1


p1
p2
λ

 +

 0
−I2

0

 u

y =
[ 1
I1

0 − 1
R

] p1
p2
λ

 +
[
1
]

u

(4.73)

Cinq familles directrices existent sur G(Σ′d (b)), respectivement notées Fba , Fbb (figure
4.22) et Fbc , Fbd et Fbe (figure 4.23). Utilisant la proposition 4.3 appliquée à G(Σ′d (b))
(figure 4.21), nous avons,

det(P(s)) = (−1)σFba (−1)(n−kFba )−dFbaGFbas
n−kFba

+ (−1)σFbb (−1)(n−kFbb
)−dFbbGFbbs

n−kFbb

+ (−1)σFbc (−1)(n−kFbc )−dFbcGFbcs
n−kFbc

+ (−1)σFbd (−1)(n−kFbd
)−dFbdGFbds

n−kFbd

+ (−1)σFbe (−1)(n−kFbe )−dFbeGFbes
n−kFbe

(4.74)
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soit :
det(P(s)) = (−1)0(−1)(2)−2

(
−I2
R

)
s2

+ (−1)0(−1)(2)−3
(
−I2
R

)
s2

+ (−1)0(−1)(1)−1
(
−I2
I1

)
s1

+ (−1)0(−1)(1)−4 (−1) s1

+ (−1)0(−1)(1)−2
(
−I2
I1

)
s1 = s

(4.75)
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Figure 4.21 – Digraphe G(Σ′d (b)) du système (4.73) associé au bond graph (4.19b)
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Figure 4.22 – Familles directrices du digraphe G(Σ′d (b)) (figure 4.21) avec 2 E–edges
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Figure 4.23 – Familles directrices du digraphe G(Σ′d (b)) (figure 4.21) avec 1 E–edge

En vue d’appliquer la proposition 4.4 au bond graph 4.19b, nous observons, conformé-
ment à la correspondance digraphe/bond graph, qu’il existe également cinq familles
bond graph formées d’un seul chemin causal entrée/sortie BG-différents-génériques
(définition 4.2). Ces familles sont notées F̃ba , F̃bb (figure 4.24) et F̃bc , F̃bd et F̃be (fi-
gure 4.25) et correspondent respectivement aux familles directrices Fba , Fbb (figure

150 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



151 CH. 4. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers ... bond graph

4.22) et Fbc , Fbd et Fbe (figure 4.23) sur G(Σ′d (b)). Notons par exemple la topologie
de la famille directrice Fba avec une boucle de type E–edge sur le variable pI1 et le
cycle u → pI2 → λ → y → u qui correspond sur le bond graph à la famille F̃ba
au chemin u → pI2 → λ → y (l’élément de stockage I1 n’étant pas touché par ce
chemin).
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Figure 4.24 – Familles bond graph d’ordre −1 (modèle de la figure 4.19b)
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Figure 4.25 – Familles bond graph d’ordre 0 (modèle de la figure 4.19b)

En appliquant la proposition 4.4 au bond graph 4.19b, le déterminant de la ma-
trice système est ainsi donné par :

det(P(s)) = (−1)σF̃ba (−1)nD+nλ−dF̃ba G̃F̃ba
s
nI−kF̃ba

= (−1)
σF̃bb (−1)

nD+nλ−dF̃bb G̃F̃bb
s
nI−kF̃bb

= (−1)σF̃bc (−1)nD+nλ−dF̃bc G̃F̃bc
s
nI−kF̃bc

= (−1)
σF̃bd (−1)

nD+nλ−dF̃bd G̃F̃bd
s
nI−kF̃bd

= (−1)σF̃be (−1)nD+nλ−dF̃be G̃F̃be
s
nI−kF̃be

(4.76)

det(P(s)) = (−1)0(−1)1+1−0
(
−I2
R

)
s1−(−1)

+ (−1)0(−1)1+1−1
(
−I2
R

)
s1−(−1)

+ (−1)0(−1)1+1−0
(
−I2
I1

)
s1+0

+ (−1)0(−1)1+1−0 (1) s1−0

+ (−1)0(−1)1+1−1
(
−I2
I1

)
s1+0 = s

(4.77)

Nous concluons que les approches algébrique, digraphe et bond graph conduisent au
même résultat.
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4.4 Inversion des systèmes singuliers

La présente section propose de reprendre les considérations du chapitre 2 section
2.3.2 page 58 sur l’étude de l’inversibilité des systèmes à partir de leur bond graph as-
socié, et des procédures de Rahmani (section 2.3.2.1 page 58) et de Fotsu Ngwompo
(section 2.3.2.2 page 59), en discutant leur généralisation au cas singulier. La discussion
est menée sur le bond graph représentant un système singulier de la forme (4.48) page
139, dont les hypothèses sont détaillées en annexe D.1 page 305.

Il est en premier lieu intéressant de mentionner que le critère direct d’inversibilité
de Tan & Vandewalle [TV88] (théorème 3.4 page 88) a été porté graphiquement sur
le digraphe structuré par Pasqualetti et al. [PBB11] :

Théorème 4.1 ([PBB11])
(Critère direct d’inversibilité d’un système singulier sur le digraphe struc-
turé associé) : si le système singulier Σd (4.1) est solvable ( i.e. si le faisceau sE−A
est régulier), il est inversible si et seulement si, sur le digraphe structuré associé, il
existe un ensemble de p chemins entrée/sortie disjoints.

Le théorème 4.1 peut être directement démontré grâce au théorème 3.4 et à la proposi-
tion 4.3 page 133 que nous avons formulé sur le digraphe.

Au niveau bond graph, nous pouvons dans un premier temps généraliser le test d’in-
versibilité 2.1 page 59 proposé par Rahmani, basé sur la détermination bond graph du
déterminant de la matrice système, en utilisant la détermination de det(P(s)) du système
singulier (4.48) (proposition 4.4 page 140) :

Test d’inversibilité 4.1
Soit un modèle bond graph représentant un système singulier carré à p entrées et
p sorties de la forme (4.48).

1. Si le modèle bond graph ne contient pas p chemins causaux entrée/sortie
BG-différents-génériques (définition 4.2), alors le système est non inversible.

2. Si le modèle bond graph contient un seul ensemble de p chemins causaux
entrée/sortie BG-différents-génériques, alors le système est inversible.

3. Si le modèle contient plusieurs ensembles de p chemins causaux entrée/sortie
BG-différents-génériques, alors il faut calculer le determinant de la matrice
système det (P(s)) à l’aide la proposition 4.4 pour conclure sur l’inversibilité.

Démonstration : Cette généralisation utilise le théorème 3.4 et l’inversibilité de la
matrice système, en considérant la proposition 4.4 et en notant les points suivants :

— en termes de chemin en bond graph : nous avons détaillé en section 4.3.2 que dans
le cas singulier, le calcul de det (P(s)) à partir de la proposition 4.4 implique la
considération de famille bond graph (définition B.1 page 267) d’exactement p
chemins causaux entrée/sortie BG-différents-génériques (définition 4.2), où seuls
les chemins (et a fortiori les cycles) impliquant les variables exposées dans la re-
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présentation d’état (4.48) sont considérés.

— en terme de calcul du déterminant de la matrice système : la proposition 4.4
permet de généraliser le calcul de det (P(s)) à la classe des systèmes singuliers.

Dans la présente formulation du test d’inversibilité 4.1, l’item 2 peut se restreindre à la
scrutation d’un ensemble de chemins causaux et pas nécessairement d’une famille bond
graph (définition B.1) dans la mesure où un ensemble unique est suffisant pour assurer
la non nullité de det (P(s)), y compris dans le cas singulier. La considération de famille,
incluant donc potentiellement des cycles causaux supplémentaires, n’aura d’intérêt que
dans la considération des ordres associés et dans le calcul effectif des termes de det (P(s))
à partir du bond graph (proposition 4.4).

Fin de la démonstration.

Remarque : comme mentionné par Jardin [Jar10] à propos du test d’inversibilité de
Rahmani [Rah93], il n’est pas nécessaire en pratique de calculer l’ensemble des coeffi-
cients du polynôme de det (P(s)) pour conclure sur sa non nullité dans le présent test
d’inversibilité 4.1 (concernant l’item 3). En utilisant la proposition 4.4 et l’ensemble
de ses éléments constitutifs, montrer que det (P(s)) 6= 0 revient à montrer qu’il existe
k ∈ {−nD, · · · , nI} tel que ρ{p}k 6= 0 dans (4.49).

Concernant à présent l’approche de Fotsu Ngwompo, le test d’inversibilité 2.2 page
60 est généralisable puisqu’il se base uniquement sur la considération graphique de pro-
priété des ensembles de chemins causaux. Ces chemins causaux doivent en l’occurrence
être disjoints (définition B.8 page 264) pour assurer la propagation de la bicausalité.
La présence potentielle de cycles causaux d’ordre 0 (de type 1ZCP , 2ZCP , 3ZCP et
4ZCP ) ou d’ordre négatif, la présence potentielle de champs R et/ou IC ne modifient
en rien ces considérations. Si il existe un ensemble de p chemins causaux entrée/sortie
disjoints suivant lequel la propagation de la bicausalité conduit à une structure de jonc-
tion résoluble, le modèle bond graph est inversible. Si le modèle à inverser contient des
assignations bicausales entre chemins entrée/sortie, la propagation de la bicausalité sur
ces chemins conduit à rétablir une causalité « classique ». Dans ce dernier cas, la bicausa-
lité est nécessairement propagée à partir de la double source SeSf , qui (re)devient alors
un détecteur (plus exactement des « sources/détecteurs » [Gaw95, FN97] i.e. un DeSf
ou un DfSe suivant la causalité), jusqu’au double détecteur DeDf qui (re)devient une
source d’effort ou de flux. Nous pouvons ainsi confirmer que le test d’inversibilité 2.2
est applicable à la classe des modèles bond graph représentant un système singulier de
la forme (4.48) page 139. Rappelons en outre que ce test d’inversibilité 2.2 aboutit à la
construction du modèle inverse (la procédure est semi-directe, les derniers critères étant
établis sur le modèle bond graph inverse). Nous illustrons cette approche avec l’exemple
de synthèse proposé en section 4.6.3 page 169.

Notons que nous ne définissons pas dans cette section l’inverse d’ordre minimal du mo-
dèle singulier (notion exposée en bond graph en section 2.3.2.4 page 61 pour les systèmes
réguliers). Il n’est pas nécessaire d’établir le modèle inverse d’ordre minimal pour dé-
terminer les invariants que sont la structure à l’infini du système (section 4.5) et les
ordres d’essentialité généralisés (section 4.6). Il est toutefois possible, lors de l’applica-
tion du test d’inversibilité 2.2 page 60, de choisir un ensemble S0 de p chemins causaux
entrée/sortie disjoints d’ordre minimal.
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4.5 Structure à l’infini

4.5.1 Détermination de la structure à l’infini d’un système singulier en
bond graph

La définition algébrique de la structure à l’infini des systèmes singuliers a été pré-
sentée au chapitre 3 à travers les théorèmes 3.9, 3.10, 3.11 et 3.12 page 95. Nous avons
vu que cette généralisation inclus les définitions et théorèmes établis pour les systèmes
réguliers (théorèmes 2.2, 2.3, 2.4 page 50), base de l’analyse structurelle des modèles di-
rects [Jar10], mais également le cas particulier des systèmes généralisés issus des modèles
inverses de systèmes propres (théorèmes 2.5 et 2.6 page 52), base de l’analyse structurelle
des modèles inverses [EF11]. Nous visons ici à généraliser les approches de détermination
de la structure à l’infini d’un système à partir de sa représentation bond graph asso-
ciée. La finalité est une proposition étendue à la classe des systèmes singuliers, incluant
également ainsi celles développées pour des bond graphs causaux sans causalité dérivée
[BSDT97] [Jar10] et les bond graphs bicausaux (incluant la classe des modèles inverses
traitée par El Feki [EF11] [EFJMF+12a], voir chapitre 2).

Nous rappelons au préalable les éléments suivants pour les systèmes singuliers dont la
représentation d’état peut être mise sous la forme (4.1) :

— le nombre de zéros et pôles à l’infini est égal à r, où r = Rang(T(s)), et
T(s) ∈ Rp×m est la matrice de transfert rationnelle non propre de (4.1) défi-
nie par T(s) = C(sE−A)−1B + D [MDV94].

— issus de la forme de Smith-McMillan à l’infini (2.7) page 48, les ordres des r
zéros et pôles à l’infini de T(s) sont des entiers relatifs ordonnés selon t1 ≤ t2 ≤
... ≤ tr. La somme des ordres des zéros/pôles à l’infini du système (4.1) peut
s’exprimer selon (4.78) [MvdW91] :

i∑
j=1

tj = − δD i = −βD i + δD (A− sE) (4.78)

En notant que :
— ti est l’ordre du iième zéro/pôle à l’infini de T(s),
— δD i est le plus haut degré des mineurs d’ordre i de T(s),
— βD i est le plus haut degré du mineur d’ordre (n + i) de la matrice système

P(s),
— δD (A− sE) est la dimension de la partie dynamique finie du système d’état,

i.e. δD (A− sE) = d = deg det(sE−A).

Nous formulons dès à présent deux propositions, respectivement sur le nombre et l’ordre
des zéros/pôles à l’infini d’un système singulier sur son bond graph associé (déclinés ici
par niveaux d’analyse, respectivement BG-Structurel et comportemental, tels que définis
au chapitre 1, section 1.4.4 page 32) :

Proposition 4.5
(Nombre de zéros/pôles à l’infini d’un système singulier sur sa repré-
sentation bond graph associée - niveau d’analyse BG-Structurel) Sur le
modèle bond graph représentant le système singulier (4.48), le nombre rBG−s de
zéros/pôles BG-structurels à l’infini de ce système est égal au nombre maximal de
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chemins qu’un ensemble de chemins (bi)causaux entrée/sortie BG-disjoints puisse
contenir.

Proposition 4.6
(Nombre de zéros/pôles à l’infini d’un système singulier sur sa repré-
sentation bond graph associée - niveau d’analyse comportemental) Sur
le modèle bond graph représentant le système singulier (4.48), le nombre r de
zéros/pôles à l’infini du système est égal au nombre maximal de chemins qu’un
ensemble de chemins (bi)causaux entrée/sortie BG-disjoints puisse contenir pour
assurer l’inversibilité d’un sous-système de dimension r.

Démonstration :

Approche algébrique : la forme de Smith-McMillan à l’infini (2.7) appliquée à la
matrice de transfert non propre T(s) du système (4.48) implique que le nombre r de
zéros/pôles à l’infini corresponde au rang de T(s). Par définition du rang, cela signifie
qu’au moins un mineur d’ordre r est non nul, que tout mineur d’ordre strictement supé-
rieur à r est nécessairement nul, et qu’il existe un sous-système de dimension r inversible.

Approche bond graph :
— niveau d’analyse comportemental : l’assertion précédente implique qu’il existe

nécessairement au moins un ensemble de r chemins causaux entrée/sortie BG-
disjoints (définition B.8 page 264) qui assurent cette inversibilité [FN97] [JEFMF+08].
Cette condition d’inversibilité implique de manière sous-jacente sur le bond graph
que d’une part :
— soit il n’existe aucun ensemble contenant plus de r chemins causaux BG-

disjoints,
— soit il existe plusieurs ensembles contenant plus de r chemins causaux BG-

disjoints, mais dont la somme signée de leurs gains s’annule,

et que d’autre part, la résolubilité de la structure de jonction du modèle in-
verse est assurée (voir section 2.3.2.2 page 59). L’ensemble de ces considérations,
impliquant nécessairement sur le bond graph l’existence même de lignes de puis-
sance entrée/sortie disjointes, n’est donc par essence pas restreinte au cas régulier
et ainsi directement applicable aux bond graph causaux ou bicausaux représen-
tant le système singulier (4.48). Au niveau d’analyse comportemental, il existe
nécessairement au moins un ensemble de r chemins (bi)causaux entrée/sortie
BG-disjoints pour assurer l’inversibilité du système.

— niveau d’analyse BG-structurel : le précédent développement se traduit ainsi sim-
plement par l’existence d’au moins un ensemble d’au maximum rBG−s chemins
(bi)causaux entrée/sortie BG-disjoints.

Fin de la démonstration.

Concernant les ordres des zéros/pôles à l’infini, nous pouvons faire les propositions sui-
vantes :
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Proposition 4.7
(Ordre des zéros/pôles à l’infini d’un système singulier sur sa représenta-
tion bond graph associée - niveau d’analyse BG-Structurel) Sur le modèle
bond graph représentant le système singulier (4.48), les ordres des zéros/pôles BG-
structurels à l’infini de ce système peuvent être déterminés de la manière suivante :{

tBG−s,1 = ω1s − ω(nI−d)s
tBG−s,i = ωis − ωi−1s

(4.79)

où :
— ω(nI−d)s représente l’ordre minimal qu’une famille des seuls cycles causaux

BG-différents-génériques (définition B.18) impliquant les variables d’état,
puisse avoir.

— ωis représente l’ordre minimal que peut avoir une famille bond graph (dé-
finition B.23) d’exactement i chemins causaux entrée/sortie BG-différents-
génériques (définition 4.2), et où seuls les chemins et cycles impliquant les
variables exposées dans la représentation d’état (4.48) sont considérés.

Proposition 4.8
(Ordre des zéros/pôles à l’infini d’un système singulier sur sa représen-
tation bond graph associée - niveau d’analyse comportemental) Sur le mo-
dèle bond graph représentant le système singulier (4.48), les ordres des zéros/pôles
à l’infini de ce système peuvent être déterminés de la manière suivante :{

t1 = ω1 − ωnI−d
ti = ωi − ωi−1

(4.80)

où sur le modèle bond graph :

ωi = min
(U,Y )⊂J1,pK2

tel que |U|=|Y |=i

{
min

F(U,Y ) , ωj

{
ωj | ρ(U,Y )

ωj 6= 0
}}

, ∀i ∈ {1, ..., r} (4.81)

où :
— ωnI−d représente l’ordre minimal qu’une famille des seuls cycles causaux BG-

différents-génériques (définition B.18) impliquant les variables d’état puisse
avoir, telle que la somme des gains statiques des familles d’ordre ωnI−d soit
différente de zéro.

— F(U,Y ) , ωj est la jième famille bond graph (définition B.23) d’ordre ωj (dé-
finition B.26), contenant exactement i chemins causaux entrée/sortie BG-
différents-génériques (définition 4.2), où seuls les chemins et cycles impli-
quant les variables exposées dans la représentation d’état (4.48) sont consi-
dérés, les chemins étant entre les variables d’entrées contenues dans l’en-
semble U de dimension i (|U| = i) et les variables de sorties contenues dans
l’ensemble Y de dimension i (|Y| = i).

— F(U,Y ) , ωj est l’ensemble des familles F(U,Y ) , ωj (définition B.5).

— ρ
(U,Y )
ωj est la somme des gains statiques de F(U,Y ) , ωj dans laquelle le gain

statique de chaque famille F(U,Y ) , ωj doit être multiplié par :
— un facteur (−1)nD+nλ−dj , où nD et nλ sont respectivement le nombre

d’éléments de stockage en causalité dérivée et le nombre de variables de
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puissance choisies dans le vecteur d’état de (4.48), et dj est le nombre
de cycles causaux BG-différents-génériques contenus dans la famille
F(U,Y ) , ωj ,

— un facteur (−1)σj , où σj est le nombre de permutations nécessaires pour
ordonner les i sorties de la famille F(U,Y ) , ωj dans l’ordre initial des sor-
ties, lorsque les i chemins causaux sont ordonnés dans l’ordre initial des
entrées.

Démonstration des propositions 4.7 et 4.8 :

Approche algébrique : utilisant l’équation (4.78), nous pouvons écrire :

pour i = 1 t1 = −βD 1 + d

pour i > 1 ti =
i∑

j=1
tj −

i−1∑
j=1

tj

= (−βD i + d) − (−βD i−1 + d)

= −βD i + βD i−1

(4.82)

où βD i est le plus haut degré du mineur d’ordre (n+ i) de la matrice système P(s).

Approche bond graph, polynôme caractéristique :
— niveau d’analyse comportemental : en utilisant la proposition 4.2 page 126, le

monôme de plus haut degré du polynôme caractéristique est donné par l’ordre
minimal ωnI−d qu’une famille de cycles causaux BG-différents-génériques, impli-
quant les variables d’état, puisse avoir, telle que la somme des gains statiques
des familles de cycles d’ordre ωnI−d soit différente de zéro. Nous avons ainsi
d = deg det(sE−A) = nI − ωnI−d.

— niveau d’analyse BG-structurel : la précédente assertion se décline sans analyse de
gains de chemins causaux de la manière suivante : le monôme de plus haut degré
du polynôme caractéristique est donné par l’ordre minimal ω(nI−d)s qu’une fa-
mille de cycles causaux BG-différents-génériques impliquant les variables d’état,
puisse avoir.

Approche bond graph, mineurs de la matrice système :
— niveau d’analyse comportemental : la proposition 4.4 page 140 est applicable aux

mineurs (n+ i)× (n+ i) de la matrice système P(s) avec n = nI + nD + nλ, en
considérant les ensembles {i sources} ∪ {i détecteurs} appropriés :

— Pour un ensemble donné (U,Y) de i chemins causaux entrée/sortie BG-
différents-génériques entre les variables d’entrée contenues dans l’ensemble
U de dimension i (|U| = i) et les variables de sortie contenues dans l’en-
semble Y de dimension i (|Y| = i), le degré du mineur associé, noté βD i (U,Y ),
est donc donné par (4.83). Conformément à la définition B.1, une famille
F(U,Y ) j d’ordre ωF(U,Y ) j

est notée F(U,Y ) , ωj .

βD i (U,Y ) = nI − min
F(U,Y ) , ωj

{
ωj | ρ(U,Y )

ωj 6= 0
}

(4.83)
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— Le degré le plus élevé des mineurs d’ordre (n + i) de P(s), βD i, est donné
par l’ordre minimal ωi = kmin i qu’une famille F{i} j de i chemins cau-
saux entrée/sortie BG-différents-génériques puisse avoir parmi tous les en-
sembles (U,Y) possibles telle que |U| = |Y| = i, et que la somme des
gains statiques des familles F(U,Y ) j associées à cet ensemble (U,Y) d’ordre
ωF(U,Y ) j = ωi = kmin i soit différente de zéro (i.e. ρ{i}kmin i 6= 0) :

βD i = max
(U,Y )⊂J1,pK2

tel que |U|=|Y |=i

{
βD i (U,Y )

}
= max

(U,Y )⊂J1,pK2
tel que |U|=|Y |=i

{
nI − min

F(U,Y ) , ωj

{
ωj | ρ(U,Y )

ωj 6= 0
}}

= nI − min
(U,Y )⊂J1,pK2

tel que |U|=|Y |=i

{
min

F(U,Y ) , ωj

{
ωj | ρ(U,Y )

ωj 6= 0
}}

= nI − ωi

(4.84)

— niveau d’analyse BG-structurel : la précédente assertion se décline sans analyse
de gains de chemins causaux de la manière suivante : le degré le plus élevé du
mineur d’ordre (n+ i) de P(s) est donné par l’ordre minimal ωis qu’une famille
de i chemins causaux entrée/sortie BG-différents-génériques puisse avoir.

Approche bond graph, ordre des zéros/pôles à l’infini de la matrice de transfert :
— niveau d’analyse comportemental : en utilisant (4.82), nous pouvons donc écrire :

t1 = −βD 1 + d
= −(nI − ω1) + (nI − ωnI−d)
= ω1 − ωnI−d

ti = −βD i + βD i−1
= −(nI − ωi) + (nI − ωi−1)
= ωi − ωi−1

(4.85)

— niveau d’analyse BG-structurel : l’équation (4.85) déclinée au niveau BG-structurel
conduit immédiatement à (4.79).

Fin de la démonstration.

Remarque 1: nous rappelons que le niveau d’analyse comportemental est le même
pour l’approche algébrique et l’approche bond graph. Les notations utilisées dans les
formulations bond graph des propositions 4.6 et 4.8 et les démonstrations associées sont
consistantes avec celles de l’approche algébrique (équations (4.78) et (4.82)).

Remarque 2: la considération sur le degré le plus élevé des mineurs d’ordre (n + i)
de P(s) (équation (4.84)) permet également d’étendre le calcul du degré du mineur de
P(s) (noté βDp dans l’équation (4.63), formulée pour p = m) pour des systèmes non-
carrés avec p sorties et m entrées, telles que p ≤ m. Dans le cas non-carré, nous pouvons
ainsi écrire le degré le plus élevé des mineurs d’ordre (n+ p) de P(s) :

βDp = nI − min
U⊂J1,mK , Y⊂J1,pK
tel que |U|=|Y |=p

{
min

F(U,Y ) , ωj

{
ωj | ρ(U,Y )

ωj 6= 0
}}

(4.86)
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Il est trivial de décliner également les mineurs d’ordre (n + i) et le plus haut degré
des mineurs d’ordre (n + i) (resp. équations (4.83) et (4.84)) au cas des systèmes non-
carrés avec p ≤ m. Cette déclinaison requiert simplement de différencier la dimension
des ensembles d’entrées U et de sortie Y dans (4.84) comme cela est proposé dans (4.86).

Remarque 3: par souci de clarté, nous avons privilégié une formulation de la pro-
position 4.8 pour le cas p = m. En rapport avec la précédente remarque, la déclinaison
au cas non carré où p ≤ m requiert simplement de différencier la dimension des ensembles
d’entrées U et de sortie Y.

Contrairement à la classe des systèmes réguliers traitée par Bertrand et al. [BSDT97]
et Jardin [Jar10] ainsi que celle des systèmes singuliers issus de bond graph bicausaux
(et ne possédant que des pôles à l’infini car représentant les modèles inverses de la classe
précédente des systèmes réguliers linéaires) traitée par El Feki [EF11], la proposition
4.7 formulée au niveau d’analyse BG-Structurel fait déjà à ce stade intervenir la no-
tion de famille bond graph (définition B.23) et non plus d’ensembles de chemins causaux
(cas particulier de famille bond graph dans laquelle il n’y a pas de cycle causal, voir
les remarques associées à la définition B.23). Cela est uniquement liée à la présence po-
tentielle de cycles causaux d’ordre négatif dans le système (4.48), contribuant ainsi à
l’ordre minimal dans (4.79). Dans les deux classes de système précédemment évoquées
([BSDT97, Jar10] et [EF11]), les cycles causaux sont nécessairement d’ordre strictement
positif 12 et contribuent ainsi à nécessairement faire augmenter l’ordre. Ils ne sont ainsi
pas introduits, pour ces deux classes de système, dans la scrutation bond graph de re-
cherche d’ordre minimal au niveau d’analyse BG-Structurel.

Le cas où aucun cycle causal d’ordre négatif ne peut exister conduit donc à ωnI−d = 0
dans (4.80) (et a fortiori ω(nI−d)s = 0 dans (4.79)). La déclinaison des propositions 4.5,
4.6, 4.7 et 4.8 dans ce cas simplifié permet de retrouver les résultats des travaux de Ber-
trand et al. [BSDT97] et Jardin [Jar10] d’une part, et ceux de El Feki [EF11] d’autre
part, sur la détermination bond graph de la structure à l’infini des classes respectives de
système traitées dans ces travaux :

— cas des systèmes réguliers issus de bond graphs sans causalité dérivée [BSDT97]
[Jar10] : la structure à l’infini de cette classe de système ne contient par essence
que des zéros à l’infini. Ces bond graphs ne contenant aucune causalité dérivée, les
notions d’ordre de cycle et chemins causaux se simplifient aux notions de longueur
de cycle et chemins causaux, respectivement. Nous pouvons ainsi vérifier :
— au niveau d’analyse BG-Structurel, l’ordre des zéros à l’infini d’un système

régulier sur sa représentation bond graph associée (théorème 2.12 page 63)
est bien un cas particulier de la proposition 4.7,

— au niveau d’analyse comportemental, l’ordre des zéros à l’infini d’un système
régulier sur sa représentation bond graph associée (théorème E.2 page 321)
est bien un cas particulier de la proposition 4.8.

— cas des systèmes généralisés ne comportant que des pôles à l’infini issus de bond
graph bicausaux, sans cycles causaux d’ordre négatif [EF11] : la structure à l’infini
de cette classe de système ne contient par essence que des pôles à l’infini. Nous
pouvons ainsi vérifier :

12. Si la classe des systèmes réguliers traitée par Bertrand et al. [BSDT97] et Jardin [Jar10] ne
nécessite pas plus de commentaire sur ce point, la justification concernant la classe des bond graphs
bicausaux traités dans [EF11] est apportée en annexe A.3.6 page 260.
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4.5. Structure à l’infini 160

— au niveau d’analyse BG-Structurel, l’ordre des pôles à l’infini de la classe des
systèmes singuliers issus de modèles inverses réguliers, sur leur représentation
bond graph associée (théorème 2.13 page 64) est bien un cas particulier de la
proposition 4.7,

— au niveau d’analyse comportemental, l’ordre des pôles à l’infini (théorème E.3
page 321) est bien un cas particulier de la proposition 4.8.

Exemple 1
Reprenons dans l’exemple 1 page 145, le cas 4.16(a) :

— la fonction de transfert de ce système est donné par T4.16a(s) = s
1

1/Id + 1/I1 + 1/I2
.

Sa structure à l’infini est un pôle d’ordre 1 i.e. t1 = −1. Ceci se retrouve
algébriquement avec les précédents résultats sur la matrice système et le
polynôme caractéristique : t1 = −βD 1 + d = −3 + 2 = −1.

— sur le bond graph au niveau d’analyse comportemental, nous avons ωnI−d =
0. Nous rappelons qu’il n’existe qu’un seul chemin causal E/S, en l’occurrence
le chemin (Sf → Id → De) représenté sur la figure 4.16a, d’ordre ωF̃a = −1 et
de gain non nul. Appliquant la proposition 4.8, nous avons donc ω1 = ωF̃a =
−1. Il vient t1 = ω1 − ωnI−d = −1 − 0 = −1, conformément à l’approche
algébrique.

Exemple 2
Reprenons dans l’exemple 2 page 148, le cas 4.19(a) :

— la fonction de transfert de ce système vaut T4.19a(s) = sR

s+R/I1 +R/I2
et

sa structure à l’infini est donc un zéro d’ordre 0 i.e. t1 = 0. Ceci se retrouve
algébriquement avec les précédents résultats sur la matrice système et le
polynôme caractéristique : t1 = −βD 1 + d = −2 + 2 = 0.

— sur le bond graph au niveau d’analyse comportemental, nous avons ωnI−d =
−1 (puisque nI = 1 et d = 2). Nous avons vu qu’il n’existe pour ce modèle
qu’un seul chemin causal entrée/sortie en l’occurrence le chemin (Sf → I2 →
De) représenté sur la figure 4.19a, d’ordre ωF̃a = −1 et de gain non nul.
Appliquant la proposition 4.8, nous avons donc ω1 = ωF̃a = −1. Il vient
t1 = ω1 − ωnI−d = −1− (−1) = 0, conformément à l’approche algébrique.

Pour le cas 4.19(b) de l’exemple 2 page 148 :
— nous avons T4.19b = RI1

sI1I2 + I1R+ I2R
. La structure à l’infinie de T4.19b est

un zéro à l’infini d’ordre 1, i.e. t1 = 1, qui se retrouve algébriquement avec
les précédents résultats : t1 = −βD 1 + d = −1 + 2 = 1.

— sur le bond graph au niveau d’analyse comportemental, nous rappelons qu’il
existe cinq familles bond graph formées chacune d’un chemin chemin causal
entrée/sortie. Les familles F̃ba et F̃bb (figure 4.24) sont d’ordre −1 et forment
ainsi l’ensemble F(u,y) ,−1 et les familles F̃bc , F̃bd et F̃be (figure 4.25) sont
d’ordre 0 et forment l’ensemble F(u,y) , 0. Calculons ρ

(u,y)
−1 , somme des gains

statiques de F(u,y) ,−1. Nous avons ρ(u,y)
−1 = −I2

R
+ I2
R

= 0. D’autre part, la

somme des gains statiques de F(u,y) , 0 est ρ(u,y)
0 = 1 + I2

I1
− I2
I1

= 1 6= 0.
Appliquant la proposition 4.8, nous avons donc ω1 = 0. Il vient t1 = ω1 −
ωnI−d = 0− (−1) = 1, conformément à l’approche algébrique.
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Les précédents exemples sont réduits au simple cas SISO par souci de simplicité. D’autres
exemples plus complets relatifs à cette section seront proposés conjointement avec ceux
associés aux ordres d’essentialité généralisés en section 4.6 page 164.

4.5.2 Détermination du degré des transmittances de T(s)
En utilisant l’expression de la somme des ordres des zéros/pôles à l’infini (4.78) du

système (4.1) et les démonstrations associées aux propositions 4.7 et 4.8, il est possible
de décliner la procédure suivante (lemme 4.9). Notons que nous ne particularisons pas
ici le modèle. La procédure est applicable pour un modèle direct ou inverse sur la matrice
de transfert associée, respectivement T(s) et T−1(s).

Lemme 4.9
(Degré d’une transmittance tij(s) de la matrice de transfert d’un système
singulier sur sa représentation bond graph associée) Sur le modèle bond
graph représentant le système singulier (4.48), le degré δD 1 (ui,yj) de la transmittance
tij(s) entre l’entrée ui et la sortie yj peut être déterminé de la manière suivante :

δD 1 (ui,yj)
∆= deg (tij(s)) = − min

F(ui,yj) , ωk

{
ωk | ρ

(ui,yj)
ωk 6= 0

}
+ ωnI−d (4.87)

où :
— F(ui,yj) ωk est la kième famille bond graph (définition B.23) d’ordre ωk (dé-

finition B.26), contenant exactement 1 chemin causal entre l’entrée ui et la
sortie yj , où seuls les cycles et le chemin impliquant les variables exposées
dans la représentation d’état (4.48) sont considérés,

— F(ui,yj) ωk est l’ensemble des familles F(ui,yj) ωk (définition B.5),

— ρ
(ui,yj)
ωk est la somme des gains statiques de F(ui,yj) ωk dans laquelle le gain

statique de chaque famille F(ui,yj) ωk doit être multiplié par un facteur
(−1)nD+nλ−dj , où nD et nλ sont respectivement le nombre d’éléments de
stockage en causalité dérivée et le nombre de variables de puissance choisies
dans le vecteur d’état de (4.48), et dj est le nombre de cycles causaux BG-
différents-génériques contenus dans la famille F(ui,yj) ωk ,

— ωnI−d représente l’ordre minimal qu’une famille des seuls cycles causaux BG-
différents-génériques (définition B.18) impliquant les variables d’état puisse
avoir, telle que la somme des gains statiques des familles d’ordre ωnI−d soit
différente de zéro.

Démonstration :
— En utilisant l’expression (4.83) page 157 réduite à une entrée ui et une sortie yj ,

le degré du mineur associé de la matrice système, que nous noterons ici βD 1 (ui,yj)
est donné par l’ordre minimal kmin qu’une famille F(ui,yj) ωk (d’ordre ωk) de 1
chemin causal BG-différent-générique ui → yj puisse avoir, telle que la somme
des gains statiques de l’ensemble des familles d’ordre égal à kmin soit différente
de zéro (ρ{ui,yj}kmin

6= 0), soit donc :

βD 1 (ui,yj) = nI − min
F(ui,yj) , ωk

{
ωk | ρ

(ui,yj)
ωk 6= 0

}
(4.88)
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— L’équation (4.78) et le théorème 3.10 page 94 permettent d’écrire le degré de la
transmittance tij(s) i.e. le degré du mineur d’ordre 1 associé au couple {ui, yj}
de (4.88), noté δD 1 (ui,yj)

∆= deg(tij(s)) :

δD 1 (ui,yj) = βD 1 (ui,yj) − d

=
(
nI − min

F(ui,yj) , ωk

{
ωk | ρ

(ui,yj)
ωk 6= 0

})
− (nI − ωnI−d)

= − min
F(ui,yj) , ωk

{
ωk | ρ

(ui,yj)
ωk 6= 0

}
+ ωnI−d

(4.89)

Fin de la démonstration.

Remarque 1: nous présentons ici une formulation générique du lemme 4.9, consistante
avec les propositions 4.7 et 4.8 et les quantités manipulées. La scrutation opérée au
lemme 4.9 pourrait se simplifier en raison de la présence de mêmes cycles causaux BG-
Différents-génériques contribuant à la quantité ωk et la quantité ωnI−d.

Remarque 2: le lemme 4.9 est consistant avec la procédure de détermination du de-
gré relatif n′i sur le modèle direct dans le cas régulier (cette procédure est présentée en
section 2.3.4.1 page 65 et la déclinaison au niveau d’analyse comportemental que nous
évoquons ici est présentée en annexe E, théorème E.4 page 323). En effet, ce dernier
est défini comme l’ordre du zéro à l’infini par ligne de T (s) alors que le présent lemme
4.9 qualifie un degré de transmittance (d’où la différence de signe entre les deux procé-
dures), en rappelant que pour un système régulier, nous avons ωnI−d = 0. Le lemme 4.9
est également consistant avec la procédure de détermination de l’ordre d’essentialité sur
T−1(s) (voir section 2.3.4.4 page 67 et la déclinaison que nous évoquons ici à l’annexe E,
théorème E.6 page 325). La généralisation du théorème E.6 aux systèmes singuliers est
proposée en section 4.6.2 page 167, propositions 4.12 et 4.13.
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Exemple 1
Reprenons le bond graph de la figure 4.16(a) page 145 :

— la fonction de transfert de ce système a été précédemment donnée, T4.16a(s) =
s

1
1/Id + 1/I1 + 1/I2

et présente un degré δD 1 (u,y)(a) = 1. Sur le bond graph,

la figure 4.16a précise l’unique chemin causal k© d’ordre ωu→y = −1 qu’il
puisse y avoir entre l’entrée u et la sortie y. Il existe deux cycles causaux
d’ordre 0 (comme vus en table 4.1 page 122), non BG-différent-générique
entre eux et avec le chemin causal k©. Ils n’interviennent dès lors ni l’un
ni l’autre dans la constitution de l’unique famille F(u,y) ωk , et donc ωk =
min{ωu→y} = −1 . Dans ce cas très simple, la famille ne contient pas de
cycle causal et est donc équivalente à un ensemble de chemin causaux, en
l’occurrence 1 seul chemin, k© (voir définition B.23 page 266).

— la quantité ωnI−d est nulle,
— la déclinaison du lemme 4.9 donne donc δD 1 (u,y)(a) = −(−1) + 0 = 1, confor-

mément à l’approche algébrique.

Exemple 2
Reprenons le bond graph de la figure 4.19(a) page 148 :

— nous rappelons que T4.19a(s) = sR

s+R/I1 +R/I2
, soit donc δD 1 (u,y)(a) = 0.

Sur le bond graph, la figure 4.19a précise l’unique chemin causal g© d’ordre
ωu→y = −1 entre l’entrée u et la sortie y. Dans cet exemple, il existe éga-
lement deux cycles causaux d’ordre respectif −1 et 0 (comme vus en table
4.3 page 125), non BG-différent-générique l’un avec l’autre et avec le chemin
causal g©. Ils n’interviennent dès lors ni l’un ni l’autre dans la constitution
de l’unique famille F(u,y) ωg , et donc ωg = min{ωu→y} = −1.

— nous avons ωnI−d = −1 dû au cycle causal d’ordre négatif {R, I2},
— le lemme 4.9 conduit donc à δD 1 (u,y)(a) = −(−1) + (−1) = 0, conformément

à l’approche algébrique.

Pour le cas 4.19(b) page 148 :
— nous rappelons que nous avons T4.19b = RI1

sI1I2 + I1R+ I2R
, soit donc

δD 1 (u,y)(b) = −1 et qu’il existe dans le présent cas cinq familles bond graph
formées chacune d’un chemin chemin causal entrée/sortie. Les familles F̃ba
et F̃bb (figure 4.24) sont d’ordre −1 et forment ainsi l’ensemble F(u,y) ,−1 et
les familles F̃bc , F̃bd et F̃be (figure 4.25) sont d’ordre 0 et forment l’ensemble
F(u,y) , 0. Nous avons détaillé à l’exemple 2 page 160 la somme des gains
statiques de ces deux ensembles, ρ(u,y)

−1 = 0 et ρ(u,y)
0 6= 0.

— nous avons vu que ωnI−d = −1, et ainsi,
— le lemme 4.9 conduit donc à δD 1 (u,y)(b) = 0 + (−1) = −1, conformément à

l’approche algébrique.
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4.6. Ordres d’essentialité généralisés 164

4.6 Ordres d’essentialité généralisés

4.6.1 Détermination des ordres d’essentialité généralisés sur le bond
graph associé à un modèle direct singulier

Nous proposons de déterminer dans cette section les ordres d’essentialité généralisés
sur le modèle bond graph représentant le système singulier (4.48) page 139. Cette déter-
mination est basée sur l’approche algébrique mise en place au chapitre 3 section 3.5 page
96 (définition 3.7, proposition 3.2 et lemme 3.3). Nous utilisons les propositions 4.5 page
154 et 4.6 page 155 ainsi que les propositions 4.7 et 4.8 page 156, pour respectivement
calculer le nombre et l’ordre des zéros/pôles à l’infini du système singulier sur le bond
graph associé, suivant les différents niveaux d’analyse (BG-structurel ou comportemental
suivant la classification de Jardin [Jar10], voir chapitre 1, section 1.4.4 page 32).

Proposition 4.10
(Ordres d’essentialité généralisés d’un système direct singulier sur sa re-
présentation bond graph associée - niveau d’analyse BG-Structurel) Sur
le modèle bond graph représentant le système singulier (4.48) supposé inversible,
l’ordre d’essentialité généralisé BG-structurel nBG−s,ieg de la sortie yi peut être dé-
terminé de la manière suivante :

nBG−s,ieg = ω1s − ω(nI−d)s , si p = 1 (1 sortie)

nBG−s,ieg = ωps − ω
(i)
p−1s , si p > 1

(4.90)

où :

— ω(nI−d)s représente l’ordre minimal qu’une famille des seuls cycles causaux
BG-différents-génériques (définition B.18) impliquant les variables d’état de
(4.48) puisse avoir,

— ωps représente l’ordre minimal que peut avoir une famille bond graph (dé-
finition B.23) d’exactement p chemins causaux entrée/sortie BG-différents-
génériques (définition 4.2) et où seuls les chemins et cycles impliquant les
variables exposées dans la représentation d’état (4.48) sont considérés,

— ω
(i)
p−1s représente l’ordre minimal que peut avoir une famille bond graph (défi-

nition B.23) d’exactement p−1 chemins causaux entrée/sortie BG-différents-
génériques (définition 4.2) où seuls les chemins et cycles impliquant les va-
riables exposées dans la représentation d’état (4.48) sont considérés, sans
tenir compte de la iième sortie.

164 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



165 CH. 4. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers ... bond graph

Proposition 4.11
(Ordres d’essentialité généralisés d’un système direct singulier sur sa
représentation bond graph associée - niveau d’analyse comportemental)
Sur le modèle bond graph représentant le système singulier (4.48) supposé inversible,
l’ordre d’essentialité généralisé nieg de la sortie yi peut être déterminé de la manière
suivante :

nieg = ω1 − ωnI−d , si p = 1 (1 sortie)

nieg = ωp − ω(i)
p−1 , si p > 1

(4.91)

où sur le modèle bond graph,

ωp = min
F{p} , ωj

{
ωj | ρ{p}ωj 6= 0

}
(4.92)

et sur le modèle bond graph sans considération de sa iième sortie,

ω
(i)
p−1 = min

U(i)⊂J1,pK\{i},Y (i)⊂J1,pK\{i}
tel que |U(i)|=|Y (i)|=p−1

 min
F(U(i),Y (i)) , ωj

{
ωj | ρ(U(i),Y (i))

ωj 6= 0
} (4.93)

où :
— p est le nombre de sorties (et d’entrées),

— ωnI−d représente l’ordre minimal qu’une famille des seuls cycles causaux BG-
différents-génériques (définition B.18) impliquant les variables d’état puisse
avoir, telle que la somme des gains statiques des familles d’ordre ωnI−d soit
différente de zéro,

— F(U,Y ) , ωj (resp. F(U(i),Y (i)) , ωj , sans considération de la iième sortie) est la
jième famille bond graph (définition B.1) contenant exactement p (resp. p−1)
chemins causaux entrée/sortie BG-différents-génériques (définition 4.2), où
seuls les chemins et les cycles impliquant les variables exposées dans la
représentation d’état (4.48) sont considérés, les chemins étant entre les va-
riables d’entrée contenues dans l’ensemble U de dimension p (resp. U(i) de
dimension p − 1) et les variables de sortie contenues dans l’ensemble Y de
dimension p (resp. Y(i) de dimension p− 1) et d’ordre ωj (définition B.26),

— F(U,Y ) , ωj (resp. F(U(i),Y (i)) , ωj ) est l’ensemble des familles F(U,Y ) , ωj (resp.
F(U(i),Y (i)) , ωj ) (définition B.5),

— ρ
(U,Y )
ωj (resp. ρ(U(i),Y (i))

ωj ) est la somme des gains statiques de F(U,Y ) , ωj (resp.
F(U(i),Y (i)) , ωj ) dans laquelle le gain statique de chaque famille doit être mul-
tiplié par :
— un facteur (−1)nD+nλ−dj , où nD et nλ sont respectivement le nombre

d’éléments de stockage en causalité dérivée et le nombre de variables de
puissance choisies dans le vecteur d’état de (4.48), et dj est le nombre de
cycles causaux BG-différents-génériques contenus dans la famille F(U,Y ) , ωj
(resp. F(U(i),Y (i)) , ωj ),

— un facteur (−1)σj , où σj est le nombre de permutations nécessaires
pour ordonner les p (resp. p − 1) sorties de la famille F(U,Y ) , ωj (resp.
F(U(i),Y (i)) , ωj ) dans l’ordre initial des sorties, lorsque les p (resp. p − 1)
chemins causaux sont ordonnés dans l’ordre initial des entrées.
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4.6. Ordres d’essentialité généralisés 166

Démonstration des propositions 4.10 et 4.11 :

Approche algébrique : en utilisant les notations suivantes,
— βDp le degré du déterminant de la matrice système P(s) (i.e. degré du mineur

d’ordre (n+ p) de P(s), avec n = nI + nD + nλ,
— β

(i)
Dp−1 le degré du mineur d’ordre (n+(p−1)) de P(i)(s), où P(i)(s) est la matrice

système du sous-système obtenu en supprimant sa iième sortie,

et en utilisant le lemme 3.3 page 105 et l’équation (4.78) page 154, nous pouvons
écrire pour la sortie i :

nieg =
p∑
j=1

tj −
p−1∑
j=1

t̄ij

= (−βDp + d) −
(
−β(i)

Dp−1 + d
) (4.94)

Approche bond graph : utilisant les propositions 4.7 et 4.8 et leurs démonstrations
respectives (équations (4.82) et (4.85) ainsi que la formulation (4.84) page 158), nous
pouvons décliner les considérations suivantes par niveau d’analyse :

— niveau d’analyse comportemental :

nieg = (−βDp + d)− (−β(i)
Dp−1 + d)

= (−(nI − ωp) + (nI − ωnI−d))− (−(nI − ω(i)
p−1) + (nI − ωnI−d))

= ωp − ω(i)
p−1

(4.95)
et nieg = ω1 − ωnI−d dans le cas particulier où p = 1.

— niveau d’analyse BG-structurel : l’équation (4.95) et les considérations associées
déclinées au niveau BG-structurel conduisent immédiatement à la proposition
4.10.

Fin de la démonstration.

Remarque 1: les propositions 4.10 et 4.11 précisent que le système singulier doit être
inversible. Dans le cas contraire, la notion d’ordre d’essentialité généralisé n’a pas de sens.

Remarque 2: la spécificité du cas p = 1 a été illustrée à travers les exemples SISO
1 et 2 page 160, avec respectivement ωnI−d = 0 pour l’exemple 1 et ωnI−d 6= 0 pour
l’exemple 2 (en notant que dans ces deux exemples, nous avons n1eg = t1).

La détermination de l’ordre d’essentialité généralisé sur le bond graph (propositions
4.10 et 4.11) généralise les travaux de Bertrand et al. [BSDT97] et Jardin [Jar10] sur
un modèle direct (théorèmes 2.16 page 66 et E.5 page 324) en l’étendant aux systèmes
singuliers.
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4.6.2 Détermination des ordres d’essentialité généralisés sur le bond
graph associé à un modèle inverse singulier

Nous proposons de déterminer dans cette section les ordres d’essentialité généralisés
sur le modèle bond graph représentant le système inverse singulier (4.96), équivalent
au système (4.48) page 139, où la seule différence réside dans le jeu d’entrées/sorties et
d’états considérés dans (4.96) (s’agissant donc pour ce dernier de ceux du modèle inverse).II EID 0

0 ED 0
0 EλD 0


 ẋIinv(t)

ẋDinv(t)
ẋλinv(t)

 =

 AI 0 AIλ

ADI ID ADλ

AλI 0 Iλ + Aλ


xIinv(t)

xDinv(t)
xλinv(t)

+

BI

BD

Bλ

uinv(t)

yinv(t) =
(

CI CD
d(·)
dt

Cλ

) xIinv(t)
xDinv(t)
xλinv(t)

+
(
D
)

uinv(t)

(4.96)
Cette détermination est basée sur l’approche algébrique mise en place au chapitre 3,
section 3.5 page 96 (définition 3.7 page 101). Nous utilisons ici le calcul du degré d’une
transmittance d’une matrice de transfert (lemme 4.9 page 161) appliqué à la matrice de
transfert T−1(s) du modèle inverse d’un système singulier, sur sa représentation bond
graph associée. Comme dans le cas direct 4.6.1, nous formulons ces propositions suivant
les différents niveaux d’analyse (i.e. niveau d’analyse BG-structurel ou comportemental
suivant la classification de Jardin [Jar10]).

Proposition 4.12
(Ordres d’essentialité généralisés d’un système inverse singulier sur sa
représentation bond graph associée - niveau d’analyse BG-Structurel)
Sur le modèle bond graph représentant le système inverse singulier (4.96), l’ordre
d’essentialité généralisé nBG−s,ieg de la sortie yi peut être déterminé de la manière
suivante :

nBG−s,ieg = − min
j∈{1,p}

{
min

F(yi,uj) , ωk

{ωk}
}

+ ω(nI−d)s (4.97)

où :
— p est le nombre de sorties (et d’entrées),

— ω(nI−d)s représente l’ordre minimal qu’une famille des seuls cycles causaux
BG-différents-génériques (définition B.18) impliquant les variables d’état de
(4.96) puisse avoir,

— F(ui,yj) ωk est la kième famille bond graph (définition B.23) d’ordre ωk (dé-
finition B.26), contenant exactement 1 chemin causal entre la sortie yi et
l’entrée uj , où seuls les cycles et le chemin impliquant les variables exposées
dans la représentation d’état (4.96) sont considérés.

Proposition 4.13
(Ordres d’essentialité généralisés d’un système inverse singulier sur sa
représentation bond graph associée - niveau d’analyse comportemental)
Sur le modèle bond graph représentant le système inverse singulier (4.96), l’ordre
d’essentialité généralisé nieg de la sortie yi peut être déterminé de la manière sui-
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vante :
nieg = − min

j∈{1,p}

{
min

F(yi,uj) , ωk

{
ωk | ρ

(yi,uj)
ωk 6= 0

}}
+ ωnI−d (4.98)

où :
— p est le nombre de sorties (et d’entrées),

— ωnI−d représente l’ordre minimal qu’une famille des seuls cycles causaux
BG-différents-génériques (définition B.18) impliquant les variables d’état de
(4.96) puisse avoir, telle que la somme des gains statiques des familles d’ordre
ωnI−d soit différente de zéro,

— F(ui,yj) ωk est la kième famille bond graph (définition B.23) d’ordre ωk (dé-
finition B.26), contenant exactement 1 chemin causal entre la sortie yi et
l’entrée uj , où seuls les cycles et le chemin impliquant les variables exposées
dans la représentation d’état (4.96) sont considérés,

— F(yi,uj) ωk est l’ensemble des familles F(yi,uj) ωk (définition B.5),

— ρ
(yi,uj)
ωk est la somme des gains statiques de F(yi,uj) ωk dans laquelle le gain

statique de chaque famille F(yi,uj) ωk doit être multiplié par un facteur
(−1)nD+nλ−dj , où nD et nλ sont respectivement le nombre d’éléments de
stockage en causalité dérivée et le nombre de variables de puissance choi-
sies dans le vecteur d’état de (4.96), et dj est le nombre de cycles causaux
BG-différents-génériques contenus dans la famille F(yi,uj) ωk .

Démonstration des propositions 4.12 et 4.13 :

Appliqué à T−1(s), le lemme 4.9 page 161 permet la détermination bond graph du degré
d’une transmittance de cette matrice de transfert, que nous notons ici tinv ij(s), entre la
variable de sortie yi et la variable d’entrée uj (sous-entendu sur le bond graph inverse).
En utilisant par ailleurs la définition 3.5 page 97, nous pouvons écrire :

— niveau d’analyse comportemental :

nieg = max
j∈{1,p}

{deg (tinv ij(s))}

= max
j∈{1,p}

{
− min
F(yi,uj) , ωk

{
ωk | ρ

(yi,uj)
ωk 6= 0

}
+ ωnI−d

}

= − min
j∈{1,p}

{
min

F(yi,uj) , ωk

{
ωk | ρ

(yi,uj)
ωk 6= 0

}}
+ ωnI−d

(4.99)

— niveau d’analyse BG-Structurel : l’équation (4.99) se décline directement, sans
considérations sur les gains statiques des familles F(yi,uj) ωk , en l’équation (4.97).

Fin de la démonstration.

Remarque 1: en rappelant que la quantité ωnI−d est nécessairement négative, la for-
mulation (4.98) permet de retrouver la nature même de l’ordre d’un zéro/pôle à l’infini
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par colonne (définition 3.5 page 97) intervenant dans la caractérisation de l’ordre d’es-
sentialité généralisé (définition 3.7 page 101) :

— si la famille F(yi,uj) , ωk d’ordre minimal ωk = kmin est d’ordre négatif, elle conduit
à caractériser l’ordre maximal de dérivation (atteint) de la sortie yi (en notant
alors que si ωk < ωnI−d, alors nieg > 0 et correspond effectivement à l’ordre de
dérivation maximal).

— si la famille F(yi,uj) , ωk d’ordre minimal ωk = kmin est d’ordre positif, elle conduit
à caractériser l’ordre minimal d’intégration de la sortie yi (en notant alors que
nécessairement nieg < 0).

(le cas nieg = 0 indique que de manière certaine la sortie n’est pas dérivée mais
peut potentiellement être intégrée i.e. peut être associé au cas nieg < 0).

Remarque 2: dans le cas d’inversion de systèmes appartenant à la classe traitée dans la
thèse de Jardin [Jar10] (i.e. bond graph sans causalité dérivée aboutissant à des systèmes
LTI réguliers ne possédant par essence que des zéros à l’infini), les propositions 4.12 et
4.13 se simplifient aux théorèmes formulés dans la thèse de El Feki [EF11] exposés au
chapitre 2 (respectivement les théorèmes 2.17 page 67 et E.6 page 325 suivant le niveau
d’analyse).

4.6.3 Exemple de synthèse : système singulier représenté par un mo-
dèle bond graph bicausal

4.6.3.1 Modèle bond graph direct et représentation d’état singulière asso-
ciée

Soit le modèle bond graph bicausal de la figure 4.26, comprenant m = 2 entrées, u1
et u2, et p = 2 sorties, y1 et y2. En utilisant la procédure D.1 page 307, le modèle s’écrit

11DeDf 0
2u

2p

1

2I

Cq

1

C R

1SeSf

2Se

2y

2Df

1u

1y

1I
p

1I

0



0

Figure 4.26 – Exemple d’un bond graph bicausal représentant un système direct singu-
lier
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sous la forme du système singulier (4.100).
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0



ṗI2

q̇C
ṗI1

λ̇

 =


−R
I2

1
C 0 0

− 1
I2

0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



pI2

qC
pI1

λ

 +


R 1
1 0
−I1 0

0 0


[
u1
u2

]

[
y1
y2

]
=

[
−R
I2

1
C 0 1

1
I2

0 0 0

] 
pI2

qC
pI1

λ

 +
[
R 0
0 0

] [
u1
u2

] (4.100)

En nous basant sur cette dernière représentation, la matrice de transfert T(s) rationnelle
du système est la suivante :

T(s) = C(sE−A)−1B + D

=


s
(
CI1I2s

2 + CI1Rs+ CI2Rs+ I1 + I2
)

CI2s2 + CRs+ 1 − CRs+ 1
CI2s2 + CRs+ 1

CRs+ 1
CI2s2 + CRs+ 1

sC

CI2s2 + CRs+ 1


(4.101)

4.6.3.2 Détermination des ordres d’essentialité généralisés : approche algé-
brique

La matrice de transfert inverse T−1(s) est donnée en (4.102). La structure à l’in-
fini par colonne (définition 3.5 page 97) appliquée à T−1(s) nous conduit à conclure que
les ordres d’essentialité généralisés (définition 3.7 page 101) de T(s) sont respectivement :

— n1eg = −1 (en d’autres termes, la structure à l’infini de la première colonne de
T−1(s) est un zéro à l’infini, d’ordre 1).

— n2eg = 1 (en d’autres termes, la structure à l’infini de la deuxième colonne de
T−1(s) est un pôle à l’infini, d’ordre 1).

T−1(s) =


sC

CI1s2 + CRs+ 1
CRs+ 1

CI1s2 + CRs+ 1

− CRs+ 1
CI1s2 + CRs+ 1

s
(
CI1I2s

2 + CI1Rs+ CI2Rs+ I1 + I2
)

CI1s2 + CRs+ 1


(4.102)

La proposition 3.2 page 102 et le lemme 3.3 page 105 permettent également la détermi-
nation algébrique des ordres d’essentialité généralisés directement sur T(s), par analyse
de sa structure à l’infini et de celles de ses sous-matrices Ti(s). Nous détaillons cette
détermination pour la comparer ensuite à l’approche bond graph :

1. Détermination des zéros/pôles à l’infini de T(s) à partir des degrés de ses mineurs.
(a) Calcul de t1 de T(s) à partir de ses mineurs d’ordre 1 : de (4.101), nous

pouvons conclure que le plus haut degré des mineurs d’ordre 1 de T(s) est
δD 1 = +1. Nous avons donc t1 = − δD 1 = −1.
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171 CH. 4. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers ... bond graph

(b) Calcul de t2 de T(s) à partir de ses mineurs d’ordre 2 : le mineur d’ordre
2 de T(s) est det T(s) = CI1s2+CRs+1

CI2s2+CRs+1 . Son degré est δD 2 = 0. Nous avons
ainsi

∑2
j=1 tj = − δD 2 = 0 et donc t2 = 1.

2. Détermination de la structure à l’infini des sous-matrices Ti(s).
(a) Structure à l’infini de T1(s) : la sous-matrice T1(s), obtenue à partir de T(s)

en supprimant sa première ligne, est définie par :

T1(s) =
[

CRs+ 1
CI2s2 + CRs+ 1

sC

CI2s2 + CRs+ 1

]
(4.103)

Sa structure à l’infini est donc sa structure à l’infini par ligne, en l’occurrence
un zéro à l’infini d’ordre 1. Nous avons donc

∑2−1
j=1 t̄1j = t̄11 = 1.

(b) Structure à l’infini de T2(s) : la sous-matrice T2(s), obtenue à partir de T(s)
en supprimant sa seconde ligne, est définie par

T2(s) =
[
s
(
CI1I2s

2 + CI1Rs+ CI2Rs+ I1 + I2
)

CI2s2 + CRs+ 1 − CRs+ 1
CI2s2 + CRs+ 1

]
(4.104)

Sa structure à l’infini est un pôle à l’infini d’ordre 1. Nous avons donc
∑2−1
j=1 t̄2j =

t̄21 = −1.

3. Calcul des ordres d’essentialité généralisés :
(a) pour la sortie y1 ; n1eg =

∑2
j=1 tj −

∑2−1
j=1 t̄1j = (0)− (1) = −1,

(b) pour la sortie y2 ; n2eg =
∑2
j=1 tj −

∑2−1
j=1 t̄2j = (0)− (−1) = +1.

Ces résultats sont identiques à ceux déterminés précédemment, par définition sur
T−1(s).

4.6.3.3 Détermination des ordres d’essentialité généralisés : approche par le
bond graph du modèle direct

Déterminons à présent ces invariants structurels sur le bond graph de la figure 4.26,
structure à l’infini de la matrice de transfert (proposition 4.8 page 156) et ordres d’es-
sentialité généralisés (proposition 4.11 page 165), en ne déclinant l’analyse qu’au niveau
comportemental pour une comparaison consistante avec l’approche algébrique. Notons
que dans le présent cas le modèle bond graph ne présente pas de cycles causaux d’ordre
négatif, conduisant à ωnI−d = 0 dans les deux précédentes propositions.

1. Détermination des zéros/pôles à l’infini de T(s) à partir des familles bond graph :
(a) Calcul de t1 de T(s) : Nous regardons les familles F(U,Y ) , ωj de p = 1 chemin

causal entrée/sortie (|U| = |Y| = 1), d’ordre minimal. Le bond graph de
la figure 4.26 comprend 10 chemins causaux entrée/sortie (figures 4.27, 4.28,
4.29 et 4.30). Nous pouvons observer ici que l’ordre minimal qu’une famille
F(U,Y ) , ωj telle |U| = |Y| = 1 puisse avoir est associé à la famille formée par
le chemin ao−1, d’ordre ωao−1 = −1. Notons cette famille F(1) (u1,y1) ,−1. Il
n’y a ici qu’une seule famille entrée/sortie qui soit d’ordre −1. L’ensemble
F(u1,y1) ,−1 des familles F(u1,y1) ,−1 (définition B.5) n’est formé que de la seule
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(a) Chemin causal u1 → y1
d’ordre -1 (ao−1)

(b) Chemin causal u1 → y1
d’ordre 0 (bo0)

(c) Chemin causal u1 → y1
d’ordre 1 (co1)

Figure 4.27 – Chemins causaux Entrée→ Sortie du bond graph 4.26 - (1 sur 4)
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(d) Chemin causal u1 → y2
d’ordre 1 (do1)

(e) Chemin causal u2 → y2
d’ordre 1 (eo1)

(f) Chemin causal u2 → y1
d’ordre 1 (fo1)

Figure 4.28 – Chemins causaux Entrée→ Sortie du bond graph 4.26 - (2 sur 4)
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(g) Chemin causal u1 → y2 d’ordre 2 (go2) (h) Chemin causal u2 → y1 d’ordre 2 (ho2)

Figure 4.29 – Chemins causaux Entrée→ Sortie du bond graph 4.26 - (3 sur 4)
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(i) Chemin causal u1 → y1 d’ordre 2 (io2) (j) Chemin causal u1 → y1 d’ordre 2 (jo2)

Figure 4.30 – Chemins causaux Entrée→ Sortie du bond graph 4.26 - (4 sur 4)

famille F(1) (u1,y1) ,−1. Le gain de cette famille (définition B.24 page 266) n’est
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173 CH. 4. Analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers ... bond graph

pas nul, donc :

ω1 = min
(U,Y )⊂J1,pK2

tel que |U|=|Y |=1

{
min

F(U,Y ) , ωj

{
ωj | ρ(U,Y )

ωj 6= 0
}}

= ωao−1 = −1 (4.105)

et t1 = ω1 − ωnI−d = (−1)− 0 = −1, conformément à l’approche algébrique.

Remarquons en outre que, dans le présent cas où ωnI−d = 0, le chemin ao−1
est un chemin de l’entrée u1 vers la sortie y1 et correspond donc bien au fait
que la transmittance (lemme 4.9 page 161) de degré le plus élevé de (4.101) est
t11(s). Nous pouvons en outre vérifier que pour les trois autres transmittances
(représentant les trois autres mineurs d’ordre 1 de T(s)), les ordres minimaux
des chemins sont tous égaux à 1 conformément à (4.101) (en l’occurrence do1
pour t21(s), fo1 pour t12(s) et eo1 pour t22(s)).

(b) Calcul de t2 de T(s) : Nous regardons les familles F(U,Y ) , ωj de p = 2 che-
mins causaux entrée/sortie BG - différents - génériques, où U = {u1, u2}
et Y = {y1, y2}, d’ordre minimal (cette famille existe forcément puisque le
système est inversible, et donc il existe au moins une famille de p chemins
causaux disjoints, avec ici p = 2). Il existe en l’occurrence ici trois familles de
2 chemins entrée/sortie BG - différents - génériques, dont une seule d’ordre
minimal, égale à 0 (figure 4.31), formée par les chemins ao−1 et eo1. Ces che-
mins causaux sont de plus disjoints, et assurent ainsi également l’inversibilité
du système. (Notons que les deux autres familles sont respectivement formées
des chemins bo0 et eo1 et des chemins co1 et eo1 et sont d’ordre respectif 1 et
2). La famille d’ordre minimal est d’ordre ωj = ωao−1 +ωeo1 = (−1) + (1) = 0
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0

Figure 4.31 – Famille F(1) ({u1,u2},{y1,y2}) , 0 d’ordre minimal sur le bond graph 4.26

et dénotée F(1) ({u1,u2},{y1,y2}) , 0. Ainsi, ω2 = 0 et donc t2 = ω2 − ω1 = 1,
conformément à l’approche algébrique.

2. Détermination de la structure à l’infini des sous-matrices Ti(s).
(a) Structure à l’infini de T1(s) : en ne considérant plus le double-détecteur

DeDf
′1, nous scrutons l’ensemble des chemins u1 → y2 et u2 → y2 (i.e. les

chemins do1, eo1, go2). L’ordre minimal qu’une famille de un chemin cau-
sal puisse avoir est 1 (chemin do1 ou chemin eo1). Notons respectivement
F(1) ({u1,u2},{y2}) , 1 et F(2) ({u1,u2},{y2}) , 1 les familles formées par les chemins do1
et eo1, toutes deux d’ordre 1. Ces deux familles forment l’ensemble F({u1,u2},{y2}) , 1.
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4.6. Ordres d’essentialité généralisés 174

Nous pouvons vérifier que le gain de cet ensemble, noté ρ({u1,u2},{y2})
1 , n’est

pas nul (et vaut R+1
I2

). Nous avons ainsi t̄1j = ω
(1)
1 − ωnI−d = 1.

(b) Structure à l’infini de T2(s) : en ne considérant plus le détecteur Df
′2 nous

scrutons l’ensemble des chemins u1 → y1 et u2 → y1 (i.e. les chemins ao−1,
bo0, co1, fo1, ho2). L’ordre minimal qu’une famille de un chemin causal puisse
avoir est −1 (chemin ao−1). Nous avons donc t̄2j = ω

(2)
1 − ωnI−d = −1.

3. Calcul des ordres d’essentialité généralisés (proposition 4.11 page 165) :

(a) pour la sortie y1 ; n1eg = ω2 − ω(1)
1 = (0)− (1) = −1,

(b) pour la sortie y2 ; n2eg = ω2 − ω(2)
1 = (0)− (−1) = +1.

La détermination des ordres d’essentialité généralisés à partir du bond graph de
la figure 4.26 conduit aux mêmes résultats que par l’approche algébrique (défini-
tion sur T−1(s) ou détermination sur T(s)).

En conclusion, nous pouvons affirmer que le modèle inverse du bond graph figure 4.26
aura les propriétés suivantes sur ses sorties : 13

— la sortie y1(t) ne sera pas dérivée dans son expression des entrées u1(t) et u2(t)
et sera intégrée au minimum 1 fois (puisque n1eg = −1).

— la sortie y2(t) sera dérivée au maximum 1 fois dans son expression des entrées
u1(t) et u2(t) (puisque n2eg = +1).

4.6.3.4 Bond graph du modèle inverse

Nous établissons dans cette section le bond graph du modèle inverse pour vérifier sa
consistance avec les ordres d’essentialité généralisés obtenus dans la section précédente.
L’inversibilité du modèle a été abordée à la section précédente, en rappelant le choix des
chemins causaux entrées/sorties disjoints de la figure 4.31 (notés ao−1 et eo1 sur les figures
4.27 et 4.28), constituant la famille bond graph d’ordre minimal. Le rétablissement de la
causalité le long de la ligne de puissance associée au chemin ao−1 et la propagation de
la bicausalité le long de celle associée au chemin eo1 nous permettent d’établir le modèle
inverse (figure 4.32). Le modèle direct contenant des assignations bicausales, le modèle in-
verse de la figure 4.32 détaille explicitement les éléments bond graph « source/détecteur »
[Gaw95, FN97], en l’occurrence la « source d’effort nul (e = 0) / détecteur de flux » sur
la jonction 1 associée au stockage I1, notée DfSe1, et mesurant la sortie u1.

Le système d’équation du modèle inverse de la figure 4.32 est détaillé en (4.106) et
permet de valider les ordres d’intégration/dérivation de y1(t) et y2(t) déterminés dans la
section précédente (validant que l’ordre de dérivation de y2(t) est bien de 1 au maximum

13. Voir lemme 3.3 page 105 et les considérations associées.
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Figure 4.32 – Modèle bond graph inverse du bond graph bicausal de la figure 4.26

et que l’ordre d’intégration de y1(t) est de 1 au minimum).

ṗ1(t) = −R
I1
p1(t)− 1

C
qC(t) + y1(t) +Ry2(t)

q̇C(t) = 1
I1
p1(t)− y2(t)

p2(t) = I2 y2(t)

u1(t) = 1
I1
p1(t)

u2(t) = −R
I1
p1(t)− 1

C
qC(t) +Ry2(t) + ṗ2(t)

(4.106)

4.6.3.5 Détermination des ordres d’essentialité généralisés : approche bond
graph inverse

En utilisant le bond graph de la figure 4.32, nous proposons une détermination au
niveau d’analyse comportemental des ordres d’essentialité généralisés sur le modèle in-
verse (proposition 4.13 page 167). Le calcul du polynôme caractéristique (proposition 4.1
page 116) conduit à det(sE−A) = −s2− R

I1
s− 1

I1C
, et donc ωnI−d = 0 (cette conclusion

peut-être retrouvée par le fait qu’aucun cycle causal d’ordre négatif n’existe sur ce bond
graph, le seul élément de stockage en causalité dérivée n’intervenant dans aucun cycle).
La scrutation des familles bond graph (définition B.23 page 266) où n’apparaissent que
des chemins suffit ici. Nous avons ainsi (figures 4.33, 4.34, 4.35 et 4.36) :
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(a) Chemin causal y1 → u1
d’ordre 1 (ainv o1)

(b) Chemin causal y1 → u2
d’ordre 1 (binv o1)

(c) Chemin causal y1 → u2
d’ordre 2 (cinv o2)

Figure 4.33 – Chemins causaux Sortie→ Entrée du bond graph du modèle inverse - (1
sur 4)
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(d) Chemin causal y2 → u1 d’ordre 1
(dinv o1)

(e) Chemin causal y2 → u1 d’ordre 2
(einv o2)

Figure 4.34 – Chemins causaux Sortie→ Entrée du bond graph du modèle inverse - (2
sur 4)
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(f) Chemin causal y2 → u2
d’ordre -1 (finv o−1)

(g) Chemin causal y2 → u2
d’ordre 0 (ginv o0)

(h) Chemin causal y2 → u2
d’ordre 1 (hinv o1)

Figure 4.35 – Chemins causaux Sortie→ Entrée du bond graph du modèle inverse - (3
sur 4)
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(i) Chemin causal y2 → u2 d’ordre 2
(iinv o2)

(j) Chemin causal y2 → u2 d’ordre 2
(jinv o2)

Figure 4.36 – Chemins causaux Sortie→ Entrée du bond graph du modèle inverse - (4
sur 4)

— pour la sortie y1, nous considérons les chemins causaux ainv o1, binv o1 et cinv o2.
L’ordre minimal qu’une (famille de un) chemin causal puisse avoir est par exemple
ωainv = 1 (ou également ωbinv = 1). L’ordre d’essentialité généralisé n1eg de la
sortie y1 vaut ainsi n1eg = −ωainv + ωnI−d = −(1) + 0 = −1, conformément aux
précédents résultats.

— pour la sortie y2, nous considérons les chemins causaux dinv o1, einv o2, finv o−1,
ginv o0, hinv o1, iinv o2, jinv o2. L’ordre minimal qu’une (famille de un) chemin causal
puisse avoir est ωfinv = −1. L’ordre d’essentialité généralisé n2eg de la sortie
y2 vaut ainsi n2eg = −ωfinv + ωnI−d = −(−1) + 0 = +1, conformément aux
précédents résultats.
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4.7 Conclusion

Le chapitre 4 nous a permis d’étendre la méthodologie de dimensionnement par
modèle inverse représentés par bond graph, à la classe des modèles linéaires singuliers
pouvant se mettre sous la forme (4.48) page 139. Cette extension concerne plus parti-
culièrement la phase d’analyse structurelle de la méthodologie, notamment aux étapes
d’Adéquation et de Validation (chapitre 1, section 1.4.3.2 page 28). La généralisation
que nous avons proposée a repris la démarche théorique du chapitre 2, à savoir l’éta-
blissement d’un cadre algébrique référent supportant l’analyse structurelle dans le cas
singulier (chapitre 3) puis son portage sur le bond graph (chapitre 4). De manière si-
milaire à la classe des modèles réguliers (chapitre 2), nous avons utilisé la « passerelle »
que constitue le formalisme digraphe, au prix d’une généralisation de la correspondance
digraphe/bond graph (annexe D). La finalité a ainsi été la possibilité de généraliser en
bond graph l’évaluation de l’inversibilité (section 4.4 page 152) et la détermination de
l’ordre d’essentialité généralisé (section 4.6 page 164). Comme nous l’avons introduit à
l’aide de la figure 4.1 page 112, ces dernières ont nécessité la détermination préalable du
polynôme caractéristique du système singulier (section 4.2 page 113), des mineurs de sa
matrice système (section 4.3 page 133) et de sa structure à l’infini (section 4.5 page 154).

L’intérêt principal que nous voyons à la détermination bond graph des invariants
structurels précédemment cités, en plus de la généralisation qu’elle constitue à la classe
des systèmes singuliers, est l’uniformisation qu’elle propose. Nous avons précisé qu’une
représentation sous la forme (4.48) page 139, sur laquelle se base l’ensemble des déve-
loppements de ce chapitre, était consistante avec la représentation des modèles directs
(réguliers ou singuliers) ainsi que leurs inverses respectifs (réguliers ou singuliers). Les
déterminations que nous proposons unifient ainsi les « approche direct » et « approche
inverse » (telles que détaillées au chapitre 2), de sorte qu’il n’est alors plus indispensable
de les différentier. Cela s’entend bien évidemment suivant le contexte : par exemple, un
ordre d’essentialité généralisé est liée à une sortie d’un modèle direct, par essence modèle
de conception de la méthodologie de dimensionnement (mais peut se faire sur le modèle
direct (propositions 4.10 et 4.11 page 165) ou le modèle inverse (propositions 4.12 et
4.13 page 167)). Mais l’ensemble des invariants présentés dans ce chapitre (polynôme
caractéristique, mineurs de matrice système, structure à l’infini, structure à l’infini par
ligne/colonne, degré de transmittance) est applicable à des modèles pouvant être formu-
lés sous la forme (4.48), soit donc directs ou inverses.

Nous reprenons maintenant en détails les contributions de ce chapitre, classées sui-
vant les sections dans lesquelles elles apparaissent.

— la section 4.2 a proposé une détermination bond graph du polynôme caractéris-
tique det(sE−A) à partir des travaux de Reinschke en digraphe [Rei94] et d’une
première formulation bond graph apportée par Mouhri et al. [MRDT99, Mou00].
Nous avons montré et illustré le fait que cette dernière ne respecte pas strictement
la correspondance digraphe/bond graph. Originellement proposée par Rahmani
[Rah93], nous avons généralisé en premier lieu cette correspondance (annexe D).
De cette généralisation sont donc issues deux propositions. La première (proposi-
tion 4.1 page 116) permet de déterminer le polynôme caractéristique du système
singulier à partir de sa représentation bond graph dans le cas où seuls les va-
riables d’énergie constituent le vecteur d’état. La seconde (proposition 4.2 page
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4.7. Conclusion 178

126) généralise la détermination du polynôme caractéristique au cas où des va-
riables de puissance sont choisies en plus dans le vecteur d’état. Ces propositions
ont nécessité d’étendre la définition de chemins causaux BG-différents pour tenir
compte de tous ces types de variable d’état (définition 4.2 page 140). A signaler
que nous avons également proposé, en digraphe, dans l’annexe C, la détermina-
tion du degré du polynôme caractéristique suivant le niveau de simplification du
modèle issu du bond graph (proposition C.1 page 294 dans le cas simplifié et C.2
page 296 dans le cas général).

— la section 4.3 a proposé une détermination de det(P(s)) en digraphe (proposition
4.3 page 133) puis en bond graph (proposition 4.4 page 140) en utilisant la géné-
ralisation de l’équivalence digraphe/bond graph établie en annexe D. En lien avec
ces propositions, nous avons également énoncé dans l’annexe C, les propriétés de
la matrice système directement à partir de la représentation bond graph (propo-
sition C.3 page 298, lemme C.4 page 302 et proposition C.5 page 303) suivant
différents niveaux d’hypothèses.

— la section 4.4 a présenté l’inversibilité des systèmes singuliers en bond graph, en
généralisant le test d’inversibilité de Rahmani (proposant ainsi le test d’inversi-
bilité 4.1 page 152), et a discuté de la validité de l’approche d’inversion de Fotsu
Ngwompo détaillée au chapitre 2.

— la section 4.5 a énoncé une extension aux systèmes singuliers de la détermination
bond graph de la structure à l’infini, en la déclinant par niveau d’analyse (pro-
positions 4.5 et 4.6 page 155, et 4.7 et 4.8 page 156). Cette section a également
proposé une détermination du degré d’une transmittance de T(s) (lemme 4.9
page 161).

— Enfin, la section 4.6 a proposé la détermination bond graph des ordres d’essentia-
lité généralisés, déclinée par niveau d’analyse. Cette détermination est proposée
sur le modèle direct (propositions 4.10 et 4.11 page 165), ainsi que sur le modèle
inverse (propositions 4.12 et 4.13 page 167).

178 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



Chapitre 5

Analyse temporelledes systèmes
singuliers
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5.1. Introduction 180

5.1 Introduction

Le chapitre 5 aborde l’analyse temporelle des systèmes linéaires singuliers à faisceau
régulier, pouvant être mis sous la forme Σd (5.1). Du point de vue algébrique, il présente
un complément à l’analyse structurelle des systèmes singuliers traitée au chapitre 3 (figure
5.1) et en constitue donc une extension sur laquelle des déclinaisons graphiques vont
pouvoir s’appuyer.

Σd :
{

Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) , (5.1)

dont les différentes composantes sont détaillées à la page 78.

Le présent chapitre expose ainsi également un certain nombre d’interprétations en bond
graph, liées à la détection des modes impulsionnels, la propreté, la réponse temporelle et
l’initialisation (figure 5.1).

Systèmes 
singuliers

Modes 
(exponentiels, 
impulsionnels, 

non-dynamiques)

Inversibilité

Propreté

Invariants 
structurels 
(structure à 

l’infini, ordre 
d’essentialité 
généralisé)

Réponse  
Temporelle

Initialisation / 
Réinitialisation

1

2

3

4

5

6

Figure 5.1 – Spécificités et propriétés des systèmes singuliers : le chapitre 5 aborde les
items 5 et 6 du point de vue algébrique et les items 1, 3, 5 et 6 du point de vue bond
graph

L’analyse temporelle est proposée au niveau algébrique aux sections 5.2 et 5.3. Bien
qu’essentiellement bibliographiques, nous y proposons une formalisation, à notre sens,
claire et sans ambiguïté de la notion de modes impulsionnels. Nous n’avons, à notre
connaissance, pas rencontrée jusqu’alors cette formalisation dans la littérature. Nous
mettons également en lumière l’analogie assez forte qui peut être dressée entre les défi-
nitions de modes dynamiques exponentiels et impulsionnels pour un système, ainsi que
les réponses libre et forcée associées à ces modes 1 :

1. Si certains auteurs emploient le vocable « free responses » [VLK81] [IT01], ils font en l’occurrence
explicitement référence aux deux types de réponse (libre et forcée). Citons notamment Verghese et
al. [VLK81] qui qualifient la réponse forcée de « free-response mode that can be alternatively excited from
zero initial condition, by means of an input that contains no component at the modal frequency ». C’est
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181 CH. 5. Analyse temporelle des systèmes singuliers

— les réponses libres associées aux modes exponentiels et modes impulsionnels sont
intrinsèquement liées au faisceau (E,A) et aux conditions initiales des états du
système. Pour les systèmes réguliers, les réponses libres sont exclusivement as-
sociées aux modes exponentiels et liées à la matrice d’état A (plus exactement
au faisceau (I,A)) et aux conditions initiales. Pour les systèmes singuliers, les
réponses libres sont associées aux modes exponentiels et impulsionnels, et liées
au faisceau (E,A), et aux conditions initiales.

— les réponses forcées associées aux modes exponentiels et modes impulsionnels sont
liées au faisceau (E,A), à la matrice de commande B et aux entrées u(t). Avec la
même analogie, les réponses forcées associées aux modes exponentiels sont, pour
les systèmes réguliers, liées à la matrice d’état A, la matrice de commande B et
la nature de l’entrée u(t). Pour les systèmes singuliers, ces réponses sont liées à
(E,A), B et u(t). 2

Ces considérations nous permettent en partie de justifier que le vocable mode est employé
à bon escient pour qualifier le mode exponentiel et le mode impulsionnel, en rappelant
que ces deux types de mode sont liés à des phénomènes dynamiques, respectivement
finis et infinis. Par ailleurs, pour éviter toute ambiguïté dans la mesure où le vocable
phénomènes aux « dynamiques infinies » est souvent usité sans plus de caractérisation
par les auteurs cités dans les chapitres 3 et 5, nous précisons qu’une impulsion est une
distribution de Dirac, par opposition, par exemple, à un échelon (qui est lui aussi par
essence associé à un phénomène dynamique infini). Cette distinction est clairement éta-
blie dans les travaux de Dai [Dai89c], Kucera [Kuc86] ou encore Buisson [Bui93b], qui
parlent bien de distribution de Dirac et de ses dérivées. Pour les phénomènes de saut,
Dai [Dai89c] parle de « jump behavior », Buisson [Bui93b] ainsi que Lorenz [Lor93]
parlent de « discontinuités ».

La section 5.4 propose une déclinaison bond graph des notions d’initialisation, de
propreté, d’obtention de la réponse temporelle ainsi qu’une contribution sur la détection
des modes impulsionnels dans un cas simplifié usuel où le bond graph ne possède pas de
cycle causal d’ordre négatif, ni de liens causaux entre éléments de stockage en causalité
dérivée (directe ou à travers un élément R) 3. Le cas général est ensuite traité sur la
détection des modes impulsionnels, avec différentes contributions basées sur les résultats
en bond graph du chapitre 4.

5.2 Équivalence des systèmes singuliers

5.2.1 Introduction

Le système singulier Σd de représentation d’état (5.1) possède d modes exponentiels,
(q−d) modes impulsionnels et (n−q) modes non-dynamiques (avec d = deg det(sE−A),
q = Rang E et n = dim x(t)). Dans l’objectif de séparer les différents types de mode du

donc également en ce sens que nous proposons de formaliser ces points en section 5.3 pour les clarifier et
lever toute ambiguïté.

2. Nous pouvons par exemple citer les travaux de Wang & Zou [WZ01] sur les systèmes singuliers,
étendus aux cas irréguliers, qui explicitent clairement ces notions. Ils précisent en l’occurrence qu’un
certain nombre de modes peuvent être indifféremment excités par les conditions initiales ou les entrées
(« input-generatable modes ») ou uniquement par les conditions initiales si les entrées sont « trop »
suffisamment dérivables.

3. Cette classe de système est définie en annexe A.3.5 page 258 et dénommée « seconde forme sim-
plifiée ».
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5.2. Équivalence des systèmes singuliers 182

système, Rosenbrock a proposé la notion d’équivalence restreinte entre les systèmes
singuliers, notée r.s.e. pour restricted system equivalence [Ros74]. Cette équivalence se
base sur l’équivalence stricte entre deux faisceaux de matrice réguliers [Gan66], permet-
tant d’exprimer la forme de Kronecker du faisceau (sE − A) [VLK81], i.e. dans le
présent cas, la forme canonique quasi-diagonale de Kronecker-Weierstrass intro-
duite en section 3.2.2 (théorème 3.1 page 81). Cette forme nous permettra également de
qualifier l’index du système singulier, appelé également indice de nilpotence du système
singulier.

Théorème 5.1 ([VLK81] [Mur87] [Dai89c] [FN97] [WZ01])
(Forme de Kronecker-Weierstrass d’un faisceau (sE−A) régulier, intro-
duction du degré dynamique du système) Soit (sE−A) (E ∈ Rn×n, A ∈ Rn×n)
un faisceau de matrice régulier, alors il existe deux matrices constantes réelles non-
singulières M et N telles que :

M(sE−A)N =
(
sId −A1 0

0 sE2 − In−d

)
(5.2)

avec
— d = deg det(sE−A)
— n = dim x(t)
— E2 ∈ R(n−d)×(n−d) est une matrice nilpotente.

Le théorème 5.1 reformule simplement le théorème générique 3.1 en introduisant ici ex-
plicitement le degré dynamique d du système (au niveau des notations, les matrices M et
N peuvent être les mêmes dans les théorèmes 3.1 et 5.1, en précisant toutefois que cette
décomposition n’est pas unique). Ce théorème permet de définir l’équivalence restreinte
entre deux systèmes singuliers, exprimée ici sur la matrice système P(s) (forme (3.4)
page 78). Il est proposé ici dans sa version originelle, et généralisable à une sous-matrice
D non nulle.

Définition 5.1 ([Ros74])
(Équivalence restreinte entre systèmes singuliers (r.s.e., restricted system
équivalence)) Soient deux matrices constantes réelles non-singulières M̂ et N̂, alors
deux systèmes singuliers Σd et Σd1 sont équivalents au sens r.s.e. si leur matrices
systèmes respectives sont liées par la relation suivante (où l’indice 1 fait référence
aux paramètres de Σd1) :[

M̂ 0
0 I

] [
sE−A B
−C 0

] [
N̂ 0
0 I

]
=
[
sE1 −A1 B1
−C1 0

]
(5.3)

La notion d’équivalence restreinte (définition 5.1) est importante dans la mesure où toutes
les transformations d’équivalence usuelles existantes entre systèmes singuliers, forme ca-
nonique standard ou forme de Rosenbrock (section 5.2.2), et décomposition sous forme
dynamique ou forme de Smith (section 5.2.3), reposent sur cette définition. Elle conserve
l’ensemble des propriétés du système singulier (entre autres, degré dynamique, matrice
de transfert, propriétés à l’infini, ses zéros et pôles). Tous les modes (exponentiels, impul-
sionnels, non-dynamiques) sont conservés. Elle permet de manipuler le système singulier
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183 CH. 5. Analyse temporelle des systèmes singuliers

de manière à le séparer en différents sous-systèmes, comprenant certains types de mode
uniquement. Rappelons enfin que la forme de Kronecker-Weierstrass (théorème 5.1)
permet également de décomposer directement la fonction de transfert du système en une
partie strictement propre et une partie polynomiale. Les formes de Rosenbrock (5.4)
et Smith (5.12) sont brièvement rappelées ci-après et permettront de fournir un certain
nombre de critères sur la présence (ou non) des différents types de mode ainsi que la
base de la résolution temporelle (classique et distributionnelle) des équations (section
5.3). Différents ouvrages de référence détaillent ces transformations [Ros74], [VLK81],
[YS81], [Dai89c] et [Dua10]. Elles sont également discutées dans les références [Vil94],
[FN97] et [Mou00].

5.2.2 Forme de Rosenbrock

La forme de Rosenbrock [Ros70] [Ros74] est usuellement nommée décomposi-
tion standard, forme canonique standard (ou encore première forme équivalente dans
[Dai89c]). Cette décomposition est r.s.e. au système Σd (5.1). Elle est issue de la forme
de Kronecker-Weierstrass du faisceau sE −A (théorème 5.1) :

Théorème 5.2 ([Ros74] [YS81] [Dai89c])
(Forme de Rosenbrock d’un système singulier) Pour tout système singulier

Σd (5.1), il existe deux matrices constantes réelles non-singulières M̄ et N̄ de sorte
que Σd soit équivalent au sens de la r.s.e. au système suivant (on considère ici le cas
où la matrice D est nulle dans (5.1), sans perte de généricité) :

˙̄x1(t) = A1x̄1(t) + B̄1u(t) (5.4a)

y1(t) = C̄1x̄1(t) (5.4b)

E2 ˙̄x2(t) = x̄2(t) + B̄2u(t) (5.4c)

y2(t) = C̄2x̄2(t) (5.4d)

y(t) = C̄1x̄1(t) + C̄2x̄2(t) = y1(t) + y2(t) (5.4e)

avec le changement d’état suivant :[
x̄1(t)
x̄2(t)

]
= N̄−1x(t), x̄1 ∈ Rd, x̄2 ∈ Rn−d (5.5)

et

M̄EN̄ =
(

Id 0
0 E2

)
, M̄AN̄ =

(
A1 0
0 In−d

)
, M̄B =

(
B̄1
B̄2

)
, CN̄ =

(
C̄1 C̄2

)
(5.6)

avec
— d = deg det(sE−A)
— n = dim x(t)
— E2 ∈ R(n−d)×(n−d) est une matrice nilpotente. Nous notons k l’index de

nilpotence de E2.
— A1 ∈ Rd×d est une matrice quelconque.
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5.2. Équivalence des systèmes singuliers 184

Nous notons x̄1(0) = x̄10 et x̄2(0) = x̄20 les conditions initiales des vecteurs d’état de
(5.4).

La décomposition canonique standard (théorème 5.2) permet de séparer le système origi-
nel en deux sous-systèmes, respectivement appelés sous-système lent ((5.4a), (5.4b)) et
rapide ((5.4c), (5.4d)) 4. Il est en effet important de noter que le sous-système ((5.4a),
(5.4b)), de dimension d, comprend tous les modes exponentiels (i.e. de dynamique finie)
du système Σd (5.1) et uniquement ceux-ci. Le sous-système rapide ((5.4c), (5.4d)), de
dimension (n−d), comprend pour sa part l’ensemble des modes infinis (i.e. impulsionnels
et non-dynamiques) du système Σd (5.1), notant que (n − q) + (q − d) = (n − d). Nous
constatons ainsi de manière sous-jacente que cette décomposition ne fait en revanche
pas de distinction entre modes impulsionnels et non-dynamiques et ne fait donc pas ap-
paraître la notion d’ordre généralisé du système singulier, q (où q = Rang E) 5. Notons
également que la décomposition canonique standard détermine l’index du système singu-
lier (voir équations (5.2) et (5.6)) :

Définition 5.2 ([YS81] [vD94] [FN97])
L’index d’un système singulier dont le faisceau de matrice sE−A est régulier
(définition 3.3 page 81) se définit comme l’index de nilpotence k de la matrice E2
obtenue avec le théorème 5.1.

Nous pouvons ainsi noter les cas remarquables suivants :

— si le système est régulier i.e. pouvant s’écrire sous la forme (3.1) page 77, autre-
ment dit si l’équation (5.4c) n’existe pas, on définit que l’index (de nilpotence)
du système singulier est nul (k = 0),

— si E2 = 0 dans (5.4c), l’index du système singulier vaut k = 1. En d’autres
termes, si E2 6= 0, l’index du système sera supérieur à 1. Notons en outre que
dans ce cas particulier, la nullité de E2 conduit à l’équation non-dynamique
0 = x̄2(t) + B2u(t) pour la variable x̄2(t). Un tel système ne comportera pas de
mode impulsionnel puisque le système ne comprend alors que des modes expo-
nentiels issus de (5.4a), système régulier, et des modes non-dynamiques issus de
(5.4c) où E2 = 0)).

Nous utiliserons ultérieurement la forme canonique standard (théorème 5.2) pour la ré-
solution temporelle des équations des sous-systèmes lent et rapide.

4. Cette décomposition n’est pas unique i.e. plusieurs changements d’état sont envisageables. Toute-
fois, le théorème 5.2 assure des propriétés similaires entre toutes les formes canoniques standard. On parle
d’équivalence similaire (« similar equivalence ») qui, sous cette notion, rend cette classe de décomposition
unique [Dai89c].

5. En partant de ce fait, Verghese et al. ont fait évoluer la notion d’équivalence restreinte (r.s.e.)
de Rosenbrock vers l’équivalence forte (« strong equivalence ») entre systèmes singuliers, permettant
de dissocier les modes dynamiques des modes non-dynamiques. Cette nouvelle définition permet de rap-
procher deux systèmes, ainsi fortement équivalents, bien qu’ayant un nombre de modes non-dynamiques
différents, ce qui n’est donc pas le cas de la r.s.e. [VLK81].
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Exemple
Reprenons l’exemple simple du chapitre 2, figure 2.2 page 70, représentant deux
masses dont les déplacements sont rigidement contraints (rappelé en figure 5.2). As-
socions respectivement aux masses m1 et m2 les quantités de mouvement p1 et p2 et
les vitesses v1 et v2.

M1
F

intF

M2

1Se 0 De

1: mI

Fu  intFy 

1p 2p

2: mI

(a) (b)

Figure 5.2 – Exemple de deux masses en liaison encastrement

En modélisant la contrainte au niveau cinématique, v1 − v2 = 0, nous en dédui-
sons la relation algébrique suivante sur les quantités de mouvement : m2p1 = m1p2.
Le système d’équations associé au modèle peut être ainsi mis sous la forme singulière
suivante (5.7) : [

1 1
0 0

] [
ṗ1(t)
ṗ2(t)

]
=
[

0 0
m2 −m1

] [
p1(t)
p2(t)

]
+
[
1
0

]
u(t) (5.7)

Nous remarquons dans (5.7) que q = Rang E = 1 et d = deg det(sE−A) = 1, ce qui
nous amène à conclure à la présence d’un mode exponentiel (ou nul) et d’un mode
non dynamique, lié au mouvement rigide des deux masses m1 et m2 et à l’équation
algébrique de contrainte associée. La forme de Rosenbrock (5.4) peut ainsi être
exprimée en choisissant le changement de variable suivant :[

x̄1(t)
x̄2(t)

]
= N̄−1

[
p1(t)
p2(t)

]
=
[

1 1
m2 −m1

] [
p1(t)
p2(t)

]

N̄ = − 1
m1+m2

[
−m1 −1
−m2 1

] (5.8)

En choisissant pour matrice M̄ la matrice identité (non singulière), le système (5.7)
peut s’écrire :

˙̄x1(t) = 0 + u(t)
0 = x̄2(t) + 0 (5.9)

Nous vérifions en effet dans (5.9) que les transformations issues de (5.6) corres-
pondent à la forme de Rosenbrock (5.4) :

M̄EN̄ = − 1
m1+m2

[
1 0
0 1

] [
1 1
0 0

] [
−m1 −1
−m2 1

]
=

[
1 0
0 0

]

M̄AN̄ = − 1
m1+m2

[
1 0
0 1

] [
0 0
m2 −m1

] [
−m1 −1
−m2 1

]
=

[
0 0
0 1

]

M̄B =
[
1 0
0 1

] [
1
0

]
=

[
1
0

]
(5.10)

Nous trouvons ici A1 = 0 et E2 = 0. Cette dernière égalité implique que l’index du
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5.2. Équivalence des systèmes singuliers 186

système (5.7) est 1, conformément aux précédentes remarques sur la forme de E2 en
l’absence de mode impulsionnel dans le système.

Remarque : la relation de contrainte sur les quantités de mouvement est nativement
donnée par le modèle bond graph de la figure 5.2. Elle est de type semi-holonome et
entraîne ainsi l’indice de nilpotence de 1 dans cet exemple. Le bond graph permet égale-
ment d’exprimer la contrainte sur les dérivées des variables d’énergie du système (ṗ1, ṗ2)
aboutissant au système d’équations (5.11). Le bond graph contient donc également la
forme dérivée de l’équation de contrainte permettant de mettre le système sous la forme
régulière (5.11). [

1 1
m2 −m1

] [
ṗ1(t)
ṗ2(t)

]
=
[
1
0

]
u(t) (5.11)

5.2.3 Forme de Smith

La forme de Smith [VLK81] [Dai89c] [Dua10] est usuellement nommée décompo-
sition sous forme dynamique, description singulièrement perturbée (ou encore seconde
forme équivalente dans [Dai89c]). Cette décomposition est r.s.e. – au sens de la défini-
tion 5.1 – par rapport au système originel Σd (5.1). Elle envisage un découplage différent
de la forme canonique standard (théorème 5.2), ici basée sur la notion d’ordre généralisé
du système singulier (définition 3.1 page 80).

Théorème 5.3 ([Dai89c])
(Forme de Smith d’un système singulier) Pour tout système singulier Σd

(5.1), il existe deux matrices constantes réelles non-singulières M̃ et Ñ telles que
M̃EÑ = diag (Iq, 0), avec q = Rang E l’ordre généralisé du système singulier. Σd est
alors équivalent au sens de la r.s.e. au système suivant (on considère ici le cas où la
matrice D est nulle dans (5.1), sans perte de généricité) :

˙̃x1(t) = A11x̃1(t) + A12x̃2(t) + B̃1u(t) (5.12a)

0 = A21x̃1(t) + A22x̃2(t) + B̃2u(t) (5.12b)

y(t) = C̃1x̃1(t) + C̃2x̃2(t) (5.12c)

avec le changement d’état suivant :[
x̃1(t)
x̃2(t)

]
= Ñ−1x(t), x̃1 ∈ Rq, x̃2 ∈ Rn−q (5.13)

et

M̃EÑ =
(

Iq 0
0 0

)
, M̃AÑ =

(
A11 A12
A21 A22

)
, M̃B =

(
B̃1
B̃2

)
, CÑ =

(
C̃1 C̃2

)
(5.14)

avec
— q = Rang E
— n = dim x(t)
— A11 ∈ Rq×q
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187 CH. 5. Analyse temporelle des systèmes singuliers

Nous notons x̃1(0) = x̃10 et x̃2(0) = x̃20 les conditions initiales des vecteurs d’état de
(5.12).

La forme de Smith 6 ou décomposition sous forme dynamique (théorème 5.3) permet de
séparer le système en deux sous-systèmes (5.12a) et (5.12b), comprenant respectivement
les modes dynamiques (i.e. exponentiels et impulsionnels) et les modes non-dynamiques.
Cette décomposition est ainsi une illustration différente de la nature physique d’un sys-
tème singulier. Il est composé d’une partie dynamique, régie par une équation différen-
tielle (5.12a) et d’une partie non-dynamique ou encore, algébrique, qui représente les
équations de contraintes entre les variables d’état (5.12b). Basé sur cette décomposition,
le lien entre les équations de contrainte (5.12b) et l’index du système singulier (défini-
tion 5.2 page 184) a été établi par Brenan et al. [BCP95]. Il est possible de dériver les
équations de contraintes (5.12b) et réécrire le système, toujours sous forme singulière, en
faisant potentiellement apparaître des dérivées de la commande u(t) 7. A chaque dériva-
tion, l’index du nouveau système singulier diminue d’une unité, si bien que le nombre
total de dérivations pour passer d’un système singulier à un système différentiel ordinaire
est donc l’index du système singulier. Nous rappelons par ailleurs que c’est par définition
l’indice de nilpotence de la matrice E2 dans (5.4c) (définition 5.2 page 184). On parle
également de distance ou degré de singularité entre le système originel et le système
d’équations différentielles ordinaires qui lui est associé [FN97]. 8 9

Exemple
Reprenons l’exemple simple de deux masses rigidement liées de la figure 5.2. Le
système (5.7), rappelé ci-dessous en (5.16), est déjà sous la forme de Smith (5.15) :[

1 1
0 0

] [
ṗ1(t)
ṗ2(t)

]
=
[

0 0
m2 −m1

] [
p1(t)
p2(t)

]
+
[
1
0

]
u(t) (5.16)

Appliquant l’approche de Brenan et al. [BCP95], nous remarquons qu’une seule
dérivation de l’équation de contrainte exprimée sur les quantités de mouvement
m2p1 = m1p2 permet d’exprimer le système originel (5.7) sous la forme différentielle
ordinaire (5.11). Nous aboutissons ainsi à la même conclusion que celle exprimée à
partir de la forme de Rosenbrock : le système singulier (5.7) (ou (5.16)) a un indice
de nilpotence de 1.

6. La dénomination de cette forme tient simplement au fait qu’elle se base sur la forme de Smith de
la matrice E de Σd (5.1), i.e. une diagonalisation par matrice constante et régulière, de manière similaire
à la forme de Smith-McMillan (théorème 2.1 page 48) que nous avons par exemple appliquée à la
matrice de transfert du système au chapitre 2.

7. Brenan et al. montrent que pour un système d’index k > 1, la réponse temporelle peut faire
apparaitre des dérivations de l’entrée jusqu’à l’ordre k − 1 [BCP95] [vD94] (voir par ailleurs la section
5.3.2).

8. Dans sa thèse, Fotsu-Ngwompo propose également un algorithme pour déterminer l’index d’un
système singulier et le transformer en système différentiel ordinaire [FN97].

9. Notons que la présentation de la forme de Smith proposée dans [FN97] ou [MDV94] est légèrement
différente et s’écrit :

[
E11 E12
0 0

][
˙̃x1(t)
˙̃x2(t)

]
=
[

A11 A12
A21 A22

][
x̃1(t)
x̃2(t)

]
+
[

B1
B2

]
u(t) (5.15)

Un changement de variable est utilisé mais la partition des états est identique à celle de (5.12) (décom-
position par rang, avec le Rang E). La nature des deux équations constitutives du système (5.15) est la
même que celle de (5.12a) et (5.12b).
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5.2. Équivalence des systèmes singuliers 188

Remarque : notons que les variables d’état introduites dans la représentation (5.16)
sont associées à des stockages d’énergie sur le modèle bond graph de la figure 5.2 (quan-
tités de mouvement p1 et p2). Nous introduisons à ce stade qu’il est possible de montrer
qu’une certaine classe de modèle bond graph (à laquelle appartient le modèle de la figure
5.2) ne peut contenir d’impulsion sur ses variables d’énergie, comme l’illustre le présent
cas.

La décomposition sous forme dynamique (théorème 5.3) conduit également au cas
remarquable suivant. Si la matrice A22 est inversible dans l’équation (5.12b), le système
peut se mettre sous une forme régulière et ne possède ainsi pas de mode impulsionnel
[VLK81]. En effet, nous pouvons réécrire (5.12b) de la manière suivante :

x̃2(t) = −A−1
22

(
A21x̃1(t) + B̃2u(t)

)
(5.17)

et l’équation (5.12a) devient alors :

˙̃x1(t) =
(
A11 −A12A−1

22 A21
)

x̃1(t) +
(
B̃1 −A12A−1

22 B̃2
)

u(t) (5.18)

l’équation (5.12c) reste inchangée :

y(t) = C̃1x̃1(t) + C̃2x̃2(t) (5.19)

Le système (5.12a), (5.12b) est alors la simple composition du système régulier (5.18)
et de la relation algébrique non-dynamique (5.17). Le système ne possède donc pas de
mode impulsionnel (c’est le cas de l’exemple de la figure 5.2, où dans le système (5.16),
la matrice A22 est inversible puisque A22 = −m1). Le cas particulier où la matrice A22
est inversible dans (5.12) est donc complètement équivalent au cas où la matrice E2 est
nulle dans (5.4), i.e. à la forme canonique standard dans laquelle x̄2(t) est déterminée
par l’équation non-dynamique 0 = x̄2(t) + B2u(t) 10.

Dans le cas général avec A22 éventuellement singulière dans (5.12b), la décomposition
de Smith (théorème 5.3) est une décomposition de rang de la matrice E du système
singulier Σd (5.1). Cette décomposition conduit à rassembler l’ensemble des q degrés
de liberté du système dans (5.12a) et les sépare ainsi des relations de contraintes de
(5.12b). L’équation (5.12b) n’est cependant pas un ensemble de simples relations ne
comportant que les modes non-dynamiques du système, comme sa dimension (n − q)
pourrait nous le laisser penser. L’unique cas où cette équation n’a aucune influence sur
la dynamique du système est le cas où A22 est inversible. Le cas où A22 est singulière
entraînera des modes (dynamiques) impulsionnels a priori. La connexion forte entre les
deux équations (5.12a) et (5.12b) de la forme de Smith est intrinsèquement liée au
choix de la partition des états et, par opposition, ne se retrouve pas dans la forme de
Rosenbrock (équations (5.4a) et (5.4c)). Dans cette dernière, l’équation (5.4a) est de
dimension d (avec d = deg det(sE − A)) et ne regroupe effectivement que les modes
exponentiels du système (ce sous-système est toujours régulier, quelles que soient les
propriétés de la matrice E2 dans (5.4c)). Notons enfin toutefois que l’équation (5.12b)
de la forme de Smith est, en mécanique, la forme usuelle des contraintes cinématiques
entre solides [All79] [Fav97] (voir l’exemple figure 5.2 précédent). Elle apparait à ce
titre plus explicite que dans la forme de Rosenbrock en raison du choix de partition
des états et peut s’avérer intéressante dans la mesure où, comme nous l’avons introduit
précédemment, un choix de variables d’état pertinent en modélisation (en l’occurrence,
associé à des variables d’énergie) peut permettre l’inversibilité de A22 dans (5.12b).

10. Attention toutefois à la partition différente des états dans ces deux représentations, voir équations
(5.5) et (5.13).
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189 CH. 5. Analyse temporelle des systèmes singuliers

5.3 Réponse temporelle

5.3.1 Introduction

La réponse temporelle du système singulier Σd (5.1), dans l’hypothèse où ce der-
nier est solvable (théorème 3.2 page 82), est basée sur sa décomposition préalable en
sous-systèmes. C’est usuellement la décomposition canonique standard (forme de Ro-
senbrock, section 5.2.2) qui est utilisée [YS81] [Dai89c]. Cette section 5.3 présente
l’approche de résolution classique de Yip & Sincovec (section 5.3.2) puis l’approche
distributionnelle de Verghese (section 5.3.3). Notons que nous proposons en section
5.3.3 une formalisation différente de l’approche de Verghese qui, à notre connaissance,
n’a pas été exposée dans la littérature (principalement [VLK81, Dai89c, Dua10]) de ma-
nière aussi explicite.

Il est intéressant de mentionner que préalablement à la notion d’équivalence restreinte
(r.s.e) entre systèmes singuliers (définition 5.1 page 182), une notion d’équivalence a été
employée par plusieurs auteurs pour rapprocher et transformer les systèmes singuliers
(Rosenbrock l’a par exemple qualifiée d’équivalence stricte (s.s.e.) entre systèmes sin-
guliers [Ros70] [VLK81] 11). Cette équivalence permet par différentes transformations
de réduire le système Σd (5.1) au système régulier équivalent (5.20) [Ros70] [VLK81]
[MDV94], d’ordre d = deg det(sE − A) (rappelant que d est le nombre de degré de
liberté dynamiques du système, définition 3.2 page 80) :

˙̄x1(t) = A1x̄1(t) + B̄1u(t) (5.20a)

y(t) = C̄x̄1(t) + D1(p)u(t) (5.20b)

où p est l’opérateur de dérivation par rapport au temps, p = d

dt
.

L’équation (5.20a) est, par essence de la transformation, équivalente à l’équation (5.4a).
Elle contient la structure des modes dynamiques finis et préserve également leur cou-
plage avec les entrées du système. En revanche, l’équation (5.20b) n’est pas équivalente à
l’équation (5.4b). Une manière de présenter ce point est de passer dans le domaine de La-
place. L’approche s.s.e. explicite la matrice D(s) qui représente la partie polynomiale de
la matrice de transfert T(s). Dans l’approche s.s.e., la seule partie préservée du système
originel associée à des phénomènes impulsionnels est ainsi D(s). En effet, dans le cas des
systèmes singuliers à faisceau régulier, il est possible d’utiliser la forme de Kronecker-
Weierstrass du faisceau (sE−A) (théorème 5.1 page 182) pour décomposer T(s) en
une partie strictement propre et une partie polynomiale, T(s) = T̄(s)+D(s). Les modes
exponentiels sont associés à la partie strictement propre T̄(s), les modes impulsionnels
et non-dynamiques à la partie polynomiale D(s) [VLK81]. Notons cependant une limita-
tion importante dans cette approche. La décomposition de la matrice de transfert T(s)
permet d’exposer un certain nombre de modes exponentiels ainsi qu’un certain nombre
de modes impulsionnels issus des relations entrées/sorties, mais ne propose pas pour ces
derniers de structure des modes impulsionnels en tant que telle. En d’autres termes, cette
approche ne permet pas de mettre en évidence l’ensemble des réponses libres associées
aux modes dynamiques (issues des conditions initiales des q degrés de liberté du système)
d’une part, et peut masquer un certain nombre de modes suivant la forme de la matrice

11. Rosenbrock parle de strict system equivalence (s.s.e.) [Ros70], directement basée sur l’équivalence
stricte entre faisceaux de matrice de Gantmacher [Gan66], qu’il fera ensuite évoluer pour aboutir à la
notion de restricted system equivalence (définition 5.1 page 182) [Ros74].
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5.3. Réponse temporelle 190

C d’autre part. 12

Notons en outre le point important suivant. La matrice B̄1 de (5.20a) est une matrice
constante d’après le changement de variable sur x̄1 (équation (5.5) page 183, sous-matrice
associée à x̄1). Si en revanche x̄1 est un sous-vecteur non transformé de x (du système Σd

(5.1)), la matrice des entrées peut être polynomiale (i.e. B̄1(p)), engendrant des dériva-
tions du vecteur d’entrée [VLK81] et aboutissant à une représentation d’état généralisée
(dont une illustration a été donnée au chapitre 2, avec le modèle inverse d’ordre minimal
(2.5) page 46). Dans le contexte bond graph, ce dernier cas de figure est celui dans lequel
la procédure de réduction 13 de Rosenberg [Ros71] se positionne dans le cas linéaire
(section A.3.2). La matrice B̄1(p) dans (5.20a) est polynomiale, en l’occurrence de degré
1, et le sous-vecteur x̄1 correspond à l’ensemble de variables (non transformées) associé
aux stockages d’énergie en causalité intégrale du bond graph.

Comme précédemment introduit, deux approches de résolution temporelle du sys-
tème singulier Σd (5.1) existent. Certaines se concentrent sur les d degrés de liberté
dynamiques en calculant des conditions initiales compatibles (ou admissibles ou consis-
tantes) pour l’ensemble des q degrés de liberté du système de manière à ne pas exciter les
modes impulsionnels [YS81] (section 5.3.2). D’autres considèrent une initialisation arbi-
traire de l’ensemble des q degrés de liberté du système singulier [VLK81] (section 5.3.3).
Ces deux approches sont toutefois issues de la forme canonique standard de Rosen-
brock (section 5.2.2). De manière sous-jacente, nous pouvons ainsi noter que ces deux
approches considèrent l’ensemble des (q − d) modes impulsionnels du système 14, mais
que la finalité visée diffère (en l’occurrence soit la forme des réponses est privilégiée, soit
la liberté d’initialisation). Elles sont brièvement présentées dans les sections suivantes.

5.3.2 Approche de Yip & Sincovec

L’approche de Yip & Sincovec est une résolution classique 15 du système algébro-
différentiel Σd (5.1) mis sous la forme (5.4) [YS81]. Elle utilise la propriété de nilpotence
de la matrice E2 du sous-système rapide (5.4c). La résolution est alors opérée de la ma-
nière suivante [YS81] [Dai89c] :

— le sous-système lent (5.4a), de dimension (et de degré) d, est un système diffé-
rentiel ordinaire, dont la solution temporelle peut s’écrire :

x̄1(t) = eA1t x̄10 +
∫ t

0
eA1(t−τ)B̄1u(τ)dτ (5.21)

Ce système a une solution unique, complètement déterminée par :
◦ x̄10, vecteur des d conditions initiales,
◦ u(t), t ≥ 0, entrée de commande continue par morceaux.

12. Bien que non exprimé dans [VLK81], la forme (5.20b) fait l’hypothèse sous-jacente que D(s) est
formulée de telle sorte que tous les modes impulsionnels soient représentés, ce qui n’est pas nécessairement
le cas dans la représentation entrée/sortie de la matrice de transfert, comme nous venons de le souligner.

13. Plus exactement de réduction au nombre minimal d’équations, en éliminant les variables statique-
ment dépendantes. Le système d’état originellement singulier issu du modèle bond graph est transformé
en un système d’état généralisé de dimension et d’ordre d, i.e. où le vecteur d’état est uniquement
composé des variables associées à l’ensemble des stockages d’énergie en causalité intégrale.

14. Cela ne serait pas possible avec la réduction du système singulier utilisée dans l’équation (5.20).
15. Par opposition à une résolution distributionnelle, abordée en section 5.3.3.
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— la résolution du sous-système rapide (5.4c) fait l’hypothèse supplémentaire que
l’entrée de commande u(t) continue par morceau est au moins (k − 1) fois déri-
vable par rapport au temps (où k est l’index de nilpotence de E2) 16. Utilisant la
nilpotence de E2 et en dérivant successivement l’équation (5.4c) puis prémulti-
pliant par E2, nous pouvons écrire :

E2 ˙̄x2(t) = x̄2(t) + B̄2u(t)
E2

2x̄(2)
2 (t) = E2 ˙̄x2(t) + E2B̄2u̇(t)

...

E2
kx̄(k)

2 (t) = E2
k−1x̄(k−1)

2 (t) + E2
k−1B̄2u(k−1)(t)

(5.22)

En ajoutant terme à terme les éléments de (5.22) et en notant que E2
k = 0, nous

pouvons directement écrire la solution temporelle du sous-système rapide :

x̄2(t) = −
k−1∑
i=0

E2
iB̄2u(i)(t) (5.23)

Ce système a une solution unique, complètement déterminée par u(t), entrée de
commande continue par morceaux, au moins (k − 1) fois dérivable.

En conséquence, nous avons x̄20 = −
h−1∑
i=0

E2
iB̄2u(i)(0), vecteur des (n−d) condi-

tions initiales compatibles 17.

Les considérations précédentes sur les conditions initiales entraînent la définition suivante
des conditions initiales compatibles du système singulier (5.4) [YS81] :

Définition 5.3 ([YS81])
Soit Ut, l’ensemble des u(t) ∈ Cm, vecteurs complexes de dimension m, tel que

u(t) soit au moins (k − 1) fois dérivable. L’ensemble I des conditions initiales
compatibles ( i.e. admissibles) pour le système (5.4) est donné par :

I =
{[

x̄1(t)
x̄2(t)

]
| x̄10 ∈ Cd et x̄20 = −

k−1∑
i=0

E2
iB̄2u(i)(0),u(t) ∈ Ut

}
(5.24)

L’approche de Yip & Sincovec s’astreint à produire une solution temporelle admissible
au système (5.4), c’est-à-dire sans impulsion. Conformément à la précédente présenta-
tion des deux sources potentielles d’impulsions (section 3.2.3 page 83), i.e. les conditions
initiales et les dérivées temporelles des entrées de commande, nous voyons que la défi-
nition 5.3 garantit de manière certaine que ces deux sources soient circonscrites. Si les
valeurs initiales du vecteur x̄1(t) peuvent être arbitraires (il s’agit en effet des d degrés
de liberté dynamiques du système (5.1)), les (n− d) conditions initiales du vecteur x̄2(t)

16. S’appuyant ainsi sur les travaux de Brenan et al. [BCP95] évoqués en section 5.2.3.
17. Certaines références, comme par exemple [Mou00], indiquent que l’équation (5.23) n’est définie

que pour t > 0. Si cette restriction est discutable et sera argumentée par la discussion sur l’équation
(5.26) page 192, elle souligne le fait que dans le cas de recherche de conditions initiales admissibles, la
réinitialisation ou le changement potentiel de structure est à prendre en considération de manière soignée.
La seconde approche de résolution (section 5.3.3), sur les q degrés de liberté, entraîne une considération
moins stricte sur les conditions initiales.
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5.3. Réponse temporelle 192

sont contraintes. En d’autres termes, les (q− d) modes impulsionnels sont initialisées de
manière à ce qu’aucun ne soit excité à l’instant t = 0 d’une part 18, et qu’aucun manque
de propriété de dérivabilité de l’entrée de commande n’engendre d’impulsion pour t ≥ 0
d’autre part.

Nous pouvons davantage préciser cette approche grâce à l’analyse de Dai [Dai89c]. Le
sous-système (5.4a) est qualifié de lent puisque sa réponse temporelle (5.21) représente
l’effet cumulatif de l’entrée de commande u(t), t ≥ 0, sur x̄1(t). En d’autres termes,
x̄1(t) n’a pas de relation « directe » avec l’entrée de commande u(t) à l’instant t (au sens
ou cette relation est dynamique, issue d’une intégration). Au contraire, le sous-système
(5.4c) est qualifié de rapide puisqu’il répond instantanément à la variation de commande
u(t) à l’instant t et aux évolutions de la commande de manière globale i.e. la commande
et ses dérivées par rapport au temps (5.23). En revanche, il n’y a aucun effet cumulatif
de la commande dans le sous-système x̄2(t). Pour tout ε > 0, les propriétés de u(τ),
0 ≤ τ ≤ t− ε n’ont aucun effet sur l’état x̄2(t). Si le système (5.1) possède une topologie
fixe, l’initialisation (5.24) proposée dans [YS81] est suffisante. Si en revanche, le système
est sujet à un changement de topologie et/ou une réinitialisation, il est important de dis-
socier les instants précédents et suivant l’évènement de commutation et leur implication
pour les variables x̄1(t) et x̄2(t). En faisant l’hypothèse que l’événement de commutation
se produit au temps t = 0, ne considérant que les instants suivants (t > 0) et en regardant
la limite t −→ 0+, nous pouvons préciser les conditions initiales admissibles apportées par
la définition 5.3 de la manière suivante :

I =
{[

x̄1(t)
x̄2(t)

]
| x̄10 ∈ Cd et x̄20 = −

k−1∑
i=0

E2
iB̄2u(i)(0+),u(t) ∈ Ut

}
(5.25)

En d’autres termes, si l’initialisation du sous-système lent à t = 0 peut provenir d’un
processus d’évolution précédent la réinitialisation / commutation, celle du sous-système
rapide ne peut se faire que de manière compatible avec la topologie du système et la
commande après commutation 19. Cette dernière sera donc issue de la limite lorsque t
tend vers l’instant de réinitialisation / commutation par valeur supérieure.

En conclusion de l’approche de Yip & Sincovec [YS81], la réponse temporelle
complète compatible du système (5.4) peut être explicitée de la manière suivante [Dai89c] :

x(t) = N̄
(

Id
0

)
x̄1(t) + N̄

(
0

In−d

)
x̄2(t)

= N̄
(

Id
0

)(
eA1 tx̄10 +

t∫
0
eA1(t−τ)B̄1u(τ)dτ

)
− N̄

(
0

In−d

)
k−1∑
i=0

E2
iB̄2u(i)(t)

(5.26)
avec les conditions initiales compatibles suivantes :

x0 = N̄
(

Id
0

)
x̄10 − N̄

(
0

In−d

)
k−1∑
i=0

E2
iB̄2u(i)(0+) (5.27)

18. Lors de cette résolution temporelle classique, la relation (5.23) peut paraitre « trompeuse » car
c’est une relation entrée/état algébrique qui pourrait ne comprendre qu’un vecteur de modes non-
dynamiques. Ce n’est pas le cas. La réponse libre associée aux modes impulsionnels apparaîtra si
x̄2(0) 6= −

∑k−1
i=0 E2

iB̄2u(i)(0). Elle est incluse dans la relation (5.23).
19. Notons que Buisson a apporté un certain nombre de formalisations illustrant les points précédem-

ment mentionnés grâce à l’analyse structurelle de modèles à commutation que permet l’approche bond
graph [Bui93b].
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193 CH. 5. Analyse temporelle des systèmes singuliers

La solution (5.26) du système (5.4) est unique et requiert la dérivabilité à l’ordre (k−1) de
l’entrée de commande u(t), où k est l’index de nilpotence de la matrice E2 dans (5.4). Les
conditions initiales (5.27) garantissent l’absence d’impulsion dans la réponse du système
i.e. aucun mode impulsionnel n’est excité, ni par les conditions initiales (réponse libre),
ni par les entrées (réponse forcée).

5.3.3 Approche de Verghese et al.

L’approche de Verghese et al. est une résolution distributionnelle du système sin-
gulier Σd (5.1) basée sur la forme canonique standard (5.4) [VLK81] 20. Comme pré-
cédemment mentionné, cette approche considère également l’ensemble des q degrés de
liberté du système singulier mais doivent maintenant pouvoir être initialisés de manière
arbitraire et ne pas obligatoirement satisfaire les conditions initiales admissibles (5.27).
Bien que par essence compatible avec la partition d’état proposée dans la décomposition
dynamique de Smith (section 5.2.3) du système singulier (5.1), la résolution distribution-
nelle de Verghese a été formalisée sur la décomposition canonique standard de Rosen-
brock (5.4), section 5.2.2. En ce sens, elle se base sur l’approche de Yip & Sincovec
de la section précédente mais introduit la dérivation au sens distributionnel dans la ré-
solution temporelle du sous-système rapide de vecteur d’état x̄2(t), de dimension (n−d) :

— également basée sur la décomposition canonique standard, la résolution tempo-
relle du sous-système lent (5.4a) est identique à celle de l’approche classique et
conduit à la solution (5.21),

— la résolution distributionnelle du sous-système rapide peut être introduite en
utilisant la transformée de Laplace de (5.4c) :

(sE2 − In−d) X̄2(s) = E2 x̄2(0) + B̄2 U(s) (5.28)

Soit 21

X̄2(s) = (sE2 − In−d)−1
(
E2 x̄2(0) + B̄2 U(s)

)
(5.29)

Et ainsi 22

X̄2(s) = −
k−1∑
i=0

E2
i si
(
E2 x̄2(0) + B̄2 U(s)

)
(5.30)

En appliquant la transformée de Laplace inverse à l’équation (5.30) et en no-
tant que L

[
δ(i)(t)

]
= si, la solution temporelle distributionnelle du sous-système

rapide (5.4c) peut ainsi s’écrire :

x̄2(t) = −
k−1∑
i=0

δ(i)(t)E2
i+1x̄2(0)−

k−1∑
i=0

E2
iB̄2u(i)(t) (5.31)

20. Si l’approche présentée ici n’est pas strictement celle développée par Verghese et al. dans son
article fondateur sur les systèmes singuliers [VLK81], elle reprend l’ensemble des concepts. L’approche
dite de Verghese et al. proposée ici a été en partie formalisée par Dai dans son livre [Dai89c]. Nous
en proposons ici une formalisation quelque peu différente pour clairement expliciter et illustrer les trois
différents types de modes associés au système singulier (5.1).

21. Le faisceau (sE2 − In−d) étant évidemment supposé régulier.
22. L’égalité (sE2 − In−d)−1 = −

∑k−1
i=0 E2

i si est rappelée dans [Mou00] et [Dua10] et découle di-
rectement de l’expression générique utilisée par ailleurs en annexe D.2, équation (D.9) page 315. Elle se
simplifie ici avec l’index de nilpotence de E2.
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5.3. Réponse temporelle 194

La réponse temporelle (5.31) formalise ainsi clairement les deux sources poten-
tielles de phénomènes impulsionnels pouvant apparaître dans la réponse tempo-
relle du système singulier (5.1), toutes deux associées à ses modes impulsionnels.
En rappelant que E2

k = 0, nous pouvons décomposer (5.31) de la manière sui-
vante,

x̄2(t) = −
k−1∑
i=1

E2
ix̄2(0)δ(i−1)(t)−

k−1∑
i=1

E2
iB̄2u(i)(t)− B̄2u(t) (5.32)

qui se factorise selon (5.33) :

x̄2(t) = −
k−1∑
i=1

E2
i
(

x̄2(0)δ(i−1)(t) + B̄2u(i)(t)
)
− B̄2u(t) (5.33)

— l’expression de la réponse temporelle du sous système rapide (5.4c) formulée en
(5.33) nous permet d’expliciter clairement ses différentes composantes constitu-
tives :

◦ la composante de la réponse temporelle associée aux modes impulsionnels est :

x̄2_imp(t) = −
k−1∑
i=1

E2
i
(

x̄2(0)δ(i−1)(t) + B̄2u(i)(t)
)

(5.34)

dans laquelle nous retrouvons :

� la réponse libre associée aux modes impulsionnels, intrinsèquement liée au
faisceau (sE−A) et à n− d conditions initiales :

x̄2_imp_libre(t) = −
k−1∑
i=1

E2
ix̄2(0)δ(i−1)(t) (5.35)

� la réponse forcée associée aux modes impulsionnels, liée au faisceau (sE−
A) et aux entrées par l’intermédiaire de la matrice B̄2 :

x̄2_imp_forcee(t) = −
k−1∑
i=1

E2
iB̄2u(i)(t) (5.36)

◦ la composante de la réponse temporelle associée aux modes non-dynamiques :

x̄2_non_dynamique(t) = −B̄2u(t) (5.37)

Le sous-système rapide (5.4c) a une solution unique, complètement déterminée
par :

◦ Le vecteur des (n− d) conditions initiales suivant,

x̄20 = −
k−1∑
i=0

δ(i)(0)E2
i+1x̄2(0)−

k−1∑
i=0

E2
iB̄2u(i)(0) (5.38)
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195 CH. 5. Analyse temporelle des systèmes singuliers

dans lequel le vecteur x̄2(0) peut être arbitraire ou provenir de valeur du
passé (e.g. consécutivement à une réinitialisation / commutation à t = 0, et
alors issue d’une limite lorsque t tend 0 par valeur inférieure), et alors non
nécessairement compatible au sens de Yip & Sincovec (section 5.3.2). 23

◦ u(t), entrée de commande continue par morceaux. 24

L’approche de Verghese conduit à une résolution temporelle faisant intervenir des
distributions de Dirac (ainsi que leurs dérivées jusqu’à l’ordre (k−1)) dans la réponse du
sous-système rapide (5.4c) au temps t = 0 (temps auquel par hypothèse apparaît un évè-
nement d’initialisation). Nous pouvons noter le point évident mais fondamental suivant.
Pour t > 0, les solutions temporelles classique (5.23) et distributionnelle (5.31) sont iden-
tiques. Nous voyons également de manière évidente pourquoi dans la résolution classique,
l’égalité x̄2(0) = −

∑k−1
i=0 E2

iB̄2u(i)(0) (condition admissible (5.24) [YS81] ou condition
(5.25)) conduit à l’absence d’impulsion (nous avons alors −

∑k−1
i=0 δ

(i)(t)E2
i+1x̄2(0) = 0

dans (5.31)). Les conditions initiales x̄20 de (5.38) ne méritent en l’état pas plus de pré-
cisions. Nous n’avons pas besoin d’analyser en détails la nouvelle topologie du système
(i.e. étudier la limite lorsque le temps t tend vers l’instant d’initialisation par valeur
supérieure, comme dans le cas des conditions initiales admissibles (5.25)).

Il faut toutefois garder à l’esprit que la résolution temporelle proposée avec (5.31) et
(5.38) est basée sur la forme canonique standard (5.4) et considère l’ensemble des (n−d)
états du système, soit les (q − d) modes impulsionnels (qui font partie de l’ensemble des
degrés de liberté du système) mais également les (n−q) états conduisant aux modes non-
dynamiques. Dans l’esprit originel de Verghese, ces états non-dynamiques ne posent pas
de problème d’initialisation dans le sens où leurs valeurs initiales ne sont pas choisies ar-
bitrairement mais trivialement calculées à partir des (n− q) équations non-dynamiques.
Dans la forme décomposée (5.37), cela s’avère d’autant plus trivial que seule l’entrée
de commande apparaît. Comme entrevu en section 3.2.3 page 83 avec l’exemple (3.11)
page 85 et la condition initiale conduisant à l’expression (3.16) page 85, si les modes
non-dynamiques ne sont structurellement pas des modes impulsionnels, ils peuvent être
responsables de leur excitation par une réinitialisation / commutation (équation (3.17),
figure 3.3 page 86) de l’entrée de commande en l’occurrence dans cet exemple. Notons
enfin, comme dans l’exemple ci-dessous de Dai [Dai89c] et souligné dans [Mou00], que
la solution distributionnelle (5.31) est en l’état valable pour une entrée de commande au
moins (k − 1) fois dérivable. Le cas où l’entrée de commande n’a pas ces propriétés ou
possède des discontinuités peut exciter des modes impulsionnels et ainsi introduire des
distributions de Dirac issues des sauts de fonction u(i)(t+0 )−u(i)(t−0 ) à l’instant t0 de non
continuité.

23. Voir notamment l’exemple suivant page 196, où une condition initiale incompatible est donnée
pour x2(0) dans (5.46) et (5.48).

24. En toute rigueur, la démarche de résolution visant à choisir des conditions arbitraires pour l’en-
semble du vecteur x̄2(t) peut être étendue à la commande u(t) et ses dérivées respectives. La transformée
de Laplace inverse appliquée à l’équation (5.30) comporte ainsi un terme supplémentaire que la plupart
des auteurs référents (Dai, Cobb) ne considère pas. Dans son livre, Duan [Dua10] explicite ce terme,
qui conduit à la solution étendue suivante :

x̄2(t) = −
k−1∑
i=0

δ(i)(t)E2
i+1x̄2(0)−

k−1∑
i=0

E2
iB̄2

(
u(i)(t) +

i−1∑
h=0

δ(h)(t)u(i−h−1)(0)

)
(5.39)
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5.3. Réponse temporelle 196

En conclusion de l’approche de Verghese, la réponse temporelle complète du sys-
tème (5.4) avec conditions initiales arbitraires sur ses q degrés de liberté peut être expli-
citée de la manière suivante [Dai89c] :

x(t) = N̄
(

Id
0

)
x̄1(t) + N̄

(
0

In−d

)
x̄2(t)

= N̄
(

Id
0

)(
eA1tx̄10 +

t∫
0
eA1(t−τ)B̄1u(τ)dτ

)

+ N̄
(

0
In−d

)(
−
k−1∑
i=0

δ(i)(t)E2
i+1x̄2(0)−

k−1∑
i=0

E2
iB̄2u(i)(t)

)
(5.40)

La solution (5.40) du système (5.4) est unique et requiert la dérivabilité à l’ordre (k− 1)
de l’entrée de commande u(t), où k est l’index de nilpotence de la matrice E2 dans (5.4).
Cette réponse temporelle illustre d’une manière différente certaines propriétés précédem-
ment introduites. Le système singulier (5.1) n’a pas de mode impulsionnel si et seulement
si E2 = 0 dans (5.40) [Dai89b] ou d’une autre manière, un système singulier d’indice de
nilpotence de 1 ne comporte pas de mode impulsionnel. Nous retrouvons également le
fait que l’absence de mode impulsionnel implique l’absence de phénomène impulsionnel
dans la réponse du système [VLK81] [Dai89b] [IT01] (en rappelant que ce n’est plus né-
cessairement le cas si le système singulier possède un faisceau non-régulier, comme nous
l’avons abordé en section 3.2.3).

Exemple
Reprenons l’exemple suivant de Dai [Dai89c] (repris dans [Mou00] et rediscuté dans
[Dua10]) présenté avec nos précédentes formalisations.

[
0 1
0 0

] [
ẋ1(t)
ẋ2(t)

]
=
[
1 0
0 1

] [
x1(t)
x2(t)

]
+
[
−1
−1

]
u(t) (5.41)

Ce système possède exactement les mêmes propriétés dynamiques que le modèle
d’état de l’exemple (3.11) page 85 : d = 0 mode exponentiel, q − d = 1 mode im-
pulsionnel (associé à la variable x1(t)) et n − q = 1 mode non dynamique (associé
à la variable x2(t)). Ce système n’ayant pas de dynamique exponentielle et, en re-
marquant que la matrice A est la matrice identité et que la matrice E est nilpotente
d’index 2, nous concluons que l’équation (5.41) est directement le sous-système rapide
(5.4c) de la forme de Rosenbrock, dont les solutions temporelles ont été discutées
(résolution classique (5.23) et (5.25), et distributionnelle (5.31) et (5.38)). Nous pou-
vons ainsi noter :

E2 =
[
0 1
0 0

]
, B̄2 =

[
−1
−1

]
(5.42)

La solution temporelle distributionnelle (5.31) appliquée au système (5.41) est la
suivante :

[
x1(t)
x2(t)

]
= −

1∑
i=0

δ(i)(t)E2
i+1

[
x1(0)
x2(0)

]
−

1∑
i=0

E2
iB̄2u(i)(t) (5.43)
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197 CH. 5. Analyse temporelle des systèmes singuliers

Soit [
x1(t)
x2(t)

]
= −δ(t)

[
0 1
0 0

] [
x1(0)
x2(0)

]
−
[
−1
−1

]
u(t)−

[
0 1
0 0

] [
−1
−1

]
u̇(t)

=
[
−x2(0)δ(t) + u(t) + u̇(t)

u(t)

] (5.44)

Nous voyons dans (5.44) que la variable x1(t) contient :

— une distribution de Dirac associée à x2(0), représentant la réponse libre du
mode impulsionnel. Notons que la condition initiale x1(0) sur le degré de li-
berté x1(t) n’apparaît pas dans les équations.

— une combinaison linéaire de l’entrée u(t) et de sa dérivée première. Suivant les
propriétés de continuité et dérivabilité de l’entrée, un phénomène impulsion-
nel (provenant de l’excitation du mode impulsionnel) peut potentiellement
apparaître dans la réponse forcée du système.

La variable x2(t) est associée au mode non-dynamique du système (équation algé-
brique entrée/état x2(t) = u(t)). Comme mentionné lors de la discussion de l’exemple
(3.11) page 85, si ce mode non dynamique n’est pas (structurellement) responsable
du mode impulsionnel (lié à x1(t)), il le sollicite par sa condition initiale, fixée par
u(t).

Il est intéressant d’analyser la réponse du système (5.44) pour deux cas particu-
liers de l’entrée u(t) [Dai89c], en faisant l’hypothèse que x2(0) 6= 0 :

1. le premier cas est celui de la réponse à un échelon Γ(t− t0). Soit u(t) l’entrée
de commande suivante :

u(t) = Γ(t− t0) =
{

0 pour 0 ≤ t < t0
1 pour t0 ≤ t

(5.45)

La solution du système peut s’écrire :

x1(t) = −x2(0)δ(t) + Γ(t− t0) + δ(t− t0)
x2(t) = Γ(t− t0) (5.46)

Dans ce cas de figure, une seconde impulsion est créée au temps t0 due à la
discontinuité de la fonction échelon (figure 5.3, avec t0 = 1 sec).

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
-2

0

2

4
[null]

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
-2

0

2

4
[null]

X: Time [s]

x1(t)

X: Time [s]

x2(t) = u(t)

Figure 5.3 – Solution temporelle du système (5.41) pour l’entrée (5.45)
[Dai89c]
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5.3. Réponse temporelle 198

2. le second cas est celui de la réponse à une rampe. Soit u(t) l’entrée de com-
mande suivante :

u(t) = g(t− t0) =
{

0 pour 0 ≤ t < t0
t− t0 pour t0 ≤ t

(5.47)

La solution du système peut s’écrire :

x1(t) = −x2(0)δ(t) + g(t− t0) + Γ(t− t0)
x2(t) = g(t− t0) (5.48)

Dans ce cas de figure, un saut est induit au temps t0 = 1 sec dû aux (manque
de) propriétés de dérivation de la fonction rampe (figure 5.4).

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
-2

0

2

4
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Figure 5.4 – Solution temporelle du système (5.41) pour l’entrée (5.47)
[Dai89c]

Cet exemple illustre la spécificité de la réponse temporelle du système singulier (5.1) en
mettant en lumière les deux sources potentielles d’excitation de ses modes impulsionnels :

— conditions initiales arbitraires des q degrés de liberté du système : si le précédent
exemple n’illustre pas a priori directement le cas de l’initialisation des q degrés
de liberté (par ailleurs relativement explicite sur la forme (5.40)) elle montre le
cas plus pernicieux de l’effet de E2 dans l’association algébrique des états as-
sociés aux modes non-dynamiques (variable x2(t)) avec les états associés aux
modes impulsionnels (variable x1(t)), aboutissant au cas de figure suivant : la
valeur initiale des modes non-dynamiques peut induire une impulsion sur les q
degrés de liberté (i.e. exciter un ou plusieurs mode impulsionnels). C’est le cas de
la variable x1(t) dans (5.41) : sa valeur initiale est x10 = −x2(0)δ(t)+u(0)+ u̇(0).

— propriétés de continuité et de dérivation de l’entrée de commande u(t) : cette
condition est liée à une propriété structurelle de modèle à savoir celle du terme
E2

iB̄2u(i)(t) de (5.40), faisant intervenir des dérivations de la commande. Cette
propriété est déterminée par l’index de nilpotence k de la matrice E2, ainsi que
la forme de cette dernière, dans la forme canonique standard (5.4) et des dérivées
jusqu’à l’ordre k−1 sont susceptibles d’apparaître dans la réponse temporelle du
système.

Si nous reprenons les considérations de Duan [Dua10] sur les discontinuités potentielles
de la commande à l’instant initial (associées à l’équation (5.39)), nous remarquons que
le terme lié aux valeurs initiales arbitraires de la commande et de ses dérivées s’écrit :

−
k−1∑
i=0

i−1∑
h=0

E2
iB̄2δ

(h)(t)u(i−h−1)(0) = −
[
0 1
0 0

] [
−1
−1

]
u(0)δ(t) =

[
u(0)δ(t)

0

]
(5.49)
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199 CH. 5. Analyse temporelle des systèmes singuliers

Ce qui nous conduit à réécrire les solutions temporelles du système de la manière sui-
vante : [

x1(t)
x2(t)

]
=
[
−x2(0)δ(t) + u(t) + u̇(t) + u(0)δ(t)

u(t)

]
(5.50)

Dans le cas de l’exemple originel (5.41) de Dai [Dai89c], cela n’engendre pas de modifica-
tions dans la mesure où pour les deux cas de figures traités (entrée de commande échelon
ou rampe), nous avons u(0) = 0, mais nous devons en expliciter la raison. Suivant l’es-
prit de Verghese quant aux valeurs initiales des (n− q) variables associées aux modes
non-dynamiques, trivialement déterminées à partir des équations algébriques [VLK81],
la résolution (5.50) peut prêter à confusion. En effet, la variable non dynamique x2(t) ne
peut pas être dissociée de la relation algébrique x2(t) = u(t), auquel cas nous aurons for-
cément x2(0) = u(0) et la première équation de (5.50) se réduit à x1(t) = u(t) + u̇(t). En
d’autres termes les impulsions disparaitraient de la solution temporelle. Il existe cepen-
dant un cas pratique dans lequel l’exemple tel que formulé en (5.44) reste parfaitement
valable : le cas d’une commutation à t = 0 entraînant l’équation algébrique x2(t) = u(t)
pour t ≥ 0 uniquement, avec x2(0) 6= 0 et u(0) = 0. Cela revient ainsi à simplement
préciser les conditions initiales de l’équation (5.41), ce qui n’est pas le cas dans l’exemple
originel [Dai89c] ni dans les diverses discussions [Mou00], [Dua10]. Une autre manière
d’expliciter ce point est de revenir sur l’approche de Yip & Sincovec, et plus parti-
culièrement les conditions initiales admissibles (5.25), appliqué au présent exemple. La
condition initiale admissible x10 (5.25) = u(0) + u̇(0) n’induira pas d’impulsion dans la
réponse temporelle. En revanche, une condition initiale arbitraire x10 6= x10 (5.25) induira
une impulsion dans le présent cas (et rejoint l’hypothèse x2(0) 6= 0 que nous avons faite
dans les exemples (5.46) et (5.48) pour la faire délibérément apparaître).

5.3.4 Continuité implicite des systèmes singuliers

La notion de continuité implicite a été introduite par Lu & Buisson [LB94] lors de
travaux sur les systèmes à commutation. La notion de continuité implicite est basée sur
la conservation de certaines grandeurs d’un système, y compris lorsque ses sous-systèmes
constitutifs subissent des discontinuités. Cette notion est à rapprocher directement du
comportement dynamique des systèmes physiques en présence de chocs, butées, com-
mutations pour lesquels certaines grandeurs physiques sont conservées (par exemple la
quantité de mouvement d’un système mécanique en présence de chocs entre ses éléments
constituants [Bro97]). En se basant sur la philosophie de Verghese discutée en section
5.3.3, Lu & Buisson considèrent directement l’élément Ex(t) comme étant la variable
d’état implicite du système (5.1) et la quantité Ex(0) comme la valeur implicite initiale.
La continuité implicite est ainsi définie de la manière suivante :

Définition 5.4 ([LB94])
(Continuité implicite d’un système singulier) Le système singulier (5.1) est
implicitement continu si en t = 0, Ex(0+) = Ex(0−). De plus, le système singulier
(5.1) est dit explicitement continu si x(0+) = x(0−).

Basé sur la décomposition de Kronecker-Weierstrass du faisceau (sE−A) (théorème
5.1), Lu & Buisson ont démontré le critère mathématique suivant :
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Théorème 5.4 ([LB94])
(Continuité implicite d’un système singulier) Soit le système singulier (5.1)
supposé soluble ( i.e. det(sE −A) 6= 0) et supposons que la commande u(t) ne soit
pas impulsive pour tout t ≥ 0−. Le système (5.1) est implicitement continu, i.e.

Ex(0+) = Ex(0−) (5.51)

si et seulement si Rang E = deg det(sE−A).

En d’autres termes, le système (5.1) est implicitement continu si et seulement s’il ne
comporte pas de mode impulsionnel. Il est ainsi possible de rapprocher les propriétés de
propreté interne et de continuité implicite des systèmes singuliers. En outre, la propriété
de continuité implicite rejoint l’approche de résolution des systèmes singuliers de Yip &
Sincovec (section 5.3.2) conduisant aux conditions initiales compatibles ou admissibles
(5.27), sans impulsion (i.e. sans excitation des modes impulsionnels). Lu & Buisson re-
formule donc ce problème avec la condition équivalente Ex(0+) = Ex(0−). La continuité
implicite est par ailleurs utilisée dans les travaux d’analyse structurelle de Buisson &
Lu sur base bond graph [BL94] pour en déduire des propriétés fondamentales sur les
variables d’état d’énergie des systèmes singuliers. En l’occurrence, les variables associées
à des stockage d’énergie sont implicitement continues, quelle que soit leur causalité, pour
une certaine classe de modèle (détaillée dans la section 5.4 suivante, section 5.4.2).

5.4 Propriétés des bond graphs directs et inverses repré-
sentant des systèmes linéaires singuliers

5.4.1 Introduction

La section 5.4 discute des hypothèses de modélisation bond graph des systèmes
singuliers, en proposant de détailler les simplifications engendrées par la considération
d’un vecteur d’état constitué uniquement de variables d’énergie puis, affecté d’une cau-
salité préférentiellement intégrale. Cette discussion est motivée par la détermination,
sur leur représentation bond graph, des différents modes (exponentiels, impulsionnels,
non-dynamiques) des systèmes singuliers, originellement analysé structurellement sur ce
formalisme grâce aux travaux de Buisson, Lu et Cormerais sur la matrice de structure
de jonction dans le cas des systèmes à commutation [LB94, BL94, BC97, BC98, CBLR02].
Ces analyses structurelles font suite aux travaux pionniers de Buisson [Bui93b, Bui93a]
et Lorenz [Lor93] 25.

5.4.2 Cas simplifié

Le cas discuté dans la présente section 5.4.2 correspond à un vecteur d’état constitué
uniquement des variables d’énergie et où, entre autre, la représentation bond graph du
système singulier ne comporte pas de cycle causal d’ordre négatif. Cette classe de bond
graph regroupe tous les bond graphs linéaires causaux affectés de la causalité préféren-
tielle intégrale, ainsi que les bond graphs bicausaux dans laquelle il n’existe pas de liens
causaux entre éléments de stockage en causalité dérivée d’une part, et entre un élément

25. Nous citons ici les travaux pionniers sur les systèmes à commutation formalisant la notion d’impul-
sion lors des commutations. Un grand nombre d’autres travaux sur ces systèmes relatifs aux changements
de topologie et aux discontinuités a été réalisé sur le formalisme bond graph durant la même période.
Citons notamment Asher [Ash93], Broenink & Wijbrans [BW93] et Ducreux et al. [DDTR93].
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de stockage en causalité dérivée et un élément R d’autre part. La forme du système
singulier est donc la suivante (voir section A.3.5 page 258) 26 :(

II EID

0 0

)(
ẋI
ẋD

)
=

(
AI 0

ADI ID

) (
xI
xD

)
+

(
BI

BD

)
u

y =
(

CI CD
d(·)
dt

) (
xI
xD

)
+

(
D
)

u

(5.52)

5.4.2.1 Dimension, ordre généralisé et degré de liberté dynamique

Basé sur la représentation d’état issue de la matrice de structure de jonction, Buis-
son & Lu ont montré qu’un système modélisé par bond graph pouvant être représenté
par le système singulier (5.52) est implicitement continu [BL94] (section 5.3.4 page 199).
En d’autres termes, la quantité Ex(t) est continue 27. Un tel modèle bond graph ne
comporte pas de mode impulsionnel sur l’ensemble de ses variables d’énergie (y compris
en présence de phénomènes comme des commutations et chocs). Les variables d’énergie
peuvent subir des discontinuités (i.e. des sauts) mais pas d’impulsion. Des impulsions
peuvent toutefois être présentes sur d’autres variables bond graph non associées à des sto-
ckages d’énergie (voir section 5.4.2.3). Buisson & Cormerais ont également retrouvé
ces conclusions fondamentales en utilisant le théorème 3.3 page 86 dans [BC97, BC98].

Les conclusions précédentes peuvent être déduites de la forme de Rosenbrock (sec-
tion 5.2.2 page 183) appliquée au système (A.33). Il est en effet possible de trouver les
matrices non-singulières M̄ et N̄ suivantes [BC97, BC98] :

M̄ =
(

II AI EID

0 ID

)(
II 0
0 R

)
, avec R = (−ADI EID + ID)−1 (5.53)

et

N̄ =
(

II −EID

0 ID

)(
II 0

−RADI ID

)
, où

[
x̄1
x̄2

]
= N̄−1

[
xI
xD

]
(5.54)

Conformément au théorème 5.2, équation (5.6), nous obtenons les transformations (5.55) :

M̄EN̄ =
(

II 0
0 E2

)
, avec E2 = 0

M̄AN̄ =
(

A1 0
0 ID

)
, avec A1 = AI (II + EID R ADI)

M̄B =
(

B̄1
B̄2

)
, avec B̄1 = BI + AI EID R BD

B̄2 = R BD

(5.55)

26. Cette classe de système est définie en annexe A.3.5 sous la dénomination de « seconde forme
simplifiée ».

27. Avec les notations présentées en annexe A.3.5, Buisson & Lu montrent que la quantité xI −(
S15S−1

25
)

xD est continue au cours du temps, y compris lors de commutation (i.e. x+
I −

(
S15S−1

25
)

x+
D =

x−I −
(
S15S−1

25
)

x−D) , où dans cette expression, S15 et S25 représentent explicitement les liens causaux
avec les sources modélisant les interrupteurs (ces notations sont donc cohérentes avec celles de l’équation
(A.12) page 252). Notons que l’hypothèse d’absence de cycles causaux énoncée dans [BL94] est relâchée
dans [BC97], où seuls les bond graphs comportant des cycles causaux de gains unité ( i.e. 5ZCP de van
Dijk [vDB91a, vD94]) sont logiquement écartés.
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Soit :(
II 0
0 0

)(
˙̄x1
˙̄x2

)
=(

AI (II + EID R ADI) 0
0 ID

)(
x̄1
x̄2

)
+
(

BI + AI EID R BD

R BD

)
u (5.56)

Il est important de souligner en premiers lieux dans (5.55) que la dimension des sous-
matrices identités est cohérente avec celle issue des transformations de Rosenbrock
(5.6) : 28

— dans l’expression M̄EN̄, la matrice II est de dimension nI × nI où nI , nombre
d’éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale est équivalent à d, nombre
de variables d’état indépendantes du système (conduisant à d modes exponen-
tiels),

— dans l’expression M̄AN̄, la matrice ID est de dimension nD×nD où nD, nombre
de stockage d’énergie en causalité dérivée est équivalent a fortiori aux (n − d)
modes non exponentiels.

La forme de Rosenbrock obtenue en (5.55) conduit à E2 = 0. Comme nous l’avons vu
précédemment, E2 = 0 dans l’équation (5.4c) page 183 implique que l’index du système
singulier vaut 1 et conduit à l’équation non-dynamique 0 = x̄2(t) + B2u(t) pour la va-
riable x̄2(t). En d’autres termes, ce système d’indice de nilpotence 1 (définition 5.2 page
184) ne comporte pas de mode impulsionnel puisque le système ne comprend alors que
des modes exponentiels (issus de (5.4a), système (toujours) régulier) et des modes non-
dynamiques (issus de (5.4c), dans laquelle E2 = 0). En rappelant que le système (5.52)
est construit à partir de la forme (A.12) page 252 en faisant intervenir uniquement les
variables d’énergie dans le vecteur d’état, nous aboutissons à nouveau à la conclusion de
Buisson & Lu : un modèle bond graph, formulé avec les hypothèses exposées en début
de section 5.4.2, ne peut pas contenir de mode impulsionnel sur ses variables d’énergie.

L’obtention d’une forme de Rosenbrock (5.55) et les propriétés associées (index du
système singulier égal à 1) permet d’exprimer relativement simplement la réponse tem-
porelle du système, y compris en présence de commutations, en utilisant le changement
de variables N̄. Il est en outre envisageable de retrouver les conclusions de Buisson
& Lu en trouvant une forme de Smith (section 5.2.3 page 186) du système (5.52),
comme l’a fait Mouhri [Mou00], en montrant que la sous matrice A22 de (5.12b) ob-
tenue à partir de la matrice de structure de jonction est inversible, conduisant ainsi à
l’équation non dynamique (5.17) et l’équation régulière (5.18) 29. Enfin, utilisant direc-
tement l’équation (5.52), Rahmani & Dauphin-Tanguy redémontrent l’absence d’im-
pulsion sur les variables d’énergie par l’étude de Rang E et de deg det(sE −A) à par-

28. En termes de notations, il est à noter que dans les expressions (5.6) et (5.55), nous avons de
facto Id ≡ II et ainsi In−d = ID. Ces considérations préalables sur l’obtention d’une forme de Rosen-
brock sont importantes dans la mesure où elle ne sont pas explicitement faites dans les références [BC97]
[BC98]. Elles permettent ainsi, d’une autre manière, de directement conclure à l’absence d’impulsions
dans (5.52) grâce à l’indice de nilpotence de E2 dans (5.55), qui en l’occurrence est 1.

29. En l’occurrence, Mouhri aboutit à la forme de Smith (5.57) de l’équation (5.52) :(
II 0
0 0

)(
˙̃x1
˙̃x2

)
=
(

AI −AI EID

ADI −ADIEID + ID

)(
x̃1
x̃2

)
+
(

BI

BD

)
u , (5.57)

avec A22 = −ADIEID + ID, inversible.
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tir de la matrice de structure de jonction également, et notamment que (q − d) = 0
(i.e. Rang E− deg det(sE−A) = 0) [RDT06].

En rappelant les caractéristiques génériques des systèmes singuliers [VLK81], [Mur85],
[Kuc86], [Mur87], [Dai89c] (chapitre 3, section 3.2.3 page 83) :

— n = dimension du système, égale à la dimension du vecteur d’état x(t) du sys-
tème (= dim(E)),

— q = ordre généralisé du système, nombre de degrés de liberté du système, avec
q = Rang(E),

— d = nombre de degrés de liberté dynamiques du système, i.e. le nombre de va-
riables d’état indépendantes du système, avec d = deg det(sE − A), ou encore
degré dynamique du système.

En rapprochant ces caractéristiques des résultats précédents exprimés à partir du bond
graph sur les variables d’énergie, nous arrivons finalement à des considérations bond
graph assez « naturelles » :

— n = nI+nD, la dimension du système est égale au nombre d’éléments de stockage
d’énergie,

— q = d = nI , le nombre de degrés de liberté du système est équivalent au nombre
de degrés de liberté dynamiques du système, i.e. le nombre de variables d’états
(statiquement) indépendantes du système, ou encore le nombre d’éléments de sto-
ckage d’énergie en causalité intégrale sur le bond graph. L’ordre généralisé du
système est égal au degré dynamique du système. On parle également d’ordre BG
du modèle bond graph [FN97] [Jar10].

Remarque : le nombre de variables d’état dynamiquement indépendantes du système
est égal à ni(I)−ni(D), où ni(I) (resp. ni(D)) représente le nombre d’éléments de stockage
d’énergie en causalité intégrale lorsque la causalité préférentielle intégrale (resp. dérivée)
est appliquée au bond graph [vD94] [FN97]. En d’autres termes, les variables dynami-
quement indépendantes sont celles qui ont la causalité préférentielle dans chacune des
deux affectations causales préférentielles (BGI, BGD). 30

5.4.2.2 Implications sur l’initialisation, la propreté et la réponse temporelle

Les propriétés du système (5.56) conduisent à des résultats importants concernant
l’initialisation. En utilisant les travaux de Verghese (section 5.3.3 page 193) appliqués
au cas particulier des systèmes singuliers ne possédant que des modes exponentiels et des
modes non-dynamiques, nous pouvons dire que les variables d’énergie d’un bond graph
ne contiennent pas d’impulsions, y compris à l’initialisation. Les variables dépendantes
(uniquement associées à des modes non-dynamiques) sont calculées, et ceci y compris à
l’instant initial à partir de l’équation (5.17) page 188 dans la forme de Smith ou à partir

30. Ce résultat est directement issu de la dépendance entre les dérivées des variables d’état, soit donc
du rang de la matrice d’état i.e. Rang A. Une matrice d’état singulière implique que ses lignes/colonnes
ne sont pas linéairement indépendantes, donc que les dérivées sont dépendantes [vD94]. Notons que le
calcul du RangBG de la matrice A dans un système singulier est notamment proposé dans [Mou00] et
[RDT06].

203 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



5.4. Propriétés des bond graphs directs et inverses représentant des systèmes linéaires
singuliers 204

de l’équation (5.4c) page 183 dans la forme de Rosenbrock, avec E2 = 0 (cette der-
nière approche est celle opérée en bond graph dans [BC97] à partir de la forme (5.56)).
Conformément à l’approche de Verghese, l’ensemble des q (= d = nI) degrés de liberté
dynamiques du système singulier peuvent être ici initialisés de manière arbitraire, aucune
impulsion ne sera engendrée sur les variables d’énergie du système (5.56).

En termes de propreté, nous pouvons reprendre certaines considérations de Kucera
et Dai (chapitre 3, section 3.4.1 page 89) et les associer aux résultats précédents :

— nI , nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale est équivalent
à d, nombre de variables d’état indépendantes du système (conduisant à d modes
exponentiels) i.e. nI ≡ d = deg det(sE−A). C’est le nombre d’intégrateurs dans
le système et ainsi le nombre de pôles finis du faisceau (sE −A)−1 (modes dy-
namiques finis (i.e. exponentiels)).

— l’égalité q = d i.e. Rang(E) = deg det(sE−A) entraîne que dans cette classe de
modèles, le faisceau (sE−A)−1 (associé à l’ensemble des variables d’énergie du
système) n’a pas de pôles à l’infini. En d’autres termes, cette classe de modèles
aboutit à des systèmes propres du point de vue des variables énergétiques (le
faisceau (sE−A)−1 est propre). 31

En termes de réponse temporelle, les précédentes considérations sur l’absence de
mode impulsionnel et la simplification à la forme de Rosenbrock (5.56) dans laquelle
la matrice E2 est nulle nous conduit à une équation différentielle ordinaire sur la variable
x̄1 et une équation algébrique triviale sur x̄2. Utilisant le changement de variable (5.54),
nous pouvons exprimer la réponse temporelle des variables xI et xD. Ces formalisations
sont explicitées dans les travaux de Buisson & Cormerais [BC97, BC98].

5.4.2.3 Modes impulsionnels sur les variables de sortie non énergétiques du
bond graph (direct ou inverse)

Nous avons vu que le système (5.52), était propre du point de vue interne lorsque
son faisceau (sE−A) était construit à partir d’un vecteur d’état comprenant l’ensemble
des variables d’énergie du système (associées à des éléments de stockage en causalité
intégrale et dérivée). Ce système ne comporte pas de mode impulsionnel. La propreté du
système (5.52) n’est toutefois plus garantie du point de vue entrée/sortie s’il existe des
chemins causaux entre des éléments de stockage en causalité dérivée et des détecteurs
(Df , De). La proposition de cette section s’inspire de celle de l’analyse structurelle des
systèmes à commutation proposée par Buisson & Cormerais [BC97, BC98].

Nous formulons la proposition suivante :

Proposition 5.1
(propreté interne et externe d’un modèle bond graph) Le modèle bond
graph représentant le système singulier (5.52), propre du point de vue interne, l’est
du point de vue externe si et seulement si il n’existe pas de chemin causal de longueur
nulle entre les éléments de stockage en causalité dérivée et les détecteurs.

31. Précisons que nous ne parlons pas de la structure à l’infini du système ici, qui est associée à la
matrice de transfert, mais de celle du faisceau sE−A.
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205 CH. 5. Analyse temporelle des systèmes singuliers

Démonstration : Le système (5.52) peut s’écrire de la manière suivante :II EID 0
0 0 0
0 CD 0


 ẋI

ẋD
ẏ

 =

 AI 0 0
ADI ID 0
−CI 0 Iy


xI

xD
y

+

BI

BD

−D

u (5.58)

Le système (5.58) comportant rigoureusement le même nombre de stockage d’énergie,
n, que le système (5.52), dont le même nombre en causalité intégrale, nI , le degré du
polynôme caractéristique d reste inchangé. En revanche, l’analyse de rang des matrices
E respectives conduit à :

— dans (5.52) :

Rang
(

II EID

0 0

)
= nI (5.59)

— dans (5.58) :

Rang

II EID 0
0 0 0
0 CD 0

 = nI + Rang(CD) (5.60)

Nous déduisons de (5.60) que le système (5.58) possède des modes impulsionnels si et
seulement si (q − d) = Rang(E(5.58)) − deg det(sE(5.58) −A(5.58)) = Rang(CD) 6= 0, or
CD est construite à partir des chemins causaux de longueur nulle entre les éléments de
stockage en causalité dérivée et les détecteurs (procédure D.1 page 307), d’où le résultat
de la proposition.

Fin de la démonstration.

Remarque 1: le résultat de la proposition 5.1 est ainsi très similaire à celui obtenu sur
les systèmes à commutation dans [BC98]. Une différence existe toutefois sur la nature des
chemins causaux considérés dans le présent cas (5.58). La sous-matrice CD représente
ici les chemins causaux de longueur nulle entre éléments de stockage en causalité dérivée
et détecteurs Se, Sf .

Remarque 2: la quantité Rang(CD) représente l’ensemble des chemins causaux disjoints
entre éléments de stockage en causalité dérivée et détecteurs. Nous pouvons conclure que
dans le cas où un seul ensemble de chemins causaux disjoints existe entre stockage en
causalité dérivée et détecteur, les modes impulsionnels seront associés aux variables de
sortie de cet ensemble.

Remarque 3: la proposition 5.1 ne garantit pas l’absence d’impulsions sur l’ensemble des
variables du bond graph. La nullité de CD indique que si potentiellement elles existent,
elles ne seront pas détectées.
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Exemple
Considérons le bond graph de la figure 5.5 avec différents positionnement de dé-
tecteurs. Ce modèle a également été discuté en section 4.2.2.2 page 120 ainsi qu’en
section 4.3.2 page 139 (exemple 1 page 145).

1 0

1I

2p

1

2I

dI

1p
1

dp

fS
u

eD

y



1 0

1I

2p

1

2I

dI

1p
1

dp

fS
u

fD
y



(a) (b)

Figure 5.5 – Exemple de bond graph avec plusieurs boucles causales d’ordre 0 de
classe 1
Le système peut se mettre sous la forme d’état singulier (5.52), dont le polynôme
caractéristique est det(sE−A) = −s2

(
1 + Id

I1
+ Id
I2

)
et Rang(E) = 2, vérifiant ainsi

l’égalité q = d = nI (équation (5.61)).

1 0 1
0 1 −1
0 0 0


ṗ1
ṗ2
ṗd

 =


0 0 0
0 0 0

−Id
I1

Id
I2

1


p1
p2
pd

+

 0
0
−Id

u (5.61)

Le positionnement du détecteur De en figure 5.5a conduit à mesurer l’effort entre
éléments en causalité intégrale et dérivée. Il existe ici un lien causale entre l’élément
de stockage en causalité dérivée Id et le détecteur De (sous-matrice (CD) non nulle
dans (5.52), avec en l’occurrence ici y = ṗd, i.e. CD = 1). Il existe donc un mode
impulsionnel sur la sortie. En effet, le système peut s’écrire de la manière suivante,

1 0 1
0 1 −1
0 0 0


ṗ1
ṗ2
ṗd

 =


0 0 0
0 0 0

−Id
I1

Id
I2

1


p1
p2
pd

 +


0
0
−Id

0

 u

y =
[
0 0 d(·)

dt

] p1
p2
pd

 +
[
0
]

u

(5.62)

Il comprend ainsi q− d = Rang(CD) = 1 mode impulsionnel, portant sur la variable
de sortie y = ṗd.

Pour le cas de la 5.5b, le positionnement du détecteur Df mesure un flux sur
l’élément I1 en causalité intégrale. Il n’y a pas de chemin causal direct entre un
élément de stockage en causalité dérivée, en l’occurrence Id, et le détecteur Df

et donc, aucun mode impulsionnel sur cette sortie. Le modèle peut directement
s’écrire à partir de l’équation d’état (5.61) à laquelle on adjoint l’équation de sortie
y =

[ 1
I1

0 0
] [
p1 p2 pd

]T
+
[
0
]
u. Nous retrouvons alors ici q = d = ni, et le

système ne comporte pas d’impulsion, sur aucune de ses variables d’état ou de sor-

206 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



207 CH. 5. Analyse temporelle des systèmes singuliers

tie. Notons que si nous introduisons toutefois la variable λ = ṗd dans l’expression du
système, un mode impulsionnel sur λ apparaît, mais ne sera pas détecté avec cette
configuration de capteur (système (5.63)).


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0



ṗ1
ṗ2
ṗd
λ̇

 =


0 0 0 −1
0 0 0 1

−Id
I1

Id
I2

1 0
0 0 0 1



p1
p2
pd
λ

 +


0
0
−Id

0

 u

y =
[ 1
I1

0 0 0
] 

p1
p2
pd
λ

 +
[
0
]

u

(5.63)

Remarque 4: en considérant à nouveau l’exemple 2 page 148, nous soulignons l’impor-
tance des hypothèses utilisées pour formuler la proposition 5.1 (en l’occurrence le fait
que nous travaillons sur le modèle bond graph représentant le système singulier (5.52)).
En effet, le cas de la figure 4.19a page 148 n’exhibe pas de mode impulsionnel sur la
sortie y malgré le lien causale direct entre le détecteur d’effort De et l’élément I2. Ce fait
se justifie par l’égalité Rang(E) = deg det(sE −A) pour le système (5.64), qui ne peut
s’écrire sous la forme simplifiée (5.52). 32

1 1

0 −I2
R

[ṗ1
ṗ2

]
=

 0 0

−I2
I1

1

 [
p1
p2

]
+

[
0
−I2

]
u

y =
[
0 d(·)

dt

] [
p1
p2

]
+

[
0
]

u

(5.64)

Une autre manière de retrouver ce résultat est d’analyser la fonction de transfert de
ce système, donnée par T5.64(s) = sR

s+R/I1 +R/I2
, constatant ainsi que sa structure à

l’infini est un zéro à l’infini d’ordre 0 (impliquant de facto l’absence de mode impulsionnel
sur la sortie y).

5.4.2.4 Cas simplifié : exemple de résolution temporelle et de détection des
modes impulsionnels

Nous proposons de déterminer les différents modes (exponentiels, impulsionnels, non-
dynamiques) du système (4.100) page 170 proposé dans l’exemple de synthèse de la
section 4.6.3 page 169.

approche algébrique Nous pouvons dans un premier temps conclure que : 33

— n = dim(E) = 4 (dimension du système).
— q = Rang(E) = 3 (nombre de degré de liberté du système).
— d = deg det(sE −A) = 2 (nombre de degrés de liberté dynamiques du système,

i.e. le nombre de variables d’états indépendantes du système, où sur le bond
graph, d = nI −ωnI−d = 2−0 = 2 puisque le bond graph respecte les hypothèses
énoncées en début de section 5.4.2).

32. Le système (5.64) est en l’occurrence de la forme (A.25) page 256, voir section A.3.4.
33. Voir chapitre 3, section 3.2.3 page 83.
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Le système singulier (4.100) possède ainsi :
— d = 2 modes exponentiels.
— (q − d) = (3− 2) = 1 mode impulsionnel.
— (n− q) = (4− 3) = 1 mode infini non-dynamique.

Nous proposons de décomposer le système sous la forme de Rosenbrock (i.e. décompo-
sition canonique standard, section 5.2.2, théorème 5.2 page 183). Nous rappelons que cette
décomposition se base sur la notion d’équivalence restreinte entre deux systèmes singu-
liers (définition 5.1 page 182), directement issue de la forme de « Kronecker-Weierstrass »
(théorème 5.1 page 182). Cette dernière forme permet de vérifier à nouveau la régularité
du faisceau (sE − A). Dans le présent cas, le système (4.100) est déjà sous une forme
de Kronecker-Weierstrass, puisqu’en choisissant la matrice identité comme matrice
constante réelle non-singulière pour M et pour N, le faisceau du système (4.100) s’écrit
sous la forme suivante,

M(sE−A)N =


s+ R

I2
− 1
C

0 0
1
I2

s 0 0
0 0 −1 0
0 0 s −1

 (5.65)

Le faisceau (5.65) est de la forme M(sE − A)N =
(
sId −A1 0

0 sE2 − In−d

)
, avec

d = deg det(sE − A) = 2, n = dim x(t) = 4 et E2 ∈ R(n−d)×(n−d) est une matrice
nilpotente. Outre la vérification de régularité du faisceau, l’index de nilpotence h de E2
dans (5.65), en l’occurrence h = 2, est consistante avec le fait que le système possède un
mode impulsionnel (l’indice est supérieur à 1). En utilisant les précédents résultats, nous
concluons que le système singulier (4.100) est déjà sous une forme de Rosenbrock, en
conservant les matrices de transformation M̄ = I et N̄ = I 34. Le système est rappelé en
(5.66) : 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0



ṗI2

q̇C
ṗI1

λ̇

 =


−R
I2

1
C 0 0

− 1
I2

0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



pI2

qC
pI1

λ

+


R 1
1 0
−I1 0

0 0


[
u1
u2

]
(5.66)

Le sous-système lent, comprenant tous les modes exponentiels (i.e. de dynamique finie),
est composé des variables d’énergie pI2 et qC , et le sous-système rapide, comprenant tous
les modes infinis, permet d’associer le mode non-dynamique à la variable d’énergie pI1

(grâce à l’équation pI1 = I1u1) et le mode impulsionnel à la variable non énergétique λ
(équation λ = ṗI1 = I1u̇1).

Les précédentes considérations peuvent également être explicitées en établissant la
solution temporelle du système (section 5.3). Nous proposons ici de ne regarder que la
solution temporelle distributionnelle (section 5.3.3 page 193) du sous-système rapide. En
précisant ce dernier sous la forme suivante (conservant les notations associées à la forme

34. Notons qu’en utilisant N̄ = I, nous pouvons conserver dans (5.66) les variables d’états originelles
du système, puisque le changement de variables d’état de la forme de Rosenbrock est de la forme[
x̄1(t) x̄2(t)

]T = N̄−1x(t) (c.f. équation (5.5) page 183). Ce n’est en revanche pas une généralité en
bond graph, comme nous l’avons vu à l’équation (5.54) page 201.
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de Rosenbrock), [
0 0
1 0

]
︸ ︷︷ ︸

E2

[
ṗI1

λ̇

]
=
[
1 0
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

Id

[
pI1

λ

]
+
[
−I1 0

0 0

]
︸ ︷︷ ︸

B̄2

[
u1
u2

]
, (5.67)

la solution temporelle distributionnelle (équation (5.31) page 193) appliquée au système
(4.100) est la suivante :[

pI1(t)
λ(t)

]
= −

∑h−1
i=0 δ

(i)(t)E2
i+1

[
pI1(0)
λ(0)

]
−

∑h−1
i=0 E2

iB̄2u(i)(t)

= −δ(t)
[
0 0
1 0

] [
pI1(0)
λ(0)

]

−
[
1 0
0 1

] [
−I1 0

0 0

] [
u1(t)
u2(t)

]
−

[
0 0
1 0

] [
−I1 0

0 0

] [
u̇1(t)
u̇2(t)

]

=
[

0
δ(t)pI1(0)

]
︸ ︷︷ ︸
x̄2_imp_libre(t)

−
[
−I1u1(t)

0

]
︸ ︷︷ ︸

x̄2_non_dynamique(t)

−
[

0
−I1u̇1(t)

]
︸ ︷︷ ︸

x̄2_imp_forcee(t)

=
[

I1u1(t)
δ(t)pI1(0) + I1u̇1(t)

]

(5.68)

Nous retrouvons ainsi les conclusions précédemment établies :

— le mode impulsionnel est associé à la variable non-énergétique λ du système. Ce
mode peut être excité :
— par les conditions initiales des variables d’état du système (terme δ(t)pI1(0),

réponse libre associée aux mode impulsionnel, voir équation (5.35) page 194),
— ou par les entrées du système (terme I1u̇1(t), réponse forcée associée au mode

impulsionnel, équation (5.36) page 194).

— le mode non-dynamique est associé à la variable énergétique pI1 . Nous retrouvons
ainsi la composante x̄2_non_dynamique(t) = −B̄2u(t) (équation (5.37) page 194).

approche bond graph L’analyse bond graph est dans ce cas de figure relativement
simple à mener en rappelant que le bond graph considéré (figure 4.26 page 169) respecte
les hypothèses de la présente section 5.4. Les variables associées à des stockages d’éner-
gie (en causalité intégrale ou dérivée) ne peuvent pas contenir de modes impulsionnels.
Les variables pI2 et qC , associées à des stockages d’énergie en causalité intégrale vont
être associées aux modes exponentiels, la variable pI1 relative au stockage d’énergie en
causalité dérivée I1 est associée au mode non-dynamique puisque le bond graph donne
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directement la relation constitutive pI1 = I1u1. D’autre part, la proposition 5.1 nous
permet de conclure à la présence d’un mode impulsionnel dans la mesure où il existe (au
moins un) chemin causal direct entre un élément de stockage en causalité dérivée et un
détecteur, en l’occurrence le chemins ao−1 (figure 4.27(a) page 172). Ce chemin implique
ici l’existence de la composante λ = ˙pI1 = I1u̇1 de la sortie y1, directement issue de la loi
constitutive de l’élément I1. Nous retrouvons les conclusions de l’approche algébrique.

5.4.3 Cas général

Nous souhaitons, dans la présente section, étendre les résultats apportées en section
5.4.2 par Buisson & Lu [BL94] concernant la détection potentielle des modes impul-
sionnels dans le cas général où le bond graph représente un système linéaire singulier de
la forme :II EID 0

0 ED 0
0 EλD 0


 ẋI(t)

ẋD(t)
ẋλ(t)

 =

 AI 0 AIλ

ADI ID ADλ

AλI 0 Iλ + Aλ


xI(t)

xD(t)
xλ(t)

 +

BI

BD

Bλ

 u(t)

y(t) =
(

CI CD
d(·)
dt

Cλ

) xI(t)
xD(t)
xλ(t)

 +
(
D
)

u(t)

(5.69)
La forme très générale de système singulier (5.69), notamment adressée au chapitre 4 en
section 4.3.2 page 139, est issue d’un bond graph causal ou bicausal où les seuls hypothèses
sont que la structure de jonction soit résoluble. Le bond graph peut avoir des champs,
des ZCP de classe 1 à 4 dans la classification de van Dijk et al. [vDB91a, vD94] et être
indifféremment affecté d’une causalité préférentielle intégrale, dérivée, voire mixte. 35

5.4.3.1 Détection de modes impulsionnels en utilisant les degrés des trans-
mittances

Les notions de propreté interne et propreté externe des systèmes singuliers ont été
introduites au chapitre 3 (section 3.4.1 page 89, notamment les théorèmes 3.7 et 3.8). Si
un système est propre du point de vue interne (i.e. faisceau (sE−A)−1 propre) aucun
terme impulsionnel n’apparaîtra sur l’ensemble de ses variables internes. Si un système
est propre du point de vue externe (i.e. faisceau T(s) propre), aucune de ses variables de
sortie ne verra apparaître de terme impulsionnel [Kuc86]. Dans le présent cas de la for-
mulation (5.69), la propreté interne n’implique pas nécessairement la propreté externe,
en raison de la présence d’opérateurs dans la sous-matrice CD

36. Rappelant les considé-
rations sur la propreté des matrices rationnelles (chapitre 2, section 2.2.3.1 page 47) 37,
nous proposons le critère de détection de modes impulsionnels suivant (lemme 5.2) :

35. La classe de bond graph adressée par les modèles représentant le système (5.69) est détaillée en
annexe A.3.3 page 252 ainsi qu’en annexe D.1 page 305.

36. En rapport avec cette dernière remarque, la flexibilité de la représentation (5.69), liée au choix
arbitraire de variables de puissance comprises dans le vecteur xλ, offre la possibilité de choisir d’exposer
dans le vecteur d’état des variables de puissance de manière à substituer tous les termes de CD de manière
à les faire apparaître dans la sous-matrice EλD (voir par exemple l’équation (5.64) page 207 qui peut
s’écrire sous la forme (4.70) page 148). Sous cette condition, et ainsi sans opérateur dans la matrice C,
la propreté interne implique la propreté externe dans (5.69).

37. En l’occurrence, une matrice rationnelle (resp. rationnelle propre, rationnelle strictement propre)
est une matrice dont les éléments sont des fractions rationnelles (resp. rationnelles propres, rationnelles
strictement propres).
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Lemme 5.2
(Propreté externe d’un système singulier sur son modèle bond graph
associé) Un modèle bond graph bicausal ou sans causalité préférentielle particu-
lière, représentant le système singulier (5.69), est propre du point de vue externe
(et ne comprendra ainsi aucun terme impulsionnel sur ses variables de sortie) si et
seulement si tous les degrés des transmittances δD 1 (ui,yj) sont négatifs, où

δD 1 (ui,yj)
∆= deg (tij(s)) = − min

F(ui,yj) , ωk

{
ωk | ρ

(ui,yj)
ωk 6= 0

}
+ ωnI−d (5.70)

avec :
— F(ui,yj) ωk est la kième famille bond graph (définition B.23 page 266) d’ordre

ωk (définition B.26 page 266), contenant exactement 1 chemin causal entre
l’entrée ui et la sortie yj , où seuls les cycles et le chemin impliquant les
variables exposées dans la représentation d’état (5.69) sont considérés,

— F(ui,yj) ωk est l’ensemble des familles F(ui,yj) ωk (notation B.5 page 267),

— ρ
(ui,yj)
ωk est la somme des gains statiques de F(ui,yj) ωk dans laquelle le gain

statique de chaque famille F(ui,yj) ωk doit être multiplié par un facteur
(−1)nD+nλ−dj , où nD et nλ sont respectivement le nombre d’éléments de
stockage en causalité dérivée et le nombre de variables de puissance choisies
dans le vecteur d’état de (5.69), et dj est le nombre de cycles causaux BG-
différents-génériques contenus dans la famille F(ui,yj) ωk ,

— ωnI−d représente l’ordre minimal qu’une famille des seuls cycles causaux
BG-différents-génériques (définition B.18 page 265) impliquant les variables
d’état puisse avoir, telle que la somme des gains statiques des familles d’ordre
ωnI−d soit différente de zéro.

Démonstration :

Le résultat découle immédiatement du lemme 4.9 page 161.

Fin de la démonstration.

Remarque 1: le lemme 5.2 est formulé au niveau d’analyse comportemental, comme
le lemme 4.9. Leur déclinaison respective au niveau d’analyse BG-Structurel peut être
trivialement réalisée sans considération des gains statiques.

Remarque 2: comme le lemme 4.9 page 161, le lemme 5.2 (ainsi que le lemme 5.3
de la section suivante) ne particularise pas le système étudié. Il est applicable sur le
modèle bond graph associé à un modèle direct ou inverse.

5.4.3.2 Détection de modes impulsionnels en utilisant la structure à l’infini
du système

Les notions de propreté interne et de propreté externe reflètent également d’une part
la structure à l’infini du faisceau (sE−A) d’un système singulier i.e. ses propriétés in-
trinsèques, et d’autre part, la structure à l’infini de sa matrice de transfert T(s), i.e. les
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propriétés entrées/sorties du système. Déclinée au niveau interne ou externe d’une autre
manière qu’à la section précédente, l’existence des pôles à l’infini dans le système singu-
lier (5.1) est la cause de l’apparition des modes impulsionnels [Dai89b]. Nous proposons
ainsi le lemme suivant :

Lemme 5.3
(Propreté externe d’un système singulier sur son modèle bond graph
associé) Un modèle bond graph bicausal ou sans causalité préférentielle particu-
lière, représentant le système singulier (5.69), est propre du point de vue externe
(et ne comprendra ainsi aucun terme impulsionnel sur ses variables de sortie) si et
seulement si tous les ordres ti de ses zéros/pôles à l’infini sont tels que (ti) ≥ 0, où{

t1 = ω1 − ωnI−d
ti = ωi − ωi−1

(5.71)

avec, sur le modèle bond graph :

ωi = min
(U,Y )⊂J1,pK2

tel que |U|=|Y |=i

{
min

F(U,Y ) , ωj

{
ωj | ρ(U,Y )

ωj 6= 0
}}

, ∀i ∈ {1, ..., r} (5.72)

et :
— ωnI−d représente l’ordre minimal qu’une famille des seuls cycles causaux

BG-différents-génériques (définition B.18 page 265) impliquant les variables
d’état puisse avoir, telle que la somme des gains statiques des familles d’ordre
ωnI−d soit différente de zéro.

— F(U,Y ) , ωj est la jième famille bond graph (définition B.23 page 266) d’ordre
ωj (définition B.26 page 266), contenant exactement i chemins causaux en-
trée/sortie BG-différents-génériques (définition 4.2 page 140), où seuls les
chemins et cycles impliquant les variables exposées dans la représentation
d’état (5.69) sont considérés, les chemins étant entre les variables d’entrées
contenues dans l’ensemble U de dimension i (|U| = i) et les variables de
sorties contenues dans l’ensemble Y de dimension i (|Y| = i).

— F(U,Y ) , ωj est l’ensemble des familles F(U,Y ) , ωj (définition B.5 page 267).

— ρ
(U,Y )
ωj est la somme des gains statiques de F(U,Y ) , ωj dans laquelle le gain

statique de chaque famille F(U,Y ) , ωj doit être multiplié par :
— un facteur (−1)nD+nλ−dj , où nD et nλ sont respectivement le nombre

d’éléments de stockage en causalité dérivée et le nombre de variables de
puissance choisies dans le vecteur d’état de (5.69), et dj est le nombre
de cycles causaux BG-différents-génériques contenus dans la famille
F(U,Y ) , ωj ,

— un facteur (−1)σj , où σj est le nombre de permutations nécessaires pour
ordonner les i sorties de la famille F(U,Y ) , ωj dans l’ordre initial des sor-
ties, lorsque les i chemins causaux sont ordonnés dans l’ordre initial des
entrées.
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213 CH. 5. Analyse temporelle des systèmes singuliers

Démonstration :

Les théorèmes 3.7 et 3.8 page 89, ainsi que la proposition 4.8 page 156 conduisent im-
médiatement à ce résultat.

Fin de la démonstration.

Remarque 1: le lemme 5.2 est formulé au niveau d’analyse comportemental, comme
l’est la proposition 4.8. Sa déclinaison au niveau d’analyse BG-Structurel peut être tri-
vialement réalisée sans considération des gains statiques, à partir de la proposition 4.7
page 156.

Remarque 2: basé sur la détermination de la structure à l’infini du système, le lemme
5.3 ne produit pas de critère particularisé à une sortie donnée (sauf dans le cas très par-
ticulier d’un bond graph SISO, voir ci-après).

Exemple
Dans le cas simplifié des exemples SISO 1 et 2 page 160, seul le cas de la figure 4.16(a)
page 145 comportera un mode impulsionnel, sur la variable de sortie y mesurée par le
détecteur d’effort De, conformément aux considérations sur T4.16a(s) exposées dans
l’exemple 1 page 160.

5.4.3.3 Présence de mode impulsionnel sur les variables d’énergie du sys-
tème

Dans le cas général d’un bond graph représentant le système singulier (5.69), l’ab-
sence de mode impulsionnel associé aux variables d’énergie n’est plus garantie, notam-
ment dans le cas bicausal. La présente section a simplement pour objectif d’illustrer ce
point, à partir d’un exemple simple.

Prenons l’exemple du bond graph bicausal de la figure 5.6, où le module du gyrateur
GY vaut 1. Les entrées de ce modèle sont y1 et y2, respectivement issues des doubles
sources SeSf1 et SeSf2. Les sorties sont u1 et u2, respectivement mesurées par les doubles

1u

1Dp

1

1DI

1DeDf

2Dp

1

2DI

1y0

1SeSf

1 0

1I

R

2y 0

2SeSf

0 2u

2DeDf
1Ip

GY
0

Figure 5.6 – Modèle bond graph comprenant un mode impulsionnel sur une variable
d’énergie
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détecteurs DeDf1 et DeDf2. Le modèle s’écrit sous la forme du système singulier (5.73) :1 0 0
0 0 ID1 r
0 0 0


 ṗI1ṗD1
ṗD2

 =

−
R
I1

0 0
0 1 0
0 0 1


pI1pD1
pD2

 +

 0 −1
0 ID1 r
−ID2 0

 [
y1
y2

]

[
u1
u2

]
=

 0 d(·)
dt

0
1
I1

0 0


pI1pD1
pD2

 +

 1
r

0
−1 0

 [
y1
y2

]

(5.73)
Le polynôme caractéristique du système est det(sE −A) = s + R

I1
, que nous détermi-

nons sur le bond graph à partir de la proposition 4.1 page 116, en remarquant qu’un
seul cycle causal n’existe, en l’occurrence entre I1 et R. Nous avons dans le présent cas,
n = dim(E) = 3, q = Rang(E) = 2 et d = deg det(sE − A) = 1. Nous avons ainsi
d = 1 modes exponentiels, (q − d) = 1 mode impulsionnel et (n − q) = 1 mode infini
non-dynamique. Nous pouvons noter que le système (5.73) est déjà sous la forme de
Rosenbrock (section 5.2.2 page 183), avec E2 =

[
0 ID1 r
0 0

]
, nilpotente d’index 2. Nous

en déduisons que le mode exponentiel est associé à la variable pI1, que le mode non-
dynamique est associé à la variable pD2 (équation pD2 = ID2y1) et enfin que le mode
impulsionnel est associé à la variable pD1 (équation pD1 = ID1 r (ṗD2 − y2)). Ce dernier
illustre ainsi la potentialité de trouver des modes impulsionnels sur les variables d’énergie
d’un bond graph.

La présence de modes impulsionnels associés à des variables d’énergie est notamment
susceptible de se produire, comme dans le présent cas du bond graph de la figure 5.6,
sur des bond graph bicausaux ayant une topologie arborescente, dans lesquels il existe,
comme par exemple dans le présent cas, un lien causal entre deux éléments de stockage
en causalité dérivée 38. La spécificité de la bicausalité tend à « casser » les cycles causaux
(au sens où le lien causal entre les deux éléments de stockage en causalité dérivée ne se
fait que dans un sens). Dans la représentation singulière (5.69), ceci peut entraîner une
augmentation du rang de la matrice E sans que le degré du polynôme caractéristique,
lié aux cycles causaux, ne soit nécessairement augmenté dans les mêmes proportions,
impliquant que q soit alors différent de d. Bien que ce ne soit pas une généralité, nous
comprenons ainsi la raison pour laquelle dans un bond graph causal, quel que soit la
causalité choisie, il est a priori plus difficile de trouver des modes impulsionnel associés
à des variables d’énergie.

Nous pouvons également analyser la présence potentielle de modes impuslionnels sur
les sorties du modèle de la figure 5.6, grâce aux lemmes 5.2 et 5.3. Du point de vue
algébrique, la matrice de transfert du système (5.73) est la suivante :

T(5.73)(s) =


−s2 ID1 r ID2 + 1

r
−s ID1 r

−1 − 1
s I1 +R

 (5.74)

38. Le lien causal entre deux éléments de stockage d’énergie en causalité dérivée est constitutif de la
sous-matrice S22 dans la matrice de structure de jonction bond graph (voir annexes A.3.2 et A.3.3, par
exemple la forme générale (A.13) page 253). Le lien causal entre deux éléments de stockage d’énergie en
causalité dérivée peut également se faire à travers un élément R, à travers les sous-matrices S23 et S32
de (A.13). Ces deux cas de figure (lien direct ou à travers un élément R) sont compris dans le terme de
SDD de la forme (A.17) page 254 et ainsi dans la sous-matrice ED dans (5.69) (voir annexe A.3.3).
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215 CH. 5. Analyse temporelle des systèmes singuliers

Nous pouvons immédiatement conclure que la matrice de transfert T(5.73)(s) n’est pas
propre, les transmittances t11(s) et t12(s) étant de degré respectif 2 et 1. Des impulsions
sont ainsi susceptibles d’apparaître dans la sortie u1. Dans la perspective d’appliquer le
lemme 5.2 au bond graph de la figure 5.6, en notant que ce dernier ne comporte pas de
cycle causal d’ordre négatif, nous scrutons les chemins entrées/sorties d’ordre minimal.
Nous observons ainsi qu’il n’existe qu’un seul chemin causal d’ordre minimal entre l’entrée
y1 et la sortie u1, d’ordre −2, et qu’un seul chemin causal d’ordre minimal entre l’entrée
y2 et la sortie u1, d’ordre −1 (figure 5.7). Le lemme 5.2 conduit ainsi à deg (t11(s)) = 2
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(a) Chemin causal y1 → u1 d’ordre -2
(ao2)

(b) Chemin causal y2 → u1 d’ordre -1
(bo1)

Figure 5.7 – Détails de certain chemins causaux Entrée→ Sortie du bond graph 5.6

et deg (t12(s)) = 1, conformément à l’approche algébrique, et à conclure que le système
n’est pas propre du point de vue externe. Il peut comprendre des termes impulsionnels
sur ses variables de sortie (en l’occurrence u1 dans le présent cas). Cette conclusion
peut également être retrouvée en appliquant le lemme 5.3, basé sur la structure à l’infini
du système. Du point de vue algébrique, le plus haut degré des mineurs d’ordre 1 de
T(5.73)(s) est δD 1 = +2. Nous avons donc t1 = − δD 1 = −2. Le mineur d’ordre 2 de
T(5.73)(s) est de degré δD 2 = +1, nous avons ainsi

∑2
j=1 tj = − δD 2 = −1 et donc t2 = 1.

Nous retrouvons ainsi que la matrice de transfert T(5.73)(s) n’est pas propre, puisqu’elle
comporte un pôle à l’infini, d’ordre 2 (i.e. t1 = −2). Du point de vue bond graph,
la famille bond graph contenant exactement 1 chemin causal entrée/sortie et d’ordre
minimal est formée par le chemin y1 → u1 noté ao2 sur la figure 5.7. Grâce au lemme
5.3, nous avons immédiatement t1 = −2, conformément à l’approche algébrique, et nous
concluons que le système n’est pas propre du point de vue externe. Nous pouvons en outre
également vérifier la détermination de t2 sur le bond graph. Il existe deux familles bond
graph contenant exactement 2 chemins causaux entrée/sortie BG-différents-génériques
et d’ordre minimal, égal à −1 et dont les gains statiques ne s’annulent pas. Ces familles
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(c) Famille de deux chemins causaux E/S
d’ordre minimal −1 (Fc)

(d) Famille de deux chemins causaux E/S
d’ordre minimal −1 (Fd)

Figure 5.8 – Détails de familles sur le bond graph 5.6

sont détaillées sur la figure 5.8. Nous pouvons ainsi déduire du lemme 5.3 que t2 =
−1− (−2) = 1, conformément à l’approche algébrique.
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5.5 Conclusion

Le chapitre 5 a abordé l’analyse temporelle des systèmes linéaires singuliers à fais-
ceau régulier, de la forme (5.1) page 180, du point de vue algébrique (sections 5.2 et 5.3)
et du point de vue du bond graph (section 5.4). Au niveau algébrique, l’analyse tempo-
relle, essentiellement bibliographique dans le présent chapitre, constitue un complément
à l’analyse structurelle présentée au chapitre 3. Nous avons, dans un premier temps, ex-
posé l’équivalence entre systèmes singuliers (section 5.2), à travers les formes usuelles de
Rosenbrock et Smith, permettant d’obtenir des équivalences dans lesquelles les diffé-
rents modes susceptibles d’apparaître dans un système singulier sont décomposés. Ces
transformations conservent l’ensemble des propriétés du système singulier (notamment le
degré dynamique, la matrice de transfert, la structure à l’infini). En particulier, la forme
de Rosenbrock permet une séparation stricte des modes finis et infinis, la détermina-
tion de l’indice de nilpotence du système, et constitue la base de l’approche de résolution
temporelle présentée en section 5.3, classique (section 5.3.2) ou distributionnelle (section
5.3.3). Basée sur la résolution distributionnelle, nous avons proposé une formalisation, à
notre sens, claire et sans ambiguïté de la notion de mode impulsionnel et de l’analogie
existante entre modes exponentiels et impulsionnels, qui peut être établie jusqu’aux ré-
ponses libres et forcées (section 5.3.3).

Au niveau graphique (section 5.4), nous avons présenté l’analyse structurelle suivant
deux niveaux d’hypothèses sur le modèle bond graph. Un premier cas simplifié, usuelle-
ment rencontré en pratique, a été détaillé (section 5.4.2). Il comprend notamment, dans
le cas linéaire, l’ensemble des bond graphs affectés d’une causalité préférentielle intégrale.
Basée sur la forme de Rosenbrock particulière à laquelle ce niveau d’hypothèses abou-
tit (section 5.4.2.1), un certain nombre de propriétés a été présenté, dont la principale
est l’absence de mode impulsionnel associé aux variables d’énergie du système. L’index
de nilpotence du système singulier ne peut ainsi excéder 1 pour cette classe de système.
Nous avons ensuite proposé, en section 5.4.3, une extension au cas général des modèles
bond graphs adressés au chapitre 4, concernant la détection des modes impulsionnels sur
les sorties du modèle. Nous avons enfin montré que dans cette classe très générale de bond
graph, des modes impulsionnels associés aux variables d’énergie du système peuvent ap-
paraître, notamment dans le cas bicausal lorsque les modèles sont arborescents (section
5.4.3.3).

Nous reprenons à présent en détails les contributions de ce chapitre, classées suivant
les sections dans lesquelles elles apparaissent.

— au niveau algébrique, en rapport avec la bibliographie présentée sur la réponse
temporelle (section 5.3), nous avons étayé la formalisation de la réponse uti-
lisant la résolution distributionnelle (section 5.3.3). Si aucun résultat nouveau
n’est énoncé, nous présentons, à notre sens de manière claire et sans équivoque,
l’analogie qui peut être établie entre les modes dynamiques exponentiels et les
modes dynamiques impulsionnels. Cette formalisation nous permet d’exposer les
réponses libres et forcées associées aux modes impulsionnels (équations (5.35)
et (5.36) page 194) ainsi que la réponse temporelle associée aux modes non-
dynamiques (équation (5.37) page 194). Cette explicitation permet de clarifier
les deux origines possibles des impulsions dans un système singulier, à savoir les
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217 CH. 5. Analyse temporelle des systèmes singuliers

conditions initiales et les entrées.

— au niveau bond graph (section 5.4),

◦ nous avons proposé en section 5.4.2, dans un cas de simplification usuellement
possible sur le modèle bond graph, un critère permettant d’évaluer la propreté
interne et externe du modèle (proposition 5.1 page 204), basé sur l’existence
de certains chemins causaux.

◦ dans le cas général de la classe de bond graph traitée au chapitre 4, nous
avons proposé en section 5.4.3, sur la forme générale (5.69) page 210, deux
critères bond graph de détection des modes impulsionnels. Ces critères uti-
lisent respectivement le degré des transmittances (lemme 5.2 page 211) et la
structure à l’infini du système (lemme 5.3 page 212). Ces deux lemmes re-
posent sur l’exploitation de propositions formulées au chapitre 4 et sont ainsi
applicables sur un bond graph causal/bicausal sans causalité préférentielle,
avec potentiellement des boucles causales d’ordre 0 de classe 1, 2, 3 et 4, avec
également potentiellement des champs R et/ou IC.
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Conclusiongénérale

Les travaux proposés dans cette thèse s’inscrivent dans le contexte de la conception
des systèmes mécatroniques, dans une démarche s’intégrant dès les premières phases du
cycle de conception, là où les principaux efforts méthodologiques sont à mener pour
améliorer la qualité des produits et leur fonctionnalité tout en réduisant leur coût et leur
délai de mise sur le marché. Reposant sur le prototypage virtuel (i.e. la modélisation et
la simulation), outil essentiel pour supporter cette démarche, nos travaux contribuent à
la méthodologie d’analyse et de conception des systèmes mécatroniques proposée par le
laboratoire Ampère, basée sur des critères dynamiques et énergétiques. Cette démarche
se décline de la spécification fonctionnelle jusqu’à la conception des composants, et se
caractérise par une phase d’analyse structurelle, hiérarchisée suivant les niveaux de la
structure physique du modèle (topologie, phénoménologie, paramétrage), en proposant
une approche par modèle inverse dont le support est le formalisme bond graph. Nos
contributions ont visé à étendre la méthodologie du laboratoire aux modèles de concep-
tion appartenant à la classe des systèmes singuliers (également usuellement nommés
systèmes implicites ou systèmes algébro-différentiels).

Le premier chapitre a dressé le contexte général de ces travaux. Nous avons, dans
un premier temps, introduit les systèmes mécatroniques de manière générique et leurs
architectures du point de vue énergétique, puis présenté leur cycle de conception pour
mettre en perspective la méthodologie du laboratoire Ampère. Nous avons détaillé les
différentes phases de ce cycle de conception, pour les associer ensuite aux niveaux d’abs-
traction de modélisation utilisés. Cette étape essentielle nous a permis de positionner
le niveau d’abstraction que nous traitons dans ce mémoire : le niveau réseau. Essen-
tiellement macroscopique et correspondant le plus souvent à des modèles à paramètres
localisés, son cadre théorique est supporté par le formalisme bond graph. Ceci nous a
amené, dans un second temps, à brièvement présenter nos travaux antérieurs au présent
projet, ayant abouti au développement d’un référentiel industriel de modèles en dyna-
mique du véhicule [AL07, PMAL08, PMAL09b, PMAL09a], pour lequel le bond graph
a été choisi, notamment comme outil de compréhension des phénomènes physiques, de
maîtrise des équations, et répondant également aux contraintes de développement des
logiciels industriels comme LMS Imagine.Lab Amesim, notamment en termes de modu-
larité, pérennité, évolutivité, maintenance, portage et application temps réel. Dans ce
contexte, nous avons introduit la modélisation fonctionnelle multicorps du châssis, et à
ce titre, justifié les orientations des extensions méthodologiques prises dans ce mémoire
sur les systèmes singuliers. En ce sens, la troisième partie de ce chapitre a présenté
l’analyse structurelle pour la conception et le dimensionnement, en détaillant plus par-
ticulièrement la démarche du laboratoire dans laquelle nous inscrivons ces extensions
méthodologiques. Basée sur une approche inverse et le formalisme bond graph, nous
avons souligné son originalité, liée, d’une part, à la prise en considération de critères dy-
namiques et énergétiques pour le dimensionnement, et d’autre part, à sa hiérarchisation
par niveaux d’analyse. Ce détail permet de positionner les extensions méthodologiques
que nous proposons, à savoir dans les phases d’analyse structurelle d’adéquation et de
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validation.

Le deuxième chapitre est essentiellement bibliographique et dresse l’état de l’art au
début de nos travaux. Il présente l’ensemble des notions d’analyse structurelle sur les-
quelles se base la méthodologie du laboratoire Ampère, originellement développée sur
la classe des systèmes réguliers. En rapport avec les phases précédemment mentionnées
d’adéquation du cahier des charges avec la structure du modèle, et de validation, nous
nous sommes intéressés aux propriétés d’inversibilité et aux invariants structurels qui
constituent le socle de l’analyse. Nous avons souligné que pour la classe des systèmes
réguliers, la méthodologie permet la détermination des invariants structurels de manière
algébrique ou graphique, en manipulant le modèle direct et/ou le modèle inverse à l’aide
de procédures dédiées respectivement à l’une ou l’autre des représentations. Dans le but
d’identifier les différentes contributions à établir dans nos travaux, nous avons été ainsi
amenés, dans un premier temps, à détailler de manière exhaustive l’approche algébrique,
qui constitue le référentiel de développement et de validation des méthodes graphiques.
Nous y avons abordé l’inversibilité des systèmes, ainsi que la détermination des inva-
riants structurels que sont la structure à l’infini [VLK82] [CD82], le degré relatif [BM65]
et l’ordre d’essentialité [CDD+86]. Dans un deuxième temps, nous avons détaillé avec
la même granularité l’approche bond graph, en déclinant graphiquement les propriétés
d’inversibilité et la détermination de ces invariants structurels. La présentation succes-
sive des approches algébrique puis graphique nous a permis d’exposer la manière avec
laquelle la démarche de conception a été développée, et les fondements théoriques sur
lesquels elle se fonde et par rapport auxquels elle a été validée. En fin de chapitre, ceci
nous a également permis d’ouvrir la discussion sur les limitations existantes de la mé-
thodologie de dimensionnement notamment vis-à-vis de la classe des modèles singuliers,
et d’orienter la structuration des chapitres suivants (chapitres 3, 4 et 5) ainsi que les
différentes contributions à produire pour prétendre pouvoir étendre la méthodologie.

Le troisième chapitre constitue le référentiel algébrique de l’analyse structurelle des
systèmes singuliers, nous permettant de supporter les extensions de la méthodologie de
conception et dimensionnement (proposées de manière graphique au chapitre 4). Nous
avons introduit en premiers lieux la classe de systèmes singuliers traitée dans nos travaux,
à savoir les systèmes linéaires singuliers à faisceau régulier et précisé leurs spécificités,
dont la principale est la présence potentielle de modes infinis, pouvant être dynamiques
(i.e. les modes impulsionnels) ou non-dynamiques. Le chapitre présente l’inversion des
systèmes singuliers, sur la base de critères directs et indirects d’inversibilité qui donnent
lieu, au chapitre 4, aux déclinaisons graphiques de ces propriétés. Comme dans le cas
des systèmes réguliers, la constitution du référentiel algébrique des systèmes singuliers
repose sur le concept de structure à l’infini, détaillé avec le même niveau d’exhaus-
tivité qu’au chapitre 2, permettant la détermination des invariants structurels utilisés
pour qualifier le cahier des charges dans les phases méthodologiques d’adéquation et de
validation. Enfin, la dernière partie de ce développement a proposé la principale contri-
bution de ce chapitre, à savoir la définition d’un ordre d’essentialité généralisé pour les
matrices rationnelles non nécessairement propres (extension de l’ordre d’essentialité de
Commault et al. [CDD+86, CD86]), une démonstration de son unicité, une détermina-
tion algébrique, ainsi qu’une déclinaison pour les systèmes linéaires singuliers.

Le quatrième chapitre propose la détermination des propriétés des systèmes singu-
liers sur deux de leurs représentations graphiques associées (digraphe et bond graph).
Il regroupe la majorité des contributions de ce mémoire, en proposant l’extension de la
méthodologie de conception du laboratoire à travers la détermination bond graph de
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l’inversibilité et des ordres d’essentialité généralisés des sorties du modèle. Cette exten-
sion est rendue possible par un certain nombre de développements intermédiaires qui
jalonnent l’organisation de ce chapitre. Nous avons utilisé la « passerelle » que peut
constituer la représentation digraphe pour le portage des propriétés algébriques des sys-
tèmes singuliers sur leur représentation bond graph associée. Nous avons ainsi dans un
premier temps généralisé la correspondance digraphe/bond graph (annexe D), pour pro-
poser ensuite une détermination bond graph du polynôme caractéristique du système
singulier, puis des déterminations digraphe et bond graph du déterminant de sa ma-
trice système. Ces développements nous ont permis d’aborder de manière graphique
l’inversibilité des systèmes singuliers, en généralisant le test d’inversibilité bond graph de
Rahmani [Rah93] et en discutant de la validité de l’approche d’inversion de Fotsu Ng-
wompo [FN97]. Également basée sur les développements du début de ce chapitre, nous
avons ensuite proposé une extension aux systèmes singuliers de la détermination bond
graph de leur structure à l’infini (déclinée selon les niveaux d’analyse de la méthodologie
du laboratoire). Nous avons enfin proposé la détermination bond graph des ordres d’es-
sentialité généralisés, également déclinée par niveau d’analyse. Cette détermination est
proposée sur le modèle direct ainsi que sur le modèle inverse, et permet de généraliser et
d’unifier les travaux de Bertrand et al. [BSDT97], Jardin [Jar10] et El Feki [EF11].
Nous rappelons en outre les considérations faites en annexe A sur l’approche utilisant
la matrice de structure de jonction (« MSJ ») et le système d’équations associé, nous
permettant d’associer l’ensemble des résultats de ce chapitre à l’approche « MSJ ».

Le cinquième et dernier chapitre de ce mémoire apporte un complément aux ap-
proches algébrique et graphique de l’analyse structurelle, en présentant l’analyse tempo-
relle des systèmes singuliers. Au niveau algébrique, nous avons présenté dans un premier
temps la notion d’équivalence entre systèmes singuliers, en l’occurrence celle de Rosen-
brock puis celle de Smith. Ces équivalences conservent l’ensemble des propriétés des
systèmes, permettent notamment de les décomposer suivant leurs différents modes consti-
tutifs (i.e. modes exponentiels, impulsionnels, non-dynamiques) et de définir leur index de
nilpotence. Utilisant l’équivalence de Rosenbrock associée à une approche de résolution
distributionnelle, nous avons étayé la formalisation de la notion de mode impulsionnel, en
présentant l’analogie qui peut être établie entre les modes exponentiels et impulsionnels,
et ce, jusqu’aux réponses libres et forcées. Au niveau graphique, nous avons présenté une
déclinaison bond graph des notions d’initialisation, de propreté, et de l’obtention de la
réponse temporelle ainsi qu’une contribution sur la détection des modes impulsionnels
dans un cas simplifié usuel, comprenant notamment celui de bond graphs affectés d’une
causalité préférentielle intégrale. Basée sur la forme de Rosenbrock particulière à la-
quelle ce niveau d’hypothèses aboutit, un certain nombre de propriétés a été présenté,
dont la principale est l’absence de mode impulsionnel associé aux variables d’énergie du
système (travaux originels de Buisson et al. [Bui93b, Bui93a, BL94, BC97, BC98]). Nous
avons ensuite traité dans le cas plus général, la détection des modes impulsionnels, avec
différentes contributions basées sur les résultats bond graph que nous avons proposés au
chapitre 4 (en l’occurrence la détermination bond graph du degré d’une transmittance
de la matrice de transfert, et celle des ordres des zéros/pôles à l’infini d’un système
singulier). Nous avons enfin montré que dans cette classe très générale de bond graph,
des modes impulsionnels associés aux variables d’énergie du système peuvent apparaître,
notamment dans le cas bicausal.
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Résumé des contributions

Nous détaillons dans le présent paragraphe les contributions évoquées dans la syn-
thèse précédente, en reprenant les inventaires faits à la fin de chaque chapitre de ce
mémoire.

Dans le chapitre 1, la section 1.3 présente brièvement et partiellement nos travaux de
modélisation, antérieurs au présent projet, ayant abouti à un logiciel industriel déployé
de dynamique du véhicule multicorps [AL07, PMAL08, PMAL09b, PMAL09a]. Ce réfé-
rentiel a été développé à partir d’une formulation analytique issue du bond graph (des
exemples simplifiés sont proposés en sections 1.3.3.2 et 1.3.3.3). Différents exemples ap-
plicatifs cités sont issus de nos publications antérieures, notamment faites avec Psa Peu-
geot Citroën [BPA+13, BVG+14, BPG+14]. Notons également les travaux faits chez
Renault utilisant cette solution [FAA+11], ou encore Ferrari [RRAKC15, RRACS16,
RRLA+17].

Les chapitres 3, 4 et 5 présentent nos contributions à la méthodologie de conception
et dimensionnement des systèmes mécatroniques par approche bond graph et modèle
inverse. La structuration de ces contributions est, dans un premier temps, faite à tra-
vers un référentiel algébrique pour l’analyse structurelle des systèmes linéaires singuliers
(chapitre 3) permettant le support de la méthodologie bond graph, dont l’extension est
développée dans un second temps (chapitre 4). Dans un troisième et dernier temps, nous
avons étendu les analyses algébrique et graphique du point de vue temporel des systèmes
singuliers (chapitre 5). Préalablement à la présentation exhaustive des contributions, il
est à noter que chaque procédure bond graph proposée dans ce mémoire est automa-
tisable dans un logiciel supportant l’analyse structurelle (comme l’est par exemple le
logiciel MS1 [MS1]).

Dans le chapitre 3, nous avons proposé en section 3.5 des contributions permet-
tant d’étendre la notion d’ordre d’essentialité aux matrices rationnelles non nécessai-
rement propres, que nous nommons « ordre d’essentialité généralisé » (définition 3.7).
Nous démontrons son unicité (proposition 3.1), et donnons un moyen de le déterminer
(proposition 3.2) et une déclinaison pour les systèmes linéaires singuliers (lemme 3.3).
Comme dans le cas régulier, l’ordre d’essentialité généralisé représente l’ordre de dériva-
tion maximal de chacune des sorties dans le modèle inverse (dans la mesure où celles-ci
sont effectivement dérivées) et fournit ainsi un critère sur les spécifications du cahier des
charges dans la phase d’adéquation de la méthodologie de dimensionnement par modèle
inverse.

Le chapitre 4 nous a permis d’étendre la méthodologie de dimensionnement par mo-
dèles inverses représentés par bond graph, à la classe des modèles linéaires singuliers. Ce
développement s’est fait à partir des contributions suivantes, classées selon les sections
dans lesquelles elles apparaissent.

— la section 4.2 a proposé une détermination bond graph du polynôme caractéris-
tique det(sE−A) à partir des travaux de Reinschke en digraphe [Rei94] et d’une
première formulation bond graph apportée par Mouhri et al. [MRDT99, Mou00].
Nous avons montré et illustré le fait que cette dernière ne respecte pas strictement
la correspondance digraphe/bond graph. Originellement proposée par Rahmani
[Rah93], nous avons généralisé en premier lieu cette correspondance (annexe D,
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procédure D.1 page 307), en proposant préalablement un certain nombre de dé-
finitions (annexe B) 39 basées sur la notion de chemins BG - différents - géné-
riques (définition B.11 page 264). De cette généralisation sont donc issues deux
propositions. La première (proposition 4.1 page 116) permet de déterminer le
polynôme caractéristique du système singulier à partir de sa représentation bond
graph dans le cas où seuls les variables d’énergie constituent le vecteur d’état.
La seconde (proposition 4.2 page 126) généralise la détermination du polynôme
caractéristique au cas où des variables de puissance sont choisies en plus dans le
vecteur d’état. Ces propositions ont nécessité d’étendre la définition de chemins
causaux BG-différents pour tenir compte de tous ces types de variable d’état (dé-
finition 4.2 page 140). A signaler que nous avons également proposé, en digraphe,
dans l’annexe C, la détermination du degré du polynôme caractéristique suivant
le niveau de simplification du modèle issu du bond graph (proposition C.1 page
294 dans le cas simplifié et C.2 page 296 dans le cas général).

— la section 4.3 a proposé une détermination de det(P(s)) en digraphe (proposition
4.3 page 133) puis en bond graph (proposition 4.4 page 140) en utilisant la géné-
ralisation de l’équivalence digraphe/bond graph établie en annexe D. En lien avec
ces propositions, nous avons également énoncé dans l’annexe C, les propriétés de
la matrice système directement à partir de la représentation bond graph (propo-
sition C.3 page 298, lemme C.4 page 302 et proposition C.5 page 303) suivant
différents niveaux d’hypothèses.

— la section 4.4 a présenté l’inversibilité des systèmes singuliers en bond graph, en
généralisant le test d’inversibilité de Rahmani (proposant ainsi le test d’inversi-
bilité 4.1 page 152), et a discuté de la validité de l’approche d’inversion de Fotsu
Ngwompo détaillée au chapitre 2.

— la section 4.5 a énoncé une extension aux systèmes singuliers de la détermination
bond graph de la structure à l’infini, en la déclinant par niveau d’analyse (pro-
positions 4.5 et 4.6 page 155, et 4.7 et 4.8 page 156). Cette section a également
proposé une détermination du degré d’une transmittance de T(s) (lemme 4.9
page 161).

— enfin, la section 4.6 a proposé la détermination bond graph des ordres d’essentia-
lité généralisés, déclinée par niveau d’analyse. Cette détermination est proposée
sur le modèle direct (propositions 4.10 et 4.11 page 165), ainsi que sur le modèle
inverse (propositions 4.12 et 4.13 page 167).

Comme précisé en fin de chapitre, l’intérêt principal que nous voyons à la détermination
bond graph des invariants structurels précédemment cités, en plus de la généralisation
qu’elle constitue à la classe des systèmes singuliers, est l’uniformisation qu’elle propose.
Nous avons précisé qu’une représentation sous la forme (4.48) page 139, sur laquelle se
base l’ensemble des développements de ce chapitre, était consistante avec la représenta-
tion des modèles directs (réguliers ou singuliers) ainsi que leurs inverses respectifs (régu-
liers ou singuliers). Les déterminations que nous proposons unifient ainsi les « approche
direct » et « approche inverse » (approches originelles de la méthodologie de conception
du laboratoire, détaillées au chapitre 2), de sorte qu’il n’est alors plus indispensable de
les différencier. En d’autres termes, l’ensemble des invariants présentés dans ce chapitre
(polynôme caractéristique, mineurs de matrice système, structure à l’infini, structure à

39. En l’occurrence, les définitions B.10, B.11, B.18, B.19, B.20, B.21 et B.23 (pages 264 à 266).
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l’infini par ligne/colonne, degré de transmittance) est applicable à des modèles pouvant
être formulés sous la forme (4.48) page 139, soit donc directs ou inverses.

Le chapitre 5 a abordé l’analyse temporelle des systèmes linéaires singuliers à fais-
ceau régulier du point de vue algébrique (sections 5.2 et 5.3) et du point de vue du bond
graph (section 5.4). Les contributions, classées suivant les sections dans lesquelles elles
apparaissent, sont les suivantes :

— au niveau algébrique, en rapport avec la bibliographie présentée sur la réponse
temporelle (section 5.3), nous avons étayé la formalisation de la réponse utilisant
la résolution distributionnelle. Si aucun résultat nouveau n’est énoncé, nous pré-
sentons, à notre sens de manière claire et sans équivoque, l’analogie qui peut être
établie entre les modes dynamiques exponentiels et les modes dynamiques impul-
sionnels. Cette formalisation nous permet d’exposer les réponses libres et forcées
associées aux modes impulsionnels ainsi que la réponse temporelle associée aux
modes non-dynamiques. Cette explicitation permet de clarifier les deux origines
possibles des impulsions dans un système singulier, à savoir la compatibilité des
conditions initiales et les propriétés de dérivabilité des entrées.

— au niveau bond graph (section 5.4),

◦ nous avons proposé en section 5.4.2, dans un cas de simplification usuellement
possible sur le modèle bond graph, un critère permettant d’évaluer la propreté
interne et externe du modèle (proposition 5.1 page 204), basé sur l’existence
de certains chemins causaux.

◦ dans le cas général de la classe de bond graph traitée au chapitre 4, nous
avons proposé en section 5.4.3, sur la forme générale (5.69) page 210, deux
critères bond graph de détection des modes impulsionnels. Ces critères uti-
lisent respectivement le degré des transmittances (lemme 5.2 page 211) et la
structure à l’infini du système (lemme 5.3 page 212). Ces deux lemmes re-
posent sur l’exploitation de propositions formulées au chapitre 4 et sont ainsi
applicables sur un bond graph causal/bicausal sans causalité préférentielle,
avec potentiellement des boucles causales d’ordre 0 de classe 1, 2, 3 et 4, avec
également potentiellement des champs R et/ou IC.

En termes de contributions, ajoutons en outre que nous avons appliqué la démarche
d’analyse structurelle à laquelle ce mémoire contribue sur les modèles de châssis référents
du chapitre 1. Nous avons vérifié la possibilité d’implémenter des modèles inverses issus de
modèles multicorps en annexe F dans le logiciel de simulation des systèmes mécatroniques
LMS Imagine.Lab Amesim [Sie], en validant notamment que la structuration de code
engendrée par la bicausalité est compatible avec la manière dont le logiciel gère les
entrées/sorties.
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Perspectives

En termes d’analyse structurelle, différentes perspectives nous sembleraient inté-
ressantes pour étendre les travaux de ce mémoire. Nous pensons en premiers lieux à
une extension des différentes analyses, propriétés et détermination d’invariant aux mo-
dèles à commutation ou hybrides (i.e. modèle dont la topologie est susceptible d’être
modifiée au cours du temps, notamment en présence de butées idéalisées ou frotte-
ments secs en mécanique, diodes ou interrupteurs en électrique). Un certain nombre
de travaux existe sur le sujet, et notamment en bond graph, initiés par Buisson et
al. [Bui93b, Bui93a, BL94, BC97, BC98, CBLR02], sur lesquels nous nous sommes ap-
puyés aux chapitres 3 et 5. Il nous semblerait pertinent d’étudier cette extension en
formalisant de manière rigoureuse le phénomène de choc en bond graph, en nous ba-
sant notamment sur les formalisations théoriques faites en mécanique par Brossard
[Bro94, Bro97]. Si certains travaux ont été réalisés en ce sens, en l’occurrence par Zim-
mer & Cellier [ZC07] en introduisant de nouveaux concepts, il nous semble intéressant
d’évaluer dans quelle mesure la structure de jonction « native » du bond graph est capable
de supporter la formulation du choc. Notons par ailleurs le nombre important de travaux
réalisés sur les systèmes à commutation en bond graph. Outre les travaux de Buisson et
al. précédemment cités, ainsi que ceux de Lorenz [Lor93], Asher [Ash93], Broenink &
Wijbrans [BW93] et Ducreux et al. [DDTR93], nous pouvons mentionner les travaux
de Borutzky [Bor95], Rahmani & Dauphin-Tanguy [RDT06], Mosterman & Bis-
was [MB98], Edström [Eds98], ou plus récemment ceux de Margetts & Ngwompo
[MN15] qui pourraient être mis à profit pour supporter cette extension. Également en
termes d’analyse structurelle, il nous semblerait intéressant d’ouvrir les présents travaux
aux modèles présentant des non-linéarités, et comme par exemple les modèles du cha-
pitre 1 et de l’annexe F le propose, en évaluant en premiers lieux le cas des MTF en
bond graph. Nous pourrions par exemple tirer avantage des travaux de Lichiardopol et
al. [LS06, Lic07b] en bond graph, en notant en outre, sans être exhaustif, qu’il existe
une extension algébrique à la définition des ordres d’essentialité pour les systèmes non-
linéaires [GM89] (cas des systèmes affines en la commande). Par ailleurs, en lien avec
la classe de modèle traitée dans ce mémoire, nous jugeons opportun de nous baser sur
les résultats de nos travaux pour étendre la notion de degré relatif à la classe des sys-
tèmes singuliers, pour pouvoir potentiellement traiter la problématique de découplage
par retour d’état pour cette classe de systèmes. C’est la principale raison pour laquelle
nous n’avons pas voulu « qualifier » la détermination de la structure à l’infini par ligne
d’un système, alors qu’elle peut être trivialement établie à partir du lemme 4.9 page 161.
Nous estimons en effet que la détermination d’un « degré relatif généralisé » ne serait
pertinente que dans la mesure où ce dernier serait associé à l’ordre d’essentialité géné-
ralisé pour établir un critère de découplage par retour d’état statique pour les systèmes
singuliers.

En termes d’extension additionnelle de la méthodologie de conception et dimension-
nement du laboratoire Ampère, il nous semblerait également important d’étendre, à la
classe de modèle traitée dans ce mémoire, le couplage avec l’optimisation en bond graph,
initié par Marquis-Favre et al. [MFCTS05, MFMC+08], puis repris par Jardin pour
l’adapter à la méthodologie du laboratoire [Jar10], et notamment illustré par Schaep
[Sch16] dans un cas industriel. Dans le cadre de la méthodologie, le couplage de l’inversion
avec l’optimisation permet notamment de réduire les exigences, d’une part, en termes de
rédaction du cahier des charges (par exemple, en donnant des spécifications exprimées
autrement que sous forme de fonctions dépendantes du temps e.g. valeur limite à ne pas
dépasser, valeur moyenne, valeur à atteindre,...), ou d’autre part, lorsque le problème
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de dimensionnement ne peut être complètement formulé sous la forme d’un problème
inverse (par exemple, lorsqu’il n’y a pas adéquation entre spécifications et structure du
modèle).

Comme souligné dans l’introduction de ce mémoire et en lien avec le projet européen
MODRIO, auquel le laboratoire Ampère et la société Siemens (ex-Lms Imagine)
ont participé, et dans lequel s’inscrivent nos travaux, nos contributions constituent des
« briques » d’analyse se positionnant dans une démarche générale hiérarchisée d’analyse
structurelle de modèles, dans laquelle nous rappelons qu’il est possible de :

1. montrer qu’un modèle structuré en réseau (énergétique) est bien formulé (travaux
de Furic [Fur15a, Fur15b]),

2. s’il s’avère bien formulé, traduire un tel modèle en bond graph, et ce en temps
polynomial (travaux de Perelson et al. [PO76], Lamb et al. [LAW93a, LWA93b,
LWA93a, LAW93b]),

3. convertir ce bond graph par des opérations d’idéalisation et d’abstraction compor-
tementales, faisant potentiellement apparaître des « singularités de structure »,
dont une représentation est possible sous une forme singulière,

4. mener un certain nombre d’analyses sur le bond graph représentant le système
singulier.

Cette démarche générale hiérarchisée d’analyse structurelle pourrait être enrichie de diffé-
rentes manières. En premiers lieux, un cinquième item pourrait concerner une procédure
« inverse » permettant de reporter l’analyse établie sur le modèle bond graph comportant
les idéalisations comportementales (item 4) sur le modèle bond graph originel (item 2),
voire sur le modèle réseau initial (item 1). De plus, concernant l’item 3 et les opérations
d’idéalisation et d’abstraction, nous pourrions faire intervenir les modèles non-standards,
utilisant le concept de nombre hyperréel, offrant la possibilité de traiter rigoureusement
les notions de quantité infiniment petite ou infiniment grande (ce qui serait par exemple
le cas, par passage à la limite, d’un élément C « de capacité nulle » du bond graph ap-
pliquant une contrainte cinématique entre deux éléments I, si nous reprenons le cadre
des exemples applicatifs traités dans ce mémoire). Nous pouvons en ce sens signaler les
travaux de Mosterman et al. [MSZ13] et ceux de Bliudze & Furic [BF14], appliqués
au même niveau d’abstraction de modèle que celui traité dans nos travaux, pour consti-
tuer une base de réflexion. Cette approche pourrait en outre potentiellement fournir des
éléments d’analyse supplémentaires pour les systèmes à commutation précédemment évo-
qués.

Enfin, dans un cadre plus applicatif, il nous semblerait intéressant d’implémenter
les différentes procédures décrites dans ce mémoire dans un logiciel supportant l’analyse
structurelle. Cette implémentation, s’inscrivant dans l’item 4 de la précédente description
de chaîne outillée, pourrait ouvrir sur l’automatisation d’un certain nombre d’étapes
de la méthodologie de conception, et potentiellement adresser un plus grand nombre
d’utilisateurs de simulation système, non nécessairement experts en analyse structurelle,
ni en bond graph, ni même en mécatronique.
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AnnexeA

Bondgraph :Langage,matrice
de structurede jonctionet forme
généraledusystèmed’état

A.1 Introduction générale

Le bond graph ou « graphe à liens » a été imaginé par Henry Paynter en 1959 et
publié pour la première fois en 1961 [Pay61]. Le langage a été formalisé par Karnopp &
Rosenberg en 1968 [KR68], puis dans l’ouvrage référent [KR75] 1. Selon l’introduction
faite par Dauphin-Tanguy [DT99], le formalisme bond graph repose sur deux caracté-
ristiques intrinsèques :

— la représentation graphique des échanges d’énergie au sein d’un système (« qui
suppose une approche énergétique des problèmes, donc universelle »), et

— l’analogie entre variables de différents domaines physiques, ce qui en fait un « lan-
gage unifié pour tous les domaines de la physique ».

Le formalisme bond graph concerne tous les systèmes, en linéaire ou non linéaire, dans
tous les domaines (électroniques, hydrauliques, mécaniques, thermiques...) [Fic04]. Le
modèle bond graph est un modèle de connaissance. Il suppose généralement les para-
mètres localisés dans le système (« lumped parameter model ») 2. Le formalisme permet
une modélisation structurelle par la structure même d’interconnexion entre les éléments
(bond graph acausal) ainsi que par la visualisation des propriétés de structure des équa-
tions (bond graph causal), et comportementales par la déduction des modèles mathéma-
tiques (matrice de transfert, équation d’état) [DT00] 3. Il est particulièrement adapté à la
modélisation des systèmes mécatroniques [DT99] [Leb03] [DtMDD14] [DMDtD14] et ce, à
différents niveaux du cycle de conception [Leb03] comme nous l’explicitons au chapitre 1.

En rapport avec le rôle de la causalité, il est intéressant de préciser à ce stade les points

1. Notons qu’il existe plusieurs éditions de cette ouvrage. Citons notamment celle de 1990 impliquant
également Margolis [KMR90] qui est usuellement citée, ou encore la plus récente [KMR12].

2. Le bond graph n’interdit pas de modéliser des systèmes à paramètres répartis à condition d’ef-
fectuer une semi-discrétisation des équations associés (système de dimension infinie). Ce point est très
brièvement abordé au chapitre 1, section 1.4.3.2 page 28, en rapport avec la méthodologie de dimension-
nement abordée dans ce mémoire.

3. Le bond graph peut également être vu comme un outil de modélisation au niveau fonctionnel ou
au niveau système par sa représentation bond graph à mots [DT00].

245
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



A.2. Classification des boucles causales d’ordre 0, ou « ZCP », dans un bond graph 246

suivants :

— le bond graph acausal d’un système dynamique modélise la structure d’intercon-
nexion entre les différents composants constitutifs du système (i.e. son architec-
ture) ainsi que le transfert d’énergie entre ces composants. Au niveau équationnel,
il permet d’établir les équations de contraintes entre les différentes variables du
système, sans pour autant, à ce stade, orienter les équations.

— le bond graph causal est établi à partir du modèle acausal en suivant des règles
d’affectation de causalité 4. La causalité confère au bond graph une structure de
graphe orienté. Elle permet d’orienter les équations du modèle et ainsi de calculer
numériquement l’état et les sorties du modèle physique. Elle permet également de
déduire des propriétés structurelles du système en étudiant la nature des relations
entre les variables du système (en l’occurrence ses variables de flux et d’effort). 5

— le bond graph bicausal est établi à partir du modèle acausal en suivant des règles
d’affectation de causalité étendues à des schémas de calcul qui ne coïncident plus
avec le sens de l’observation de l’évolution des phénomènes physiques (au sens de
la causalité physique). Cette extension a été proposée par Gawthrop [Gaw95]
et utilisée dans le cadre de l’approche de modélisation par bond graph inverse par
Fotsu-Ngwompo [FNST96, FN97, NBS05] pour formuler une procédure d’in-
version, nommée « SCAPI » pour « Sequential Causality Assignment Procedure
for Inversion ». Ces travaux constituent la principale base de l’étude proposée
dans ce mémoire.

Nous ne reprenons pas dans cette annexe une présentation détaillée du formalisme
bond graph. Le lecteur intéressé pourra trouver des exposés complets dans les références
[KR75, KMR90, KMR12], [DT99, DT00], [Fic04], [Bor10].

A.2 Classification des boucles causales d’ordre 0, ou « ZCP»,
dans un bond graph

Les boucles causales d’ordre 0 (ou « ZCP » pour zero-order causal path [vDB91a,
vDB91b]) représentent les couplages statiques entre les éléments bond graph et peuvent
être classifiées suivant le type d’éléments qu’elles font intervenir (i.e. éléments de sto-
ckage, éléments de dissipation et/ou élément de la structure de jonction). Une première
classification a été proposée par van Dijk & Breedveld [vDB91a] puis réordonnée par
van Dijk [vD94]. C’est cette dernière classification qui est usuellement employée 6 et qui
fait référence dans le présent mémoire. Les boucles causales d’ordre 0 sont classées de 1
à 5 de la manière suivante :

1. Boucle d’ordre 0 de classe 1 (« 1ZCP ») : il s’agit d’une boucle causale d’ordre
0 entre un élément de stockage d’énergie (I ou C) en causalité intégrale et un

4. De nombreux auteurs ont proposé des travaux à ce sujet. Citons notamment les travaux de van
Dijk [vD94] qui sont abordés dans ce mémoire.

5. En toute rigueur, la causalité bond graph est une causalité opératoire. Si elle rejoint le principe de
causalité au sens où une cause opératoire produit un effet opératoire, la causalité bond graph ne coïncide
pas nécessairement avec la causalité physique sur l’ordre chronologique d’apparition des phénomènes
physiques.

6. Parmi les travaux couramment cités dans ce mémoire, citons notamment [FN97], [RDT98],
[MRDT99], et citons également [BC96a, BC96b], [Bor10].
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élément de stockage d’énergie en causalité dérivée (le J utilisé dans les figures
A.1 et A.2 représente une jonction 0 ou 1).

J

2I1I

J J

2C1C

J J

C I

JGY J

C I

JGY

Figure A.1 – Boucle causale d’ordre 0 de classe 1 dans la classification de van Dijk
[vD94]

2. Boucle d’ordre 0 de classe 2 (« 2ZCP ») : il s’agit d’une boucle causale d’ordre 0
entre deux éléments de relation constitutive algébrique (élément de type R).

J

2R1R

J J JGY

1R 2R

Figure A.2 – Boucle causale d’ordre 0 de classe 2 dans la classification de van Dijk
[vD94]

3. Boucle d’ordre 0 de classe 3 (« 3ZCP ») : ce type de boucle est également appelé
« maille causale » (causal mesh), définit le cas de boucle où seule l’une des deux
variables conjuguées de certains liens est empruntée, et qui passe par des éléments
externes de type I, C ou R.

1 01R

0 12R C

IGY

Figure A.3 – Boucle causale d’ordre 0 de classe 3 dans la classification de van Dijk
[vD94]

4. Boucle d’ordre 0 de classe 4 (« 4ZCP ») : il s’agit d’un cycle passant uniquement
par les éléments de la structure de jonction 7 et de gain différent de +1 (figure
A.4).

5. Boucle d’ordre 0 de classe 5 (« 5ZCP ») : il s’agit d’un cycle passant uniquement
par les éléments de la structure de jonction et de gain égale à +1 (figure A.4).

7. Voir par exemple la figure A.5 page 249 pour la partie relative à la structure de jonction.
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1 1

TF

0

m:

0 1 0

Figure A.4 – Boucle causale d’ordre 0 de classe 4 (si m 6= 1) et 5 (si m = 1) dans la
classification de van Dijk [vD94]

Remarque : dans l’ensemble de ce mémoire, nous ne dissocions pas le traitement des
1ZCP et des 3ZCP impliquant des éléments I et/ou C. Nous ne dissocions pas non plus
le traitement des 2ZCP et des 3ZCP impliquant des éléments R. Dans le cas où des
3ZCP impliquent des éléments I, C et des éléments R, cette boucle sera considérée de
la même manière qu’une 1ZCP .

A.3 Matrice de structure de jonction et systèmes d’équa-
tions

A.3.1 Introduction

L’analyse structurelle menée au chapitre 4 porte sur les représentations digraphe et
bond graph représentant un système singulier linéaire à temps invariant Σd (4.1) page
114. Les spécificités de la représentation bond graph issues des considérations physiques
et énergétiques sont abordées du point de vue de la matrice de structure jonction (ou
«MSJ ») introduite par Rosenberg [Ros71, Pay71] (section A.3.2). L’approche «MSJ »
permet une considération globale de la structure de jonction du bond graph et de ses im-
plications causales sur les éléments de stockage, dissipation, sources et détecteurs. Elle
permet, selon la qualification de Rosenberg, « d’anticiper les propriétés de formula-
tion avant l’écriture d’équations » [Ros71] et sied particulièrement bien à la déclinaison
graphique de l’approche structurelle telle qu’elle est présentée au chapitre 1 et au cha-
pitre 2. Nous utilisons la matrice de structure de jonction pour nous permettre de mettre
en place une forme très générale de système singulier à partir du bond graph (section
A.3.3). Cette forme est celle sur laquelle s’applique les principales contributions du cha-
pitre 4, ainsi que celles de la section 5.4.3 page 210 du chapitre 5. Ensuite, deux formes
simplifiées (sections A.3.4 et A.3.5) permettent de retrouver les principales propriétés des
systèmes singuliers à travers leur représentation bond graphs dans le cas des hypothèses
de modélisation associées (chapitre 5, section 5.4.2 page 200).

A.3.2 Matrice de structure de jonction bond graph

A partir d’une représentation condensée de la structure de jonction, des éléments de
stockage et de dissipation, des sources et des détecteurs (figure A.5) et de l’orientation des
vecteurs significatifs du système de la forme causale (figure A.6), Rosenberg a établi
au niveau structurel le lien entre les variables d’entrée et de sortie de la structure de

248 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



249
CH. A. Bond graph : Langage, matrice de structure

de jonction et forme générale du système d’état

jonction. Il en découle une représentation du système sous forme d’état, régulier (A.1)
ou singulier (A.2) suivant la topologie du système et le niveau de substitution réalisée.

Structure de Jonction
(0, 1, TF, GY)

Eléments de 
stockage en 

causalité Intégrale

Eléments de 
stockage en 

causalité Dérivée

Sources

Détecteur

Eléments de 
dissipation

Figure A.5 – Représentation condensée des systèmes multiports (à topologie fixe)
[Ros71] : Forme acausale – directions de puissances

Ix

Iz

Dx
Dz

u

y

inD

outD

Structure de Jonction
(0, 1, TF, GY)

Eléments de 
stockage en 

causalité Intégrale

Eléments de 
stockage en 

causalité Dérivée

Sources

Détecteur

Eléments de 
dissipation

Figure A.6 – Représentation condensée des systèmes multiports (à topologie fixe)
[Ros71] : Forme causale – orientation des vecteurs significatifs

Σ :
{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (A.1)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état, u(t) ∈ Rm est le vecteur d’entrée et y(t) ∈ Rp est le
vecteur de sortie.

Σd :
{

Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (A.2)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état, u(t) ∈ Rm est le vecteur d’entrée et y(t) ∈ Rp est le
vecteur de sortie.

Rosenberg [Ros71] a également établi une procédure de passage du système singulier

249 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



A.3. Matrice de structure de jonction et systèmes d’équations 250

de type (A.2) (lorsque des stockages d’énergie sont en causalité dérivée) à un système
généralisé de type (A.3) (dont le système (2.5) page 46 est une illustration). 8

Σg :
{

ẋ(t) = A x(t) + B u(α)(t)
y(t) = C x(t) + D u(α)(t) (A.3)

où, x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état généralisé, y(t) ∈ Rp le vecteur de sortie et u(α)(t) ∈
Rp×α le vecteur d’entrée. Le vecteur de commande u(α)(t) regroupe le vecteur u ainsi
que l’ensemble des dérivées successives de ses composantes apparaissant dans le modèle.
Notons également les travaux ultérieurs de Minten et al. [MMV95], qui ont permis de
formaliser cette approche en non-linéaire (suivant différentes sources de non linéarités) et
de classer les systèmes et leur représentation associée suivant les hypothèses simplifica-
trices potentielles, aboutissant à des systèmes réguliers de la forme Σ (A.1) ou singuliers,
sous forme classique Σd (A.2) ou généralisée Σg (A.3). L’ensemble des variables signifi-
catives (figure A.6) représentent l’état énergétique du système et son évolution lors de
ses échanges avec son environnement (entrée de commande, dissipation). La structure
de jonction, composée des éléments {TF,GY, 0, 1}, conserve la puissance du système
(le bilan de puissance entre l’ensemble des flux d’énergie entrants et sortants est nul).
Elle renferme les lois physiques fondamentales de conservation de puissance. Le vecteur
X = (xI ,xD)T est associé à l’ensemble des éléments de stockage d’énergie du système et
est constitué des variables d’énergie du système (true energy variable [Ros71]). Il est res-
pectivement composé de xI , variables d’énergie associée aux stockages C et I en causalité
intégrale, et xD, variables d’énergie associée aux stockages C et I en causalité dérivée 9.
Le vecteur X représente le vecteur d’état énergétique naturel du système 10. Les variables
de puissance sont les suivantes (figure A.6) :

— le vecteur ẋI est composé des dérivées par rapport au temps des composantes du
vecteur xI , associées aux stockages en causalité intégrale (i.e. variables d’effort
pour les éléments I et de flux pour les éléments C). C’est un vecteur de sortie
de la structure de jonction (i.e. entrant dans les champs de stockage). Le vecteur
complémentaire zI est le vecteur de co-énergie associé aux stockages en causalité
intégrale, i.e. les variables de flux pour les éléments I et d’effort pour les éléments
C. Il entre dans la structure de jonction. Le produit ẋI ·zI représente la puissance
aux ports entre les champs de stockage en causalité intégrale et la structure de
jonction.

— le vecteur ẋD est composé des dérivées par rapport au temps des composantes
du vecteur xD, associées aux stockages en causalité dérivée (i.e. variables d’effort
pour les éléments I et de flux pour les éléments C). Dans ce cas particulier, ce

8. La procédure de Rosenberg opère des dérivations d’équations de contrainte avec une approche
similaire à celle de Yip & Sincovec (chapitre 5, section 5.3.2 page 190). Considérant dans [Ros71]
uniquement les variables d’état d’énergie du système, le système singulier est mis sous la forme généralisée
ẋI = AxI+B1u+B2u̇. Nous rappelons à ce stade les remarques de Verghese [VLK81] sur la potentielle
perte d’information qu’entraîne une telle transformation (i.e. pas de représentation de la structure des
modes impulsionnels, section 5.3.1 page 189, équation 5.20 et remarques associées). Des phénomènes
impulsionnels peuvent toutefois apparaître sur certaines variables de puissance en raison de la dérivation
des entrées.

9. Cette définition est générique, valable également pour les champs C, I ou IC, couplés (i.e. causalité
mixte sur les ports) ou non.

10. Il est important d’insister sur le fait que le vecteur d’état est ici composé de variables énergétiques
(i.e. moment généralisé p pour un élément I, déplacement généralisé q pour un élément C), nécessaires
et suffisantes pour sa représentation d’état. D’autres variables, non énergétiques, peuvent être ajoutées
au vecteur d’état comme nous le verrons par la suite ou également dans le cas des systèmes hybrides,
pour tenir compte de l’état des commutateurs [BC97, BC98].
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vecteur entre dans la structure de jonction (i.e. sort des champs de stockage).
Le vecteur complémentaire zD est le vecteur de co-énergie associé aux stockages
en causalité dérivée, sortant de la structure de jonction, i.e. les variables de flux
pour les éléments I et d’effort pour les éléments C. Le produit ẋD.zD représente
la puissance aux ports entre les champs de stockage en causalité dérivée et la
structure de jonction.

— les vecteurs Din et Dout représentent les variables de puissance, respectivement
entrantes et sortantes du champ dissipatif. Notons que flux ou efforts peuvent
être des variables entrantes de ce champ, si l’élément associé est en causalité ré-
sistance ou conductance, respectivement.

— le vecteur u est composé des variables de puissance des sources de flux (Sf) et/ou
d’effort (Se). Il représente le vecteur des entrées de commande ou de perturbation
du système.

— le vecteur y est composé des variables de puissance des détecteurs de flux (Df)
et/ou d’effort (De). Il représente le vecteur d’observation (i.e. de mesure) du
système.

L’ensemble du développement de Rosenberg repose donc sur les cinq vecteurs
Ẋ = (ẋI , ẋD)T , Z = (zI , zD)T , Din, Dout et u ainsi que le vecteur d’énergie X [Ros71] 11.
Les lois de comportement sont associées aux différents champs I, C et R en faisant in-
tervenir les vecteurs précédents :

— le champ de stockage est caractérisé de manière générale par la loi de comporte-
ment suivante (A.4), en faisant l’hypothèse que les lois puissent être explicitées :(

zI
xD

)
= ΦS (xI , zD) (A.4)

Notons les cas particuliers suivants :

— le cas où tous les stockages sont en causalité intégrale aboutit à une relation
entre la variable de co-énergie zi et la variable d’énergie xi :

zI = ΦS (xI) (A.5)

Dans le cas linéaire, (A.5) se simplifie suivant :

zI = S · xI (A.6)

— le cas où tous les stockages d’énergie sont des éléments 1-port ou s’il n’existe
pas de causalité mixte sur les stockages (i.e. les vecteurs d’état xI et xD ne
sont pas couplés) aboutit au système suivant [MMV95] :{

zI = ΦSi (xI)
xD = Φ−1

Sd (zD) (A.7)

Dans le cas linéaire, (A.7) se simplifie suivant :{
zI = Si · xI

xD = S−1
d · zD

(A.8)

11. Nous parlons ici de la mise en équation sous forme d’état sans spécialement spécifier les mesures.
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Dans le cas linéaire où les stockages sont des éléments 1-port, les matrices Si
et S−1

d sont diagonales et définies positives [Mou00].

— Le cas où les stockages d’énergie sont couplés mais leur loi de comportement
est linéaire conduit à simplifier (A.4) de la manière suivante (A.9) [BC98],(

zI
xD

)
=
(

Si Sid
Sdi S−1

d

)(
xI
zD

)
(A.9)

où la matrice
( Si Sid

Sdi S−1
d

)
est inversible.

— le champ de dissipation est caractérisé de manière générale par la loi de compor-
tement suivante :

Dout = ΦL (Din) (A.10)

Dans le cas linéaire, (A.10) se simplifie suivant :

Dout = L ·Din (A.11)

En faisant l’hypothèse qu’il n’y a pas de boucle causale de gain unité 12 [BC98] et que
les lois de comportement peuvent s’expliciter sous forme matricielle, une relation linéaire
peut être formulée entre les sorties de la structure de jonction (ẋI , zD,Din)T et ses entrées
(zI , ẋD,Dout,u)T :

 ẋI
zD
Din

 =

S11 S12 S13 S15
S21 S22 S23 S25
S31 S32 S33 S35




zI
ẋD

Dout

u

 (A.12)

La possibilité d’exprimer le système d’équation sous la forme (A.12) comprend de manière
sous-jacente le fait que les boucles causales internes à la structure de jonction 13, si elles
existent, sont résolues, à quoi correspond de manière plus globale que d’une part, les
contraintes globales de Kirchhoff sur les cycles et co-cycles d’une structure de jonction
sont respectées [Bid94] et que d’autre part, l’ordre des variables de base (basis order
variable of junction structures [RM80]) est également respecté. Combinée aux différentes
lois de comportement (A.9) et (A.11), il est possible de mettre l’équation (A.12) sous
différentes formes (représentation d’état généralisée [Ros71], forme standard implicite
[BC98], représentation d’état singulière [MMV95], [BC98], [Mou00], [RDT06]).

A.3.3 Forme générale

Cette première forme d’équations du modèle issue de l’exploitation de la structure
de jonction du bond graph (figures A.5 et A.6) est un système singulier où le vecteur
d’état est constitué de toutes les variables d’énergie et de certaines variables de puis-
sance de la représentation. D’une part, cette écriture nécessite l’élimination des variables
Din et Dout aux ports des éléments dissipatifs, et d’autre part, elle nous amène à faire
évoluer la représentation de la figure A.5 pour tenir compte explicitement des variables
de puissance choisies dans le vecteur d’état (figure A.7). On peur retrouver parmi ces
variables certaines composantes de Din et/ou Dout mais de manière générale, ce peut

12. « Boucle causale d’ordre 0 de classe 5 » ou « 5ZCP » dans la classification de Van Dijk [vDB91a,
vD94], aboutissant à une structure de jonction non résoluble (section A.2).

13. Boucles causales d’ordre 0 de classe 4 ou « 4ZCP » dans la classification de Van Dijk [vDB91a,
vD94] (section A.2).
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Figure A.7 – Représentation condensée des systèmes multiports (à topologie fixe) ex-
plicitant des variables de puissance sur des liens de la structure de jonction

être n’importe quelle variable de puissance sur un lien de la structure de jonction. Avec
ces nouvelles variables, l’équation (A.12) devient :


ẋI
zD
Din

xλ

 =


S11 S12 S13 S14 S15
S21 S22 S23 S24 S25
S31 S32 S33 S34 S35
S41 S42 S43 S44 S45




zI
ẋD

Dout

xλ
u



y =
(
S51 S52 S53 S54 S55

)


zI
ẋD

Dout

xλ
u



(A.13)

Notons que les éléments des sous-matrices de (A.13) ne sont pas les mêmes que ceux de
(A.12), sauf dans le cas particulier où aucune variable de puissance n’est portée dans la
représentation d’état (i.e. cas où le vecteur xλ n’existe pas). Dans le cas général, ces dif-
férences résultent de la non résolution a priori de certaines boucles causales dans (A.13),
notamment les 2ZCP , 3ZCP et 4ZCP , alors que ces boucles sont nécessairement réso-
lues dans (A.12).

La loi de comportement sur les champs dissipatifs (A.11) permet d’exprimer Dout en
fonction des autres variables d’état,

Dout = (I− L S33)−1 [L S31 zI + L S32 ẋD + L S34 xλ + L S35 u] (A.14)

ce qui suppose, entre autre, la résolubilité des 2ZCP et des 3ZCP impliquant les éléments
R pour assurer l’inversibilité de la matrice (I− L S33). En introduisant (A.14) dans
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(A.13), nous obtenons pour l’équation d’évolution,

ẋI
zD
xλ

 =

S11 + S13(I− LS33)−1LS31 S12 + S13(I− LS33)−1LS32
S21 + S23(I− LS33)−1LS31 S22 + S23(I− LS33)−1LS32
S41 + S43(I− LS33)−1LS31 S42 + S43(I− LS33)−1LS32

S14 + S13(I− LS33)−1LS34 S15 + S13(I− LS33)−1LS35
S24 + S23(I− LS33)−1LS34 S25 + S23(I− LS33)−1LS35
S44 + S43(I− LS33)−1LS34 S45 + S43(I− LS33)−1LS35




zI
ẋD
xλ
u


(A.15)

et pour l’équation de sortie,

y =
(
S51 + S53(I− LS33)−1LS31 S52 + S53(I− LS33)−1LS32

S54 + S53(I− LS33)−1LS34 S55 + S53(I− LS33)−1LS35
)

zI
ẋD
xλ
u


(A.16)

que nous notons respectivement de la manière suivante :

ẋI
zD
xλ

 =

SII SID SIλ SIU
SDI SDD SDλ SDU
SλI SλD Sλλ SλU




zI
ẋD
xλ
u



y =
(
SY I SY D SY λ SY U

) 
zI
ẋD
xλ
u


(A.17)

avec,

SII = S11 + S13(I− LS33)−1LS31 ; SID = S12 + S13(I− LS33)−1LS32
SIλ = S14 + S13(I− LS33)−1LS34 ; SDI = S21 + S23(I− LS33)−1LS31
SDD = S22 + S23(I− LS33)−1LS32 ; SDλ = S24 + S23(I− LS33)−1LS34
SλI = S41 + S43(I− LS33)−1LS31 ; SλD = S42 + S43(I− LS33)−1LS32
Sλλ = S44 + S43(I− LS33)−1LS34 ; SIU = S15 + S13(I− LS33)−1LS35
SDU = S25 + S23(I− LS33)−1LS35 ; SλU = S45 + S43(I− LS33)−1LS35
SY I = S51 + S53(I− LS33)−1LS31 ; SY D = S52 + S53(I− LS33)−1LS32
SY λ = S54 + S53(I− LS33)−1LS34 ; SY U = S55 + S53(I− LS33)−1LS35

(A.18)

En utilisant à présent les lois de comportement des champs de stockage d’énergie (A.9),
nous pouvons réécrire (A.17) en termes des variables d’énergie xI et xD, des variables
de puissance xλ et du vecteur de sortie y. Exprimons dans un premier temps la variable
zD,

zD = (I− SDISid)−1 [SDISixI + SDDẋD + SDλxλ + SDUu] (A.19)

en notant HD = (I− SDISid)−1 dans la suite de ce développement. Il est ainsi possible
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d’exprimer les variables xI , xD, xλ et y de la manière suivante :

ẋI = [SIISi + SIISidHDSDISi] xI + [SID + SIISidHDSDD] ẋD
+ [SIλ + SIISidHDSDλ] xλ + [SIU + SIISidHDSDU ] u

xD =
[
Sdi + S−1

d HDSDISi
]

xI +
[
S−1
d HDSDD

]
ẋD

+
[
S−1
d HDSDλ

]
xλ +

[
S−1
d HDSDU

]
u

xλ = [SλISi + SλISidHDSDISi] xI + [SλD + SλISidHDSDD] ẋD
+ [Sλλ + SλISidHDSDλ] xλ + [SλU + SλISidHDSDU ] u

y = [SY ISi + SY ISidHDSDISi] xI + [SY D + SY ISidHDSDD] ẋD
+ [SY λ + SY ISidHDSDλ] xλ + [SY U + SY ISidHDSDU ] u

(A.20)

Les équations de (A.20) peuvent se mettre sous forme matricielle (A.21) et (A.22).

II − [SID + SIISidHDSDD] 0
0

[
S−1
d HDSDD

]
0

0 [SλD + SλISidHDSDD] 0


 ẋI

ẋD
ẋλ

 =

 [SIISi + SIISidHDSDISi] 0 [SIλ + SIISidHDSDλ]
−
[
Sdi + S−1

d HDSDISi
]

ID −
[
S−1
d HDSDλ

]
− [SλISi + SλISidHDSDISi] 0 Iλ − [Sλλ + SλISidHDSDλ]


xI

xD
xλ



+

 [SIU + SIISidHDSDU ]
−
[
S−1
d HDSDU

]
− [SλU + SλISidHDSDU ]

(u) (A.21)

(
y
)

=

(
[SY ISi + SY ISidHDSDISi] [SY D + SY ISidHDSDD] d(·)

dt
[SY λ + SY ISidHDSDλ]

)xI
xD
xλ


+
(
[SY U + SY ISidHDSDU ]

) (
u
)

(A.22)

L’équation d’évolution (A.21) et l’équation de sortie (A.22) sont notées de la manière
suivante (forme (A.23)),

II EID 0
0 ED 0
0 EλD 0


 ẋI

ẋD
ẋλ

 =

 AI 0 AIλ

ADI ID ADλ

AλI 0 Iλ + Aλ


xI

xD
xλ

 +

BI

BD

Bλ

 u

y =
(

CI CD
d(·)
dt

Cλ

) xI
xD
xλ

 +
(
D
)

u

(A.23)
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avec :

EID = − [SID + SIISidHDSDD]
ED =

[
S−1
d HDSDD

]
EλD = [SλD + SλISidHDSDD]

AI = [SIISi + SIISidHDSDISi]
AIλ = [SIλ + SIISidHDSDλ]
ADI = −

[
Sdi + S−1

d HDSDISi
]

ADλ = −
[
S−1
d HDSDλ

]
AλI = − [SλISi + SλISidHDSDISi]
Aλ = − [Sλλ + SλISidHDSDλ]

BI = [SIU + SIISidHDSDU ] ; CI = [SY ISi + SY ISidHDSDISi]
BD = −

[
S−1
d HDSDU

]
; CD = [SY D + SY ISidHDSDD]

Bλ = − [SλU + SλISidHDSDU ] ; Cλ = [SY λ + SY ISidHDSDλ]

D = [SY U + SY ISidHDSDU ]
(A.24)

La forme très générale de système singulier (A.23) est donc issue d’un bond graph causal
ou bicausal où les seuls hypothèses sont que la structure de jonction soit résoluble. Le
bond graph peut avoir des champs, des ZCP de classe 1 à 4 dans la classification de van
Dijk [vD94] (section A.2 page 246) et être indifféremment affecté d’une causalité préfé-
rentielle intégrale, dérivée, voire mixte. Nous notons également que le faisceau (E,A) de
(A.23) est régulier, et justifie ainsi la restriction de nos travaux à cette classe de système
(voir chapitre 3).

La forme (A.23) est exploitée dans l’annexe D pour établir une procédure de construction
du digraphe à partir du bond graph (procédure D.1 page 307) et est la forme sur laquelle
se base les principaux résultats du chapitre 4. Il est important de noter que les signes
des sous-matrices de (A.23) explicités dans (A.24) proviennent des changements de signe
opérés lors de l’écriture de la forme (A.21) à partir de (A.20) et justifient en partie les
signes appliqués dans la procédure D.1 page 307.

A.3.4 Première forme simplifiée : vecteur d’état énergetique

Une première simplification consiste à ne choisir dans le vecteur que des variables
d’énergie. Le système singulier s’obtient immédiatement à partir de la forme (A.23) en
éliminant les variables de puissance dans le vecteur d’état :

(
II EID

0 ED

)(
ẋI
ẋD

)
=

(
AI 0

ADI ID

) (
xI
xD

)
+

(
BI

BD

)
u

y =
(

CI CD
d(·)
dt

) (
xI
xD

)
+

(
D
)

u

(A.25)
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avec :

EID = − [SID + SIISidHDSDD] ; AI = [SIISi + SIISidHDSDISi]
ED =

[
S−1
d HDSDD

]
; ADI = −

[
Sdi + S−1

d HDSDISi
]

BI = [SIU + SIISidHDSDU ] ; CI = [SY ISi + SY ISidHDSDISi]
BD = −

[
S−1
d HDSDU

]
; CD = [SY D + SY ISidHDSDD]

D = [SY U + SY ISidHDSDU ]
(A.26)

Par rapport à la forme générale (A.23) dans laquelle les variables de puissance choisies
dans le vecteur d’état peuvent permettre de « couper » des ZCP , la forme (A.25) est
conditionnée par la résolubilité de la structure de jonction dans laquelle un plus grand
nombre de ZCP risque d’être à résoudre (ceux non « coupés » par les xλ).

A partir de la forme (A.25), nous souhaitons à présent discuter d’une simplification
supplémentaire aboutissant à une forme usuellement rencontrée dans la littérature, no-
tamment dans les travaux de Buisson et al. [Bui93b, Bui93a, BC97, BC98]. En faisant
l’hypothèse d’absence de champ de type IC dans (A.25) et en utilisant les notations
de la matrice de structure de jonction de la forme (A.12), il est possible de mettre le
système d’équation (A.12) sous la représentation d’état singulier (A.25), avec dans ce cas
simplifié, Sid = 0 et Sdi = 0 (équivalent au cas (A.8)) et les sous-matrices de (A.26) se
simplifient suivant,

EID = −SID = −
[
S12 + S13(I− LS33)−1LS32

]
ED = S−1

d SDD = S−1
d

[
S22 + S23(I− LS33)−1LS32

]
AI = SIISi =

[
S11 + S13(I− LS33)−1LS31

]
Si

ADI = −
[
S−1
d SDISi

]
= −

[
S−1
d

[
S21 + S23(I− LS33)−1LS31

]
Si
]

BI = SIU = S15 + S13(I− LS33)−1LS35

BD = −
[
S−1
d SDU

]
= −

[
S−1
d

[
S25 + S23(I− LS33)−1LS35

]]
CI = SY ISi =

[
S51 + S53(I− LS33)−1LS31

]
Si

CD = SY D = S52 + S53(I− LS33)−1LS32

D = SY U = S55 + S53(I− LS33)−1LS35

(A.27)

Remarquons que la forme (A.25) associée aux sous-matrices simplifiées de (A.27) se
trouve usuellement sous une forme légèrement différente dans les travaux de Buisson
précédemment cités en ce qui concerne l’équation d’évolution, en l’occurrence sous la
forme (A.28).(

II −S12 − S13(I− LS33)−1LS32
0 −S22 − S23(I− LS33)−1LS32

)(
ẋI
ẋD

)
=([

S11 + S13(I− LS33)−1LS31
]
Si 0[

S21 + S23(I− LS33)−1LS31
]
Si −Sd

)(
xI
xD

)
+
(

S15 + S13(I− LS33)−1LS35
S25 + S23(I− LS33)−1LS35

)
u

(A.28)

Il est important de préciser que dans la représentation (A.25) (ainsi que la forme
simplifiée (A.28)), la matrice E « coupe » notamment les relations causales entre éléments
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de stockages en causalité intégrale et dérivée (terme S12), en d’autres termes les boucles
causales d’ordre 0 de type 1 (i.e. 1ZCP ) ainsi que les 3ZCP impliquant des éléments I
et/ou C, et comprend également la résolution analytique des boucles causales algébriques
sur les éléments R i.e. d’ordre 0 de type 2 (2ZCP ), et de type 3 (3ZCP , dans la mesure
où ces dernières impliquent uniquement ici des éléments R), pouvant être impliquées dans
les relations entre éléments de stockage en causalité intégrale et dérivée (terme S13(I −
LS33)−1LS32) [Mas88] [BC98]. La résolution analytique des 2ZCP et 3ZCP intervient
sur d’autres termes des représentations (A.25) et (A.28), notamment sur les boucles
causales d’ordre 1 associées aux variables d’énergie en causalité intégrale et impliquant
des 2ZCP et 3ZCP (terme S13(I−LS33)−1LS31). Rappelons enfin que de manière sous
jacente comme sur la forme (A.12), les représentations (A.25) et (A.28) comprennent la
résolution des boucles algébriques (sous-entendues résolubles) sur la structure de jonction
i.e. d’ordre 0 de type 4 (4ZCP ). L’ensemble de ces considérations est directement issu du
choix du vecteur d’état X = (xI ,xD)T et des variables que nous décidons d’exposer dans
la représentation d’état (ainsi, les boucles causales d’ordre 0 n’interviennent pas de la
même manière dans cette représentation d’état suivant qu’elles impliquent directement
les variables exposées (1ZCP et 3ZCP impliquant des éléments I et/ou C) ou non
(2ZCP , 3ZCP impliquant des éléments R uniquement et 4ZCP )). 14

A.3.5 Seconde forme simplifiée : vecteur d’état énergetique, sous-matrice
ED = 0

Cette classe de bond graph regroupe tous les bond graphs linéaires causaux affectés
de la causalité préférentielle intégrale, ainsi que les bond graphs bicausaux dans laquelle
il n’existe pas de liens causaux entre éléments de stockage en causalité dérivée d’une
part, et entre un élément de stockage en causalité dérivée et un élément R d’autre part.
Cette classe de modèle bond graph ne comporte ainsi pas de cycle causal d’ordre négatif.

Il est ainsi possible de discuter d’un certain nombre d’hypothèses sur les éléments consti-
tutifs de la matrice du système (A.12) amenant à des simplifications de la représentation
d’état (A.25). Ces simplifications sont justifiées par la spécificité du bond graph causal
en causalité préférentielle intégrale, et justifient également les hypothèses simplificatrices
ci-dessus sur les bond graphs bicausaux :

— la matrice S22 représente le lien causale entre ẋD et zD (i.e. entre les éléments de
stockage en causalité dérivée). En causalité préférentielle intégrale S22 est nulle,
car sinon il serait possible d’inverser la causalité de deux éléments de stockage
en causalité dérivée ayant, le cas échéant, un lien causal [Ros71], [BC98].

— la matrice S23 représente le lien causal entre Dout et zD (i.e. entre les éléments
de stockage en causalité dérivée et les éléments de dissipation). Pour les mêmes
raisons, S23 est nulle, car sinon il serait possible d’inverser la causalité de certains
éléments de stockage en causalité dérivée ayant, le cas échéant, un lien causal avec
des éléments de dissipation [Ros71], [BC98].

— les propriétés de conservation de puissance de la structure de jonction entraîne
l’anti-symétrie des sous-matrices extra-diagonales de la matrice du système (A.12)
et donc Sji = −STij (i = 1..3, j = 1..3, i 6= j). Ceci conduit notamment à la rela-

14. Ce point est également discuté au paragraphe 4.2.2 page 115.
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tion S32 = −ST23 = 0 [Ros71] [MMV95] [BC98].

Les considérations précédentes nous permettent une nouvelle simplification de la forme
du système d’état singulier (A.25) de la manière suivante, en notant notamment que
SDD = 0 dans (A.18),

(
II EID

0 0

)(
ẋI
ẋD

)
=

(
AI 0

ADI ID

) (
xI
xD

)
+

(
BI

BD

)
u

y =
(

CI CD
d(·)
dt

) (
xI
xD

)
+

(
D
)

u

(A.29)

avec :

EID = −SID ; AI = [SIISi + SIISidHDSDISi]
ED = 0 ; ADI = −

[
Sdi + S−1

d HDSDISi
]

BI = [SIU + SIISidHDSDU ] ; CI = [SY ISi + SY ISidHDSDISi]
BD = −

[
S−1
d HDSDU

]
; CD = SY D

D = [SY U + SY ISidHDSDU ]

(A.30)

A partir de la forme (A.29), nous souhaitons à nouveau discuter de la même sim-
plification que celle appliquée sur (A.25) aboutissant aux sous-matrices de (A.27) et à
l’écriture (A.28). Cette forme est également usuellement rencontrée dans la littérature,
notamment dans les travaux de Buisson et al. [Bui93b, Bui93a, BC97, BC98], Mouhri et
al. [MRDT99, Mou00] ou encore Rahmani et al. [RDT98, RDT06]. En faisant donc l’hy-
pothèse d’absence de champ de type IC dans (A.29) et en utilisant les notations de la
matrice de structure de jonction de la forme (A.12), il est possible de mettre le système
d’équation (A.12) sous la représentation d’état singulier (A.29), avec Sid = 0 et Sdi = 0,
et les sous-matrices de (A.30) se simplifient suivant,

EID = −SID = −S12

AI = SIISi =
[
S11 + S13(I− LS33)−1LS31

]
Si

ADI = −
[
S−1
d SDISi

]
= −

[
S−1
d S21Si

]
BI = SIU = S15 + S13(I− LS33)−1LS35

BD = −
[
S−1
d SDU

]
= −

[
S−1
d S25

]
CI = SY ISi =

[
S51 + S53(I− LS33)−1LS31

]
Si

CD = SY D = S52

D = SY U = S55 + S53(I− LS33)−1LS35

(A.31)

Remarquons à nouveau que la forme (A.29) associée aux sous-matrices simplifiées de
(A.31) se trouve usuellement sous une forme légèrement différente dans les travaux de
Buisson, Mouhri et Rahmani précédemment cités en ce qui concerne l’équation d’évo-
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lution, en l’occurrence sous la forme (A.32).(
II −S12
0 0

)(
ẋI
ẋD

)
=([

S11 + S13(I− LS33)−1LS31
]
Si 0

S21Si −Sd

)(
xI
xD

)
+
(

S15 + S13(I− LS33)−1LS35
S25

)
u

(A.32)

Remarque 1: en notant H = (I− LS33)−1L et K = S11 + S13HS31 dans (A.32), nous
retrouvons l’expression du système d’état de Buisson et al. [BC98] :(

II −S12
0 0

)(
ẋI
ẋD

)
=
(

K Si 0
S21 Si −Sd

)(
xI
xD

)
+
(

S15 + S13HS35
S25

)
u (A.33)

Remarque 2: avec les mêmes hypothèses, la forme (A.32) est consistante avec la
forme obtenue par Rosenberg [Ros71], alors écrite sous la forme du système géné-
ralisé ẋI = AxI + B1U + B2U̇ où B2 = S−1

d S25 (en utilisant les notations de (A.32)).
L’absence de lien causal entre une source et un élément de stockage d’énergie en causalité
dérivée implique que S25 = 0 et le système généralisé précédent se simplifie au système
différentiel ordinaire ẋI = AxI + B1U.

A.3.6 Remarque sur la classe des modèles bond graphs bicausaux

Cette classe de modèle regroupe les bond graphs bicausaux représentant des modèles
inverses, pour lesquels la bicausalité est propagée dans la structure de jonction, depuis
les doubles sources SeSf imposant effort et flux, vers les doubles détecteurs d’effort et de
flux DeDf . Cette classe de modèle exclut en revanche les bond graphs bicausaux pour
lesquels la bicausalité est débouchante sur les éléments I, R, C et/ou sur les éléments de
transduction TF et GY , représentant généralement des modèles ayant pour vocation la
synthèse paramétrique ou l’identification [Gaw95]. La classe des modèles bond graphs à
bicausalité traversante est donc consistante avec la forme acausale de la figure A.5, mais
également avec l’orientation des vecteurs significatifs proposée sur la figure A.6. L’en-
semble des considérations aboutissants aux équations (A.5)-(A.11) reste ainsi applicable
et la matrice de structure de jonction de cette classe de modèle bond graph est donc
consistante avec la forme (A.12) (resp. (A.13) suivant le vecteur d’état choisi). Dès lors,
en utilisant la loi de comportement linéaire sur le champ de stockage (A.9) et en utilisant
l’équation (A.14), il est possible de mettre le système singulier dans le cas bicausal sous
la forme (A.25) (resp. (A.23)), et dans certains cas sous la forme (A.29) (voir les hypo-
thèses en début de section A.3.5). Le cas (A.25) des systèmes singuliers représentés par
des modèles bond graphs à bicausalité traversante est la classe de modèles adressée dans
les travaux de El Feki et al. [EFDLB+08b, EFDLB+08a, EF11, EFJMF+12a] que nous
abordons au chapitre 2 (section 2.3 page 58), en notant que les travaux de El Feki et
al. font les hypothèses supplémentaires d’absence de cycle causal d’ordre négatif d’une
part et de ne contenir que des pôles à l’infini d’autre part.
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Exemple
Considérons le modèle de la figure A.8, contenant des affectations causales et bicau-
sales traversantes, respectant les hypothèses de la section A.3.5. La représentation
d’état est donnée en (A.34). Notons en outre l’absence de champ dans le présent cas
conduisant aux simplifications explicitées dans (A.31).

11DeDf 0
2u

2p

1

2I

Cq

1

C R

1SeSf

2Se

2y
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Figure A.8 – Système singulier représenté par un bond graph bicausale
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qC
pI1

+

 R 1
1 0
−I1 0

[u1
u2

]
(A.34)

Notons que dans le présent cas la causalité dérivée sur l’élément de stockage I ′1 est
imposée par la double-source SeSf ′1 (impliquant S25 6= 0 dans (A.29), et ainsi dans
(A.32)), en l’occurrence S25 =

[
I1 0

]
issue de l’équation pI1 = I1u1). Il n’existe

ainsi ici pas de boucle causale d’ordre 0 entre éléments de stockage dépendant et
indépendants (i.e. 1ZCP et 3ZCP impliquant des éléments I et/ou C), et donc
S12 =

[
0 0

]T
et S21 = −ST12 =

[
0 0

]
.

Il existe deux boucles causales faisant intervenir des éléments de stockage, {I ′2;C}
et {I ′2;R}, d’ordre respectif 2 et 1, et il n’existe pas ici de boucle causale d’ordre
0 n’impliquant que des éléments R (i.e. pas de 2ZCP ni 3ZCP impliquant unique-
ment des éléments R), soit donc S33 = 0.

La sous-matrice AI associée aux stockages d’énergie indépendant se simplifie sui-

vant AI = (S11 + S13LS31) Si =
[

0 1
C

− 1
I2

0

]
+
[
−R
I2

0
0 0

]
=
[
−R
I2

1
C

− 1
I2

0

]
et la

sous-matrice BI , suivant BI = S15 + S13LS35 =
[

0 1
1 0

]
+
[
R 0
0 0

]
=
[
R 1
1 0

]
(en notant que la sous-matrice S15 est formée à partir des deux chemins causaux res-
pectifs {u1 → C} et {u2 → I ′2}, la sous-matrice S35 est formée à partir du chemins
causal {u1 → R} et S13 à partir de {R→ I ′2}, tous de gain unité).

Notons que ce modèle est discuté en section 4.6.3 page 169.
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AnnexeB

Bondgraph :définitionsetoutilsde
l’analyse structurelle

B.1 Définitions

B.1.1 Lignes de puissances

Définition B.1 ([WYT95, NBS05])
Sur un modèle bond graph acausal, une ligne de puissance est une série de
liens bond graph et d’éléments multiports adjacents. Elle représente le chemin de
transmission d’énergie entre deux points d’un système.

Définition B.2
Une ligne de puissance entrée/sortie est une ligne de puissance entre un élément
portant une variable d’entrée et un élément portant une variable de sortie du modèle.

Définition B.3 ([NNST01])
Deux lignes de puissance sont dites disjointes si et seulement si elles ne pos-
sèdent aucun lien ou élément en commun.

B.1.2 Chemins, boucles et cycles causaux

Définition B.4 ([WYT95, NNST01])
Sur un modèle bond graph causal, un chemin causal est une suite de variables
(d’effort et/ou de flux) ordonnée suivant l’affectation de la causalité.

Définition B.5 ([Rah93, DT00])
Une boucle causale est un chemin causal fermé (i.e. un chemin dont la variable de
départ et d’arrivée est la même) entre deux éléments de type R, I ou C. Par définition,
une boucle causale ne peut passer deux fois par la même variable de puissance et
traverse au maximum deux éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale.

Définition B.6 ([Rah93, vD94])
Un cycle causal est un chemin causal fermé pouvant contenir plusieurs éléments
de stockage d’énergie distincts.

Remarque : la notion de cycle causal est ainsi une généralisation de la notion de boucle
causale.
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B.1. Définitions 264

Définition B.7 ([FN97])
Un chemin causal entrée/sortie est un chemin causal entre une variable d’entrée
et une variable de sortie du modèle.

Définition B.8 ([FN97, NNST01])
Deux chemins causaux sont dits disjoints si et seulement s’ils ne possèdent
aucune variable (d’effort ou de flux) en commun.

Définition B.9 ([Rah93])
Deux chemins causaux sont dits BG-différents s’ils ne possèdent aucun élément
de stockage d’énergie en causalité intégrale en commun.

Remarque : la définition B.9 proposée par Rahmani est issue de la correspondance di-
graphe/bond graph utilisée pour l’analyse structurelle bond graph des systèmes réguliers.
La définition B.9 est ainsi un cas particulier de la définition 4.2 page 140 (et reprise ci-
dessous, définition B.11) que nous proposons. Dans le cas particulier où le vecteur d’état
de la représentation d’état du système est réduit aux seules variables d’énergie associées
aux éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale, les définitions B.9 et B.11 sont
identiques.

Définition B.10 (reprise de la définition 4.1 page 115)
Deux cycles causaux sont dits BG - différents - génériques s’ils ne possèdent
aucune variable d’état en commun.

Définition B.11 (reprise de la définition 4.2 page 140)
Deux chemins causaux sont dits BG - différents - génériques s’ils ne pos-
sèdent aucune variable d’état en commun.

Définition B.12 ([Rah93, DT00])
Sur un modèle bond graph causal, le gain Gk(s) d’un chemin causal k© peut être
calculé de la manière suivante :

Gk(s) = (−1)n0+n1 ·
∏
i

(mi)hi ·
∏
j

(rj)kj ·
∏
e

ge(s) (B.1)

où :
— s est la variable de Laplace,
— n0 (resp. n1) est le nombre total de changements d’orientation des liens au

niveau des jonctions 0 (resp. des jonctions 1) lorsque le chemin est parcouru
suivant la variable de flux (resp. d’effort),

— mi (resp. rj) est le module du iième élément TF (resp. GY ) rencontré le long
du chemin causal,

— hi = ±1 (resp. kj = ±1) suivant la causalité du iième élément TF (resp.
élément GY ) rencontré le long du chemin causal,

—
∏
e
ge(s) est le produit des transmittances des éléments I, R et C rencontrés le

long du chemin causal. Si aucun de ces éléments n’intervient dans ce chemin
causal,

∏
e
ge(s) = 1.
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265 CH. B. Bond graph : définitions et outils de l’analyse structurelle

Définition B.13
Le gain statique G̃k d’un chemin causal k© correspond au terme constant du
gain Gk(s) de ce chemin causal.

Définition B.14 ([Rah93])
La longueur lk (resp. lC) d’un chemin causal k© (resp. d’un cycle causal C) est
égal au nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale rencontrés le
long de ce chemin (resp. de ce cycle).

Définition B.15 ([Rah93])
L’ordre ωk (resp. ωC) d’un chemin causal k© (resp. d’un cycle causal C) est égal
à la différence entre le nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale
et le nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité dérivée rencontrés le long
de ce chemin (resp. de ce cycle).

Définition B.16 ([Jar10])
Un chemin causal (resp. un cycle causal) est dit élémentaire si et seulement
si, dans la suite ordonnée de variables qui le caractérise, chaque variable (de flux ou
d’effort) n’apparaît qu’une seule et unique fois.

Définition B.17 ([Jar10])
Un chemin causal (resp. un cycle causal) est dit généralisé si et seulement si,
dans la suite ordonnée de variables qui le caractérise, au moins une variable (de flux
ou d’effort) apparaît plus d’une fois.

B.1.3 Famille de chemins et cycles causaux, famille bond graph

Définition B.18
Une famille de cycles causaux FC est un ensemble de cycles causaux BG -
différents - génériques au sens de la définition B.10.

Définition B.19

Le gain GFC (resp. gain statique G̃FC) d’une famille de cycles causaux FC
est égal au produit des gains (resp. des gains statiques) des cycles composant la
famille FC .

Définition B.20
La longueur lFC d’une famille de cycles causaux FC est égale au nombre
d’éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale contenus dans la famille FC .

Définition B.21
L’ordre ωFC d’une famille de cycles causaux FC est égal à la différence entre
le nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale et le nombre d’élé-
ments de stockage d’énergie en causalité dérivée contenus dans la famille FC .
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B.1. Définitions 266

Remarque : les définitions B.19, B.20, B.21 sont originellement formulées dans [Rah93]
sur des familles de cycles causaux considérés comme BG-Différents au sens de la défi-
nition B.9. Les définitions B.19, B.20, B.21 généralisent ici les définitions dans [Rah93]
aux familles de cycles causaux de la définition B.18.

Définition B.22 ([FN97])
La longueur lE (l’ordre ωE) d’un ensemble E de chemins causaux disjoints est
égale à la somme des longueurs (resp. des ordres) de tous les chemins constituant
l’ensemble E .

Remarque : la définition B.22 est particularisée à un ensemble de chemins disjoints comme
originellement formulée par Fotsu-Ngwompo [FN97]. Elle est généralisable à des en-
sembles de chemins causaux sans propriété particulière.

Définition B.23
Une famille bond graph F est un ensemble de cycles causaux et de chemins
causaux entrée/sortie BG - différents - génériques au sens des définitions B.10
et B.11.

Remarques relatives à la définition B.23 :
— les cycles et les chemins causaux entrée/sortie sont BG - différents - génériques

entre eux,
— une famille de cycles causaux FC (définition B.18) est un cas particulier de famille

bond graph F dans laquelle il n’y a que des cycles causaux,
— un ensemble de chemins causaux entrée/sortie BG - différents - génériques (au

sens de la définition B.11) est un cas particulier de famille bond graph F dans
laquelle il n’y a pas de cycle causal.

Voir également les notations B.1, B.2, B.3, B.4 et B.5 page 267 se rapportant à la défi-
nition B.23.

Définition B.24 ([Jar10])
Le gain GF (resp. gain statique G̃F ) d’une famille bond graph F est égal
au produit des gains (resp. des gains statiques) des cycles et des chemins causaux
contenus dans la famille F .

Définition B.25 ([Jar10])
La longueur lF d’une famille bond graph F est égale au nombre d’éléments de
stockage d’énergie en causalité intégrale contenus dans cette famille ( i.e. traversés le
long des cycles causaux et des chemins causaux constituant la famille F).

Définition B.26 ([Jar10, EF11])
L’ordre ωF d’une famille bond graph F est égal à la différence entre le nombre
d’éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale et le nombre d’éléments de
stockage d’énergie en causalité dérivée contenus dans la famille F ( i.e. traversés le
long des cycles causaux et des chemins causaux constituant la famille F).

Remarque : les définitions B.24, B.25, B.26 sont originellement formulées dans [Jar10]
sur des familles bond graph pour lesquelles les cycles et chemins causaux sont considé-
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267 CH. B. Bond graph : définitions et outils de l’analyse structurelle

rés comme BG-Différents au sens de la définition B.9. Les définitions B.24, B.25, B.26
généralisent ici celles dans [Jar10] aux familles bond graph de la définition B.23.
Notation B.1 (associée à la définition B.23)

On note F(U,Y ) une famille bond graph (définition B.23) telle que le jeu des
entrées est fixé par l’ensemble U et le jeu des sorties est fixé par l’ensemble Y .
Si l’ordre ωF(U,Y ) de la famille F(U,Y ) doit être précisé, la famille est alors notée
F(U,Y ) , ω.

Remarque : dans le cas particulier d’un système carré avec p entrées et p sorties où
l’ensemble des entrées/sorties est considéré, la notation d’une famille bond graph sera
F{p} , ω (comme par exemple dans la proposition 4.4 page 140).

B.1.4 Ensemble de familles de chemins causaux

Notation B.2 (associée à la définition B.23)
On note F un ensemble de familles bond graph F (définition B.23).

Notation B.3 (associée à la définition B.23)
F(U,Y ) dénote un ensemble de familles bond graph F(U,Y ) (définition B.23,
notation B.1) pour lesquelles les chemins causaux entrée/sortie sont tels que le
jeu des entrées est fixé par l’ensemble U et le jeu des sorties est fixé par l’ensemble
Y ).

Notation B.4 (associée à la définition B.23)
FωF dénote un ensemble de familles bond graph F du même ordre ωF .

Notation B.5 (associée à la définition B.23)
F(U,Y ) , ωF dénote un ensemble de familles bond graph F(U,Y ) (définition
B.23, notation B.1) pour lesquelles les chemins causaux entrée/sortie sont tels
que le jeu des entrées est fixé par l’ensemble U et le jeu des sorties est fixé par
l’ensemble Y et du même ordre ωF .

Remarque : concernant les notations B.4 et B.5, dans la mesure où il n’y a pas d’ambi-
guïté sur le fait que les ordres considérés sont des ordres de familles bond graph (notés
ωF dans la définition B.26) et non simplement des ordres de chemins causaux (notés ωk
dans la définition B.15), l’indice relatif à la notation de la famille « F » pourra être omis.
Cela conduit à respectivement noter Fω et F(U,Y ) , ω les ensembles mentionnés dans les
notations B.4 et B.5.

En outre, nous notons ρF la somme des gains statiques des familles bond
graph de l’ensemble F, i.e. ρF =

∑
F
G̃F . Cette somme peut éventuellement faire in-

tervenir des facteurs de signe multiplicatifs propres à chaque famille F constitutive de F
suivant la topologie de F (i.e. nombre de cycle causaux, ordonnancement des variables
entrées/sorties,...) 1. Pour une raison de clarté, la somme ρF déclinée suivant les notations
B.3, B.4, B.5 est écrite de la manière suivante :

— la somme des gains statiques des familles bond graph de l’ensemble F(U,Y ) est
notée ρ(U,Y ) ≡ ρF(U,Y ) ,

1. Voir par exemple les propositions 4.4 page 140 et 4.8 page 156.
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B.2. Détermination graphique d’un modèle d’état régulier à partir du bond graph 268

— la somme des gains statiques des familles bond graph de l’ensemble FωF est no-
tée ρωF ≡ ρFωF . Étant donné qu’il n’y a pas d’ambiguïté sur le fait que les
ordres considérés ici sont des ordres de familles bond graph et non simplement
des ordres de chemins causaux, nous simplifions la notation précédente suivant
ρω ≡ ρωF ≡ ρFωF ,

— la somme des gains statiques des familles bond graph de l’ensemble F(U,Y ) , ωF
est notée ρ(U,Y )

ωF ≡ ρF(U,Y ) , ωF
. Là encore, il n’y a pas d’ambiguïté sur le fait que

les ordres considérés sont des ordres de familles bond graph et non simplement
des ordres de chemins causaux. Nous simplifions la notation précédente suivant
ρ

(U,Y )
ω ≡ ρ(U,Y )

ωF ≡ ρF(U,Y ) , ωF
.

Si, comme dans la proposition 4.4 page 140, toutes les p entrées et toutes les p
sorties du modèle sont sélectionnées pour réaliser ce calcul, la notation alors em-
ployée dans ce cas particulier est ρ{p}ωF . De plus, pour les familles d’ordre ωF = k,
la notation se simplifie alors en ρ{p}k .

B.2 Détermination graphique d’un modèle d’état régulier
à partir du bond graph

La détermination du modèle d’état à partir du bond graph est possible sous forme
matricielle ou sous forme d’un digraphe. Dans le cas régulier, la représentation d’état du
système, dite classique, est la suivante :

Σ :
{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (B.2)

B.2.1 Représentation d’état

Procédure B.1 ([FN97],[RDT98],[DT00])
Soit un modèle bond graph représentant un système linéaire et invariant dans le
temps et qui ne présente ni boucle algébrique ( i.e. ZCP ), ni élément de stockage en
causalité dérivée (lorsque le modèle est en causalité préférentiellement intégrale).

L’affectation d’une causalité préférentiellement intégrale permet d’en déduire un
modèle d’état de la forme (B.2), où x(t) est alors le vecteur d’état constitué des
variables d’énergie associées aux éléments de stockage d’énergie en causalité inté-
grale (x(t) ∈ RnI(I)) et u(t) (resp. y(t)) est constitué des variables d’entrée (resp. de
sortie) associées aux éléments source (resp. détecteur). Les coefficients des matrices
A, B, C et D sont calculés de la manière suivante :

aij =
∑

k©|ωk(ẋj ,ẋi)=1
G̃k (ẋj , ẋi)

bij =
∑

k©|ωk(uj ,ẋi)=0
G̃k (uj , ẋi)

cij =
∑

k©|ωk(ẋj ,yi)=1
G̃k (ẋj , yi)

dij =
∑

k©|ωk(uj ,yi)=0
G̃k (uj , yi)

(B.3)

où G̃k (vi, vj) correspond au gain statique du chemin causal k© existant entre les
variables vi et vj et dont l’ordre est ωk (vi, vj).
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269 CH. B. Bond graph : définitions et outils de l’analyse structurelle

Deux extensions ont été proposées à la procédure B.1 :

— Rahmani et al. [RSDT97, RDT98] ont proposé l’extension à la prise en compte
des boucles algébriques de type 1ZCP et 3ZCP impliquant des éléments I et/ou
C, où l’hypothèse d’absence des boucles algébriques de type 2ZCP et 3ZCP
impliquant des éléments R est conservée (voir procédure B.2).

— Jardin [Jar10] a formalisé les réflexions de Fotsu-Ngompo [FN97] sur la prise
en compte des boucles algébriques de type 2ZCP et 3ZCP impliquant des élé-
ments R (l’hypothèse d’absence des boucles algébriques impliquant des éléments
de stockage est conservée). La prise en compte de ce type de boucles dans la pro-
cédure B.1 revient à étudier les chemins causaux généralisés (définition B.17 page
265) et non plus les chemins causaux élémentaires (définition B.16 page 265). Ce
cas de figure a été précisé dans les travaux de Maschke [Mas88, Mas90], où
les chemins causaux peuvent parcourir une boucle algébrique une infinité de fois
sans que cela ne modifie leur ordre. Dans ce cas, la limite de la série des gains
statiques (définition B.13 page 265) de ces chemins est calculée. Si nous considé-
rons par exemple un chemin causal élémentaire k© entre deux variables vi et vj
d’ordre ω et de gain gω, possédant une variable commune (autre que la variable
d’arrivée vj) avec une boucle algébrique de gain g0, le gain Gk(vi, vj) du chemin
causal généralisé k©, d’ordre ω est Gk(vi, vj) =

∞∑
l=0

gω (g0)l = gω
1− g0

(ce point est

également discuté en annexe D.2 page 306, voir par exemple la figure D.9 page
315).

Procédure B.2 ([RSDT97],[RDT98])
Soit un modèle bond graph représentant un système linéaire et invariant dans le
temps, qui ne présente pas de boucle algébrique de type 2ZCP ou 3ZCP . L’affec-
tation d’une causalité préférentiellement intégrale permet d’en déduire un modèle
d’état de la forme : {

Wẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (B.4)

où :

— x(t) est le vecteur d’état constitué des variables d’énergie associées aux élé-
ments de stockage d’énergie en causalité intégrale (x(t) ∈ RnI(I)),

— u(t) (resp. y(t)) est constitué des variables d’entrée (resp. de sortie) associées
aux éléments source (resp. détecteur).

Les coefficients de la matrice W sont déterminés selon la procédure suivante :

— pour les termes diagonaux, notés wii,

wii = 1−
∑

k©|ωk(ẋi,ẋi)=0
G̃k(ẋi, ẋi) ∀i ∈ {0, ..., nI} , (B.5)

où G̃k(ẋi, ẋi) représente le gain statique du chemin causal k© d’ordre ωk = 0
entre l’élément de stockage I ou C en causalité intégrale associé à la variable
d’énergie xi et elle-même, à travers un élément de stockage I ou C en cau-

269 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



B.2. Détermination graphique d’un modèle d’état régulier à partir du bond graph 270

salité dérivée.

— pour les termes extra-diagonaux, notés wji,

wij =
∑

k©|ωk(ẋj ,ẋi)=0
G̃k(ẋj , ẋi) ∀i, j ∈ {0, ..., nI} , i 6= j , (B.6)

où G̃k(ẋj , ẋi) représente le gain statique du chemin causal k© d’ordre ωk = 0
entre l’élément de stockage I ou C en causalité intégrale associé à la variable
d’énergie xj et l’élément de stockage I ou C en causalité intégrale associé à
la variable d’énergie xi.

Les coefficients des matrices A, B, C et D sont déterminés à l’aide de la procédure
B.1 indépendamment des éléments en causalité dérivée, en les ignorant lors de la
scrutation.

La procédure B.2 est introduite dans [RSDT97] et démontrée dans [RDT98] en utilisant la
matrice de structure de jonction (voir annexe A.3) avec les hypothèses simplificatrices de
la section A.3.5 page 258. L’extension de la procédure B.1 proposée par Jardin [Jar10]
sur la prise en compte des 2ZCP et 3ZCP impliquant des éléments R est en outre
également envisageable pour la procédure B.2. En revanche, les procédures B.1 et B.2
ne sont pas applicables à des bond graphs possédant des cycles causaux d’ordre négatif,
faisant par exemple apparaître une boucle causal entre un élément R et un élément de
stockage d’énergie I ou C en causalité dérivée.

B.2.2 Représentation digraphe

La présente section B.2.2 présente la procédure de Rahmani [Rah93] permettant de
construire directement un digraphe à partir du modèle bond graph. Compte tenu des
hypothèses, la longueur d’un chemin causal est ici équivalente à son ordre. Une présen-
tation du formalisme digraphe est donnée dans l’annexe C.

Procédure B.3 ([Rah93],[Jar10])
Soit un modèle bond graph en causalité préférentiellement intégrale, représentant
un système linéaire et invariant dans le temps et qui ne présente ni boucle algé-
brique ( i.e. ZCP ), ni élément de stockage en causalité dérivée (lorsque le modèle est
en causalité préférentiellement intégrale). Le digraphe correspondant est obtenu en
appliquant les règles suivantes :

1. Chaque variable d’énergie associée à un élément de stockage d’énergie en
causalité intégrale, chaque variable d’entrée associée à une source d’effort ou
de flux et chaque variable de sortie associée à un détecteur d’effort ou de flux
sont respectivement représentées par un sommet d’état xi, d’entrée ui et de
sortie yi sur le digraphe.

2. Un chemin causal de longueur 1 reliant une variable d’énergie xi associée à
un élément de stockage d’énergie en causalité intégrale à une autre variable
d’énergie xj associée à un élément distinct de stockage d’énergie en causalité
intégrale est représenté par un arc reliant le sommet d’état xi au sommet
d’état xj .

3. Un chemin causal de longueur 1 reliant une variable d’énergie xi associée à
un élément de stockage d’énergie en causalité intégrale à elle-même (boucle
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271 CH. B. Bond graph : définitions et outils de l’analyse structurelle

causale) est représenté par un arc reliant le sommet d’état correspondant xi
à lui-même (cycle unitaire).

4. Un chemin causal de longueur 0 reliant une variable d’entrée ui, associée à
une source, à une variable d’énergie xj associée à un élément de stockage
d’énergie en causalité intégrale est représenté par un arc reliant le sommet
d’entrée ui au sommet d’état xj .

5. Un chemin causal de longueur 0 reliant une variable d’énergie xi associée à
un élément de stockage d’énergie en causalité intégrale, à une variable de
sortie yi associée à un détecteur est représenté par un arc reliant le sommet
d’état xi au sommet de sortie yj

6. Un chemin causal de longueur 0 reliant une variable d’entrée ui, associée à
une source, à une variable de sortie yj associée à un détecteur est représenté
par un arc reliant le sommet d’entrée ui au sommet de sortie yj .

7. Chaque arc a un poids égal au gain statique du chemin causal à partir duquel
il a été construit.

Remarque : lorsque plusieurs chemins causaux existent entre deux variables vi et vj ,
deux cas de figure peuvent se présenter :

— soit la somme de leur gain statique est nulle, auquel cas aucun arc n’est ajouté
sur le digraphe entre les deux sommets,

— soit la somme de leur gain statique n’est pas nulle, auquel cas le poids de l’arc
est égal à cette somme.

La procédure B.3 est basée sur une détermination de la représentation d’état à partir
du bond graph correspondant à la procédure B.1. Les procédures B.1 et B.3 sont ainsi
formulées avec les mêmes hypothèses. Les deux extensions proposées à la procédure B.1
respectivement sur la prise en compte des boucles algébriques de type 1ZCP et 3ZCP
impliquant des éléments I et/ou C [RSDT97, RDT98] et de type 2ZCP et 3ZCP im-
pliquant des éléments R [Jar10] sont également applicables sans difficultés particulières
à la procédure B.3 :

— la procédure B.2 détaille explicitement la scrutation supplémentaire à effectuer
en présence de 1ZCP et 3ZCP impliquant des éléments I et/ou C. Une diffé-
rence majeure est en revanche à préciser : les gains associés aux termes wii et
wij engendreront des arcs entre les sommets d’état correspondant du digraphe,
de poids égaux aux gains statiques respectifs (B.5) et (B.6) et de type E − edge
(annexe C, définition C.13 page 289),

— les considérations de Jardin en présence de 2ZCP et 3ZCP impliquant des élé-
ments R impliquent que les poids des arcs du digraphe seront issus des gains des
chemins causaux généralisés du bond graph le cas échéant.

Remarque : en revanche, la procédure B.3 n’est pas applicable à des bond graphs
possédant des cycles causaux d’ordre négatif, faisant par exemple apparaître une boucle
causal entre un élément R et un élément de stockage d’énergie I ou C en causalité dérivée.
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B.3. Détermination graphique d’un modèle d’état singulier à partir du bond graph 272

B.3 Détermination graphique d’un modèle d’état singulier
à partir du bond graph

La procédure B.4 présentée ci-après est proposée par Mouhri et al. [MRDT99]. Elle
utilise la matrice de structure de jonction (annexe A.3) avec les hypothèses simplifica-
trices de la section A.3.5 page 258 (permettant d’écrire le système d’état sous la forme
singulière (A.33) page 260).

Procédure B.4 ([MRDT99],[Mou00])
Soit un modèle bond graph représentant un système linéaire et invariant dans le
temps, avec uniquement des éléments bond graph 1-port, qui ne présente pas de
boucle algébrique de type 2ZCP ou 3ZCP impliquant des éléments R, ni lien causal
entre un élément R et un élément de stockage en causalité dérivée, ni lien causal
entre deux éléments de stockage en causalité dérivée. L’utilisation de la matrice de
structure de jonction permet de déduire un modèle d’état de la forme :(

II Eid

0 0

)(
ẋI(t)
ẋD(t)

)
=
(

Ai 0
Adi Add

)(
xI(t)
xD(t)

)
+
(

Bi

Bd

)
u(t) (B.7)

avec Eid = −S12, Adi = S21 Si, Add = −Sd, Bd = S24, Ai = K Si et Bi =
S14 + S13HS34, en notant H = (I− LS33)−1L et K = S11 + S13HS31.
où :

— xI(t) est le vecteur d’état constitué des variables d’énergie associées aux
éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale (xI(t) ∈ RnI(I)),

— xD(t) est le vecteur d’état constitué des variables d’énergie associées aux
éléments de stockage d’énergie en causalité dérivée (xD(t) ∈ RnD(I)),

— u(t) est constitué des variables d’entrée associées aux éléments source.

Les coefficients des différentes sous-matrices sont déterminés selon les procédures
suivantes :

— coefficients de la sous-matrice Eid :

eid = −
∑

k©|ωk(ẋd,ẋi)=0
G̃k(ẋd, ẋi) ∀d ∈ {0, ..., nD} et ∀i ∈ {0, ..., nI} , (B.8)

où G̃k(ẋd, ẋi) représente le gain statique du chemin causal k© d’ordre ωk = 0
entre l’élément de stockage I ou C en causalité dérivée associé à la variable
d’énergie xd et l’élément de stockage I ou C en causalité intégrale associé à
la variable d’énergie xi,

— coefficients de la sous-matrice Adi :

adi =
∑

k©|ωk(ẋi,ẋd)=0
G̃k(ẋi, ẋd) ∀d ∈ {0, ..., nD} et ∀i ∈ {0, ..., nI} , (B.9)

où G̃k(ẋi, ẋd) représente le gain statique du chemin causal k© d’ordre ωk = 0
entre l’élément de stockage I ou C en causalité intégrale associé à la variable
d’énergie xi et l’élément de stockage I ou C en causalité dérivée associé à la
variable d’énergie xd,
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— coefficients de la sous-matrice Ai : ils sont déterminés à l’aide de la procédure
B.1 appliquée à la détermination de A dans le cas régulier, indépendamment
des éléments en causalité dérivée, en les ignorant lors de la scrutation,

— coefficients de la sous-matrice Add = −Sd : ils correspondent aux paramètres
Id et Cd des éléments de stockage d’énergie en causalité dérivée composant
le vecteur xD, avec un signe négatif,

— coefficients de la sous-matrice Bd :

bdij =
∑

k©|ωk(uj ,ẋdi)=−1

G̃k (uj , ẋdi) ∀d ∈ {0, ..., nD} (B.10)

où G̃k(uj , ẋdi) représente le gain statique du chemin causal k© d’ordre ωk =
−1 entre l’élément source Se ou Sf associé à la variable uj et l’élément de
stockage I ou C en causalité dérivée associé à la variable d’énergie xdi ,

— coefficients de la sous-matrice Bi : ils sont déterminés à l’aide de la procédure
B.1 appliquée à la détermination de B dans le cas régulier, indépendamment
des éléments en causalité dérivée, en les ignorant lors de la scrutation.

Comme pour la procédure B.2 (section B.2.1), l’extension de la procédure B.1 proposée
par Jardin [Jar10] sur la prise en compte des 2ZCP et 3ZCP impliquant des éléments
R est également envisageable pour la procédure B.4. En revanche, comme pour les procé-
dures B.1 et B.2, la procédure B.4 n’est pas applicable à des bond graphs possédant des
cycles causaux d’ordre négatif, faisant par exemple apparaître une boucle causale entre
un élément R et un élément de stockage d’énergie I ou C en causalité dérivée. Enfin, la
procédure B.4 n’est pas définie pour les sorties y(t), notamment en présence de chemin
entrée/sortie d’ordre négatif. Notons à ce propos que dans l’annexe D, une présentation
différente est donnée, en précisant la procédure sur les sorties.

Remarque : la procédure B.4 est la base d’une correspondance digraphe/bond graph
sur laquelle se basent Mouhri et al. [MRDT99] pour formuler une détermination de
det (sE−A) sur le bond graph. La manière dont est établie cette formulation est discu-
tée en section 4.2.2 page 115 en montrant qu’elle ne respecte pas strictement la corres-
pondance digraphe/bond graph au sens de la procédure B.4.

B.4 Détermination graphique du polynôme caractéristique
dans le cas régulier

Basé sur le théorème C.2 page 286 formulé en digraphe [Rei88], Rahmani a utilisé
une correspondance digraphe/bond graph entre les cycles disjoints en digraphe et les
cycles causaux différents en bond graph au sens de la définition B.9 page 264, reposant
sur la procédure B.3, pour proposer le théorème B.1 de calcul du polynôme caractéristique
d’un système régulier en bond graph. Son expression dans ce cas régulier se simplifie en
la forme (B.11) (expression (4.2) page 114 pour laquelle, dans le cas régulier, E = I et
p0 = 1).

PA(s) = det (sIn −A) = sn +
n∑
i=1

pis
n−i (B.11)

273 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



B.4. Détermination graphique du polynôme caractéristique dans le cas régulier 274

Théorème B.1 ([Rah93])
(Détermination du polynôme caractéristique d’un système régulier sur
le modèle bond graph associé) En considérant le système régulier (B.2), les
coefficients pi (1 ≤ i ≤ n) de son polynôme caractéristique (B.11) peuvent être dé-
terminés à partir du modèle bond graph associé, ne présentant ni boucles algébriques
( i.e. ZCP ) ni éléments de stockage en causalité dérivée, de la manière suivante :

pi =
∑

Fk telle que lFk = i

(−1)dFk G̃Fk (B.12)

où :
— Fk est la kième famille de cycles causaux BG-différents (au sens de la défini-

tion B.9 page 264),
— lFk est la longueur de la famille de cycles causaux BG-différents Fk.
— dFk est le nombre de cycles causaux BG-différents contenus dans la famille

de cycles Fk.
— G̃Fk est le gain statique de la famille de cycles causaux BG-différents Fi.

Remarque : bien que non explicitement mentionné dans [Rah93], la formulation du
théorème B.1 est appliquée à un modèle bond graph représentant un système linéaire
et invariant dans le temps qui ne présente ni boucle causal entre deux éléments R, ni
élément de stockage en causalité dérivée (lorsque le modèle est en causalité préféren-
tiellement intégrale). Ceci se justifie simplement en remarquant que la correspondance
digraphe/bond graph utilisée dans la démonstration du théorème B.1 dans [Rah93] est
basée sur la procédure B.3.

Néanmoins le théorème B.1 est également valable lorsque le bond graph contient des
2ZCP ou 3ZCP impliquant des éléments R, à condition de considérer les gains sta-
tiques des chemins généralisés comme l’a formalisé Jardin [Jar10] (voir section B.2.1).
En revanche, ce théorème n’est pas compatible avec la présence de 1ZCP ou de 3ZCP
impliquant des éléments I et/ou C. En effet, la procédure B.2 page 269 implique que le
coefficient p0 du monôme en snI ne soit pas nécessairement égal à 1 dans la forme (B.11)
sur laquelle il se base. Le théorème B.1 n’est pas non plus valable en présence de cycles
causaux d’ordre négatif (par essence de sa formulation). Pour expliciter la validité du
théorème B.1 sur l’expression du polynôme caractéristique qu’il permet de déterminer,
nous pouvons simplement le préciser de la manière suivante,

PA(s) = det (sInI −A) = snI +
nI∑
i=1

pis
nI−i (B.13)

où nI est le nombre d’éléments de stockage (sous entendu en causalité intégrale, puis-
qu’ils le sont nécessairement tous).

L’ensemble de ces points est également discuté au chapitre 4 où nous proposons une
extension du théorème B.1, en section 4.2 page 113.
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B.5 Détermination graphique du déterminant de la ma-
trice système

La présente section B.5 est un support aux développements bond graph présentés au
chapitre 2, section 2.3 page 58. La classe des modèles directs traitée ici est celle des
modèles réguliers dont une représentation d’état est celle formulée en (B.2) page 268.

Remarque : par souci de consistance avec le vocable bond graph utilisé au chapitre 2,
nous qualifions dans cette section, le « bond graph causal » comme le modèle bond graph
lié au modèle direct et le modèle « bond graph bicausal » comme celui lié au modèle in-
verse dans la mesure où il n’y a pas d’ambiguïté sur ce point dans les modèles traités
ici.

B.5.1 Détermination sur le bond graph causal représentant le modèle
direct

Cette section concerne la détermination bond graph du déterminant de la matrice
système du modèle direct régulier, P(s). Nous présentons ci-après la méthode de Jardin
[Jar10] dans le cas régulier, qui a exploité la correspondance entre les cycles disjoints
en digraphe et les chemins causaux entrées/sorties différents en bond graph (définition
B.9 page 264) sur la base des travaux de Reinschke sur les digraphes structurés [Rei88]
(théorème C.3 page 288).

Théorème B.2 ([Jar10])
(Déterminant de la matrice système d’un modèle direct régulier, ap-
proche bond graph causal) Pour un système linéaire, invariant dans le temps,
carré à p entrées et p sorties, le determinant de la matrice système P(s) peut être
calculé de la manière suivante :

det P(s) =
n∑
k=0

ρ
{p}
k sn−k (B.14)

où, sur le modèle bond graph en causalité préférentiellement intégrale et sans cau-
salité dérivée :

— n correspond au nombre d’éléments de stockage d’énergie (dimension de l’es-
pace d’état),

— p correspond au nombre de sorties (et également au nombre d’entrées),
— ρ

{p}
k correspond à la somme des gains statiques des familles bond graph de

longueur égale à k et contenant exactement p chemins causaux entrées/sorties
différents. Dans ce calcul, le gain statique de chaque famille bond graph doit
être multiplié :
— par (−1)d, où d est le nombre de cycles contenus dans la famille bond

graph,
— et par (−1)σF , où σF est le nombre de permutations nécessaires pour

ordonner les sorties dans l’ordre du vecteur de sortie initial quand les p
chemins causaux de la famille F sont ordonnés dans l’ordre du vecteur
d’entrée initial (ordre originel du vecteur d’entrée).

Remarque : l’ensemble des notions concernant le digraphe et le bond graph utile à
l’établissement du théorème B.2 est discuté au chapitre 4 (avec le support de l’annexe C)
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B.5. Détermination graphique du déterminant de la matrice système 276

pour l’étendre aux systèmes singuliers (aboutissant notamment à la proposition 4.3 page
133 sur le digraphe et la proposition 4.4 page 140 sur le bond graph).

Plusieurs points sont toutefois à souligner à ce stade dans le théorème B.2 :
— nous ne considérons pas uniquement les ensembles de p les chemins causaux

entrées/sorties différents, mais également les cycles causaux différents, qui doivent
en plus être différents (au sens du bond graph, définition B.9 page 264) des p
chemins causaux entrées/sorties. Les longueurs respectives de ces cycles entrent
dans la détermination de la longueur de la famille bond graph, en l’occurrence k
dans l’expression ρ{p}k , 2

— la permutation est simplement le ré-ordonnancement des chemins entrées/sorties
existants par rapport à l’ordonnancement fixé initialement dans les vecteurs d’en-
trée et de sortie,

— nous remarquons enfin que la somme signée 3 des gains statiques d’une famille
bond graph (contenant exactement p chemins causaux entrées/sorties différents)
de longueur minimale est le coefficient du monôme de plus haut degré de det P(s).

Remarque : nous avons ici privilégié une présentation du théorème proche de sa for-
mulation originelle par Jardin [Jar10]. Par commodité, nous avons défini des notions et
notations supplémentaires en section B.1, en particulier la famille bond graph (définition
B.23 et notation B.1) et l’ensemble de familles bond graph (notations B.2, B.3, B.4, B.5),
en particularisant au besoin suivant des attributs communs (par exemple, la notation
B.1 relative à la famille bond graph et, B.4 et B.5 relatives aux ensembles de familles
bond graph). Ces notions sont, entre autre, utilisées dans la proposition 4.4 page 140,
généralisation au cas singulier du théorème B.2. Elles sont d’autant plus pertinentes lors
de la manipulation des mineurs de P(s) (voir paragraphe suivant).

Le théorème B.2 est l’un des outils fondamentaux permettant d’appréhender la déter-
mination graphique de l’ordre des zéros à l’infini aux niveaux BG-Structurel et com-
portemental, pour un bond graph d’un modèle direct. Le détail du théorème B.2 est
important pour ce deuxième niveau d’analyse qui considère la structure du modèle bond
graph ainsi que certaines dépendances physiques engendrées par les lois caractéristiques
phénoménologiques. 4

Détails sur la détermination bond graph de mineurs, application par niveaux
d’analyse à la structure à l’infini du système Le présent paragraphe présente les
outils pour la détermination de la structure à l’infini sur le bond graph d’un modèle di-
rect, en introduisant des notations supplémentaires par rapport aux travaux de Jardin
[Jar10] et El Feki [EF11]. Ces notations sont celles proposées en section B.1. Elles sont
conservées pour ré-exprimer tous les théorèmes de l’annexe E, de manière plus concise
à notre sens. Nous utilisons ici l’approche algébrique (théorèmes 2.2 page 49, 2.3 page
50 et 2.4 page 50) et la procédure bond graph de calcul de déterminant de la matrice
système P(s) d’un système régulier (théorème B.2). Cette démarche sert à généraliser les
présents résultats aux systèmes singuliers au chapitre 4. Par souci de clarté et concision,
nous privilégions une présentation où le système est carré, mais l’approche peut être
étendue au cas p ≤ m en précisant de manière adéquate les ensembles des entrées et des

2. Le lecteur intéressé peut consulter les exemples de compréhension proposés par Jardin dans sa
thèse [Jar10], chapitre 3, en comparant avec l’approche originelle de Rahmani s’appuyant sur les bond
graphs réduits [Rah93].

3. En prenant en compte le nombre de cycles d et le nombre de permutations σF .
4. Rappelons que les propriétés comportementales sont déduites par analyse des gains des chemins

causaux.
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sorties.

— Au niveau algébrique, le théorème 2.3 page 50 permet de calculer l’ordre du zéro
à l’infini d’un mineur (i × i) de T (s) : il est égale à n (dimension du vecteur
d’état du système associé à T (s)) auquel on soustrait β

i
j1,...,ji
h1,...,hi

, le degré du mi-

neur (n + i) × (n + i) correspondant de P(s) i.e. faisant intervenir les variables
d’entrée contenues dans l’ensemble U = {uj1 , ..., uji} et les variables de sortie
contenues dans l’ensemble Y = {yh1 , ..., yhi}, avec donc |U | = |Y | = i. Par souci
de concision, nous notons βi (U,Y ) ce degré i.e. βi (U,Y )

∆= β
i
j1,...,ji
h1,...,hi

.

Le théorème 2.4 page 50 amène ensuite à considérer le plus haut degré βi parmi
tous les degrés des mineurs d’ordre (n+ i)× (n+ i) de P(s). Soit donc :

βi = max
(U,Y )⊂J1,pK2

tel que |U|=|Y |=i

{
βi (U,Y )

}
= max

(U,Y )⊂J1,pK2
tel que |U|=|Y |=i

{
deg

(
det

(
P(s)1,...,n,n+j1,...,n+ji

1,...,n,n+h1,...,n+hi

))}
(B.15)

— De manière générale, sans particulariser par niveau d’analyse, les résultats de l’ap-
proche algébrique peuvent être rapprochés du bond graph en utilisant le théorème
B.2 pour calculer les mineurs d’ordre (n+ i)× (n+ i) de la matrice système P(s)
à partir de l’étude des chemins causaux entrées/sorties différents :

det
(
P(s)1,...,n,n+j1,...,n+ji

1,...,n,n+h1,...,n+hi

)
=

n∑
k=0

ρ
{ij1,...,ji
h1,...,hi

}
k sn−k (B.16)

La sous-matrice exposée en (B.16) est déduite de la matrice système P(s) en ne
sélectionnant que les lignes 1, ..., n, n + h1, ..., n + hi et les colonnes 1, ..., n, n +
j1, ..., n+ ji. Seuls les sources et détecteurs bond graph correspondant effective-
ment aux entrées uj1 , ..., uji et aux sorties yh1 , ..., yhi sont considérés.

— Pour un ensemble donné (U, Y ) associé à i chemins causaux entrées/sorties dif-
férents entre les variables d’entrée contenues dans l’ensemble U de dimension i
(|U | = i) et les variables de sortie contenues dans l’ensemble Y de dimension i
(|Y | = i), notons F(U,Y ) , l la famille F(U,Y ) de longueur l. Conformément à la
notation B.1 page 267 (pour laquelle le présent cas de la famille F(U,Y ) , l est un
cas particulier) une famille F(U,Y ) d’ordre ω est notée F(U,Y ) , ω dans la mesure
où il n’y a pas d’ambiguïté sur la notion d’ordre considéré ici ( i.e. celui d’une
famille de chemins et non simplement d’un chemin). En utilisant le théorème
B.2, le degré βi (U,Y ) du mineur associé de la matrice système de (B.16) est donné
par :

βi (U,Y ) = n− min
F(U,Y ) , l

{
l | ρ(U,Y )

l 6= 0
}

(B.17)

— Le degré le plus élevé des mineurs d’ordre (n+ i) de P(s), noté βi dans le théo-
rème 2.4 page 50, est donné par la longueur minimale Li = lmin i qu’une famille
F{i} de i chemins causaux entrées/sorties différents puisse avoir parmi tous les
ensembles (U, Y ) possibles tels que |U | = |Y | = i et tels que la somme des gains
statiques des familles F(U,Y ) , Li , i.e. de longueur Li et pour un même ensemble
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B.5. Détermination graphique du déterminant de la matrice système 278

(U, Y ), soit différente de zéro (i.e. ρ{i}Li 6= 0) :

βi = max
(U,Y )⊂J1,pK2

tel que |U|=|Y |=i

{
βi (U,Y )

}
= max

(U,Y )⊂J1,pK2
tel que |U|=|Y |=i

{
n− min

F(U,Y ) , l

{
l | ρ(U,Y )

l 6= 0
}}

= n− min
(U,Y )⊂J1,pK2

tel que |U|=|Y |=i

{
min
F(U,Y ) , l

{
l | ρ(U,Y )

l 6= 0
}}

= n− Li

(B.18)

Résultats au niveau d’analyse BG-structurel Dans ce niveau d’analyse, les pro-
priétés structurelles font uniquement référence à l’existence dans le bond graph de che-
mins causaux sans considération de leur gain. La scrutation relative à la détermination
de βi (théorème 2.4 page 50) dans (B.18) se simplifie ainsi à la simple considération
d’ensemble de i chemins causaux entrées/sorties différents (en effet, dans le présent cas
régulier, les cycles causaux, s’ils existent, sont nécessairement d’ordre positif). Notant
Lis la longueur minimale qu’un ensemble de i chemins causaux entrées/sorties différents
puisse avoir sur le bond graph, le lemme suivant est immédiat :

Lemme B.3 ([Jar10])
(Plus petit ordre des zéros à l’infini des mineurs de la matrice de trans-
fert, approche bond graph causal) Pour un système linéaire, invariant dans le
temps, carré à p entrées et p sorties, ayant une matrice de transfert T(s) rationnelle
propre de rang r. Le plus petit ordre δBG−s,i des zéros BG-Structurels à l’infini des
mineurs d’ordre i de T(s) peut être calculé de la manière suivante :

δBG−s,i = Lis , ∀i ∈ {1, ..., rBG−s} (B.19)

où, sur le modèle bond graph associé, en causalité préférentiellement intégrale :
— rBG−s est le nombre de zéros BG-Structurels à l’infini du système, égal

au nombre maximal de chemins qu’un ensemble de chemins causaux en-
trées/sorties disjoints puisse contenir,

— Lis est la longueur minimale qu’un ensemble de i chemins causaux entrées/sorties
différents puisse avoir.

Remarque : rBG−s peut être différent de r puisque les gains des chemins causaux ne
sont pas considérés à ce niveau d’analyse.

Résultats au niveau d’analyse comportemental La formulation (B.18) et les
considérations associées, consistantes avec le niveau d’analyse comportemental, nous per-
mettent d’appréhender la déclinaison au niveau comportemental du lemme B.3. Ceci n’est
pas développé ici car directement abordé par le biais du théorème E.2 page 321.

278 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



279 CH. B. Bond graph : définitions et outils de l’analyse structurelle

B.5.2 Détermination sur le bond graph bicausal représentant le modèle
inverse

Cette section concerne la détermination bond graph du déterminant de la matrice
système du modèle inverse, Pinv(s) définie à l’équation 2.16 page 51. Elle s’inscrit dans le
cadre des travaux de El Feki [EF11], qui a étendu les procédures de Jardin (théorème
B.2) au cas du bond graph bicausal associé à un modèle inverse sous la forme de la repré-
sentation d’état généralisée (2.5) page 46. De manière similaire à l’approche de Jardin,
la détermination de det Pinv(s) utilise la correspondance existante entre les cycles dis-
joints en digraphe et les chemins causaux entrées/sorties différents en bond graph ainsi
que les travaux de Reinschke sur les digraphes structurés [Rei88] (théorème C.3 page
288).

Théorème B.4 ([EF11])
(Déterminant de la matrice système, approche bond graph bicausal) Pour
un système inverse linéaire, invariant dans le temps, carré à p entrées et p sorties, le
determinant de la matrice système Pinv(s) peut être calculé de la manière suivante :

det Pinv(s) =
ninv∑

k=−nD

ρ
{p}
k sninv−k (B.20)

où, sur le modèle bond graph bicausal :
— ninv correspond au nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité

intégrale (dimension de l’espace d’état),
— nD correspond au nombre de stockage d’énergie en causalité dérivée,
— p correspond au nombre d’entrées et de sorties,
— ρ

{p}
k correspond à la somme des gains statiques des familles bond graph

d’ordre égal à k et contenant exactement p chemins causaux entrées/sorties
différents. Dans ce calcul, le gain statique de chaque famille bond graph doit
être multiplié :
— par (−1)d, où d est le nombre de cycles contenus dans la famille bond

graph,
— et par (−1)σF , où σF est le nombre de permutations nécessaires pour

ordonner les sorties dans l’ordre du vecteur de sortie initial quand les p
chemins causaux de la famille F sont ordonnés dans l’ordre du vecteur
d’entrée initial (ordre originel du vecteur d’entrée).

Remarque : cette extension est relativement simple à apporter puisque la seule diffé-
rence au niveau digraphe, dans le cas particulier de la représentation d’état généralisée
(2.5) page 46, est l’apparition de l’opérateur de Laplace sur les arcs du digraphe, mo-
difiant le poids des arcs mais ne modifiant pas le calcul originel du déterminant de la
matrice système [Rei88], [EF11] 5. Cela conduit ainsi à considérer au niveau bond graph
les gains de chemins causaux et non plus les gains statiques, l’ordre des chemins causaux
et non plus leur longueur. Le théorème B.4 est ainsi un cas particulier de la formali-
sation sur les systèmes singuliers faite au chapitre 4. Sa généralisation à l’ensemble des

5. Notons que l’un des principaux points rendant relativement aisée l’extension digraphe, puis bond
graph (théorème B.4), est la régularité et la position diagonale des opérateurs sur le faisceau (sI −Ainv)
que permet la forme généralisée (2.5). Ceci ne modifie ainsi pas les procédures digraphe en raison de
propriétés de complétion. Ce point est rediscuté au chapitre 4 sur les systèmes singuliers de faisceau
(sE−A).
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B.5. Détermination graphique du déterminant de la matrice système 280

systèmes singuliers de faisceau (sE−A) régulier est formulée en proposition 4.4 page 140.

Rappelons enfin le point important suivant : les procédures algébriques de référence
en direct et en inverse nous amènent à considérer dans les deux cas les plus hauts degrés
des mineurs de chaque matrice système associée, respectivement P(s) dans le cas direct
et Pinv(s) dans le cas inverse.

Détermination des degrés des mineurs de Pinv(s), niveau d’analyse BG-struc-
turel Nous exposons ici le calcul des plus hauts degrés des mineurs de la matrice de
transfert Tinv(s) du modèle inverse. Bien qu’établie au niveau BG-structurel, cette pro-
cédure est à rapprocher, pour la compréhension, du résultat de l’approche algébrique en
inverse (théorème 2.6 page 52).

Lemme B.5 ([EF11])
Pour un système inverse d’ordre minimal, linéaire, invariant dans le temps, carré à
p entrées et p sorties, ayant une matrice de transfert Tinv(s) rationnelle non propre
de rang p. Le plus haut degré δinv BG−s,i BG-Structurel des mineurs d’ordre i de
Tinv(s) peut être calculé de la manière suivante :

δinv BG−s,i = −ωis ,∀i ∈ {1, ..., rinv BG−s} (B.21)

où, sur le modèle bond graph bicausal associé :
— rinv BG−s est le nombre de pôles BG-Structurels à l’infini du système, égal

au nombre maximal de chemins qu’un ensemble de chemins causaux en-
trées/sorties disjoints puisse contenir,

— ωis est l’ordre minimal qu’un ensemble de i chemins causaux entrées/sorties
différents puisse avoir.

Le Lemme B.5 permet ainsi d’étendre facilement le théorème originel de Bertrand et
al. [BSDT97] (théorème 2.12 page 63) établi sur le bond graph causal, au cas du bond
graph bicausal (théorème 2.13 page 64).

Détermination des degrés des mineurs de Pinv(s), niveau d’analyse comporte-
mental De manière analogue à l’approche bond graph causal, il est possible de décliner
le Lemme B.5 au niveau d’analyse comportemental pour la détermination du plus haut
degré δinv i des mineurs d’ordre i de Tinv(s). Ce point n’est pas détaillé car abordé dans
le théorème E.3 page 321.
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AnnexeC

Digraphe :définition, calculde
déterminantsetdemineurs

C.1 Définitions

Les définitions et concepts sur les digraphes exposés dans cette section sont issus des
travaux de Reinschke [Rei88, Rei94, RW97] et van der Woude [vdW91] 1.
Définition C.1

Un chemin orienté P est une séquence d’arcs orientés dans le même sens, de
sorte que le sommet de départ de l’arc suivant corresponde au sommet d’arrivée
de l’arc précédent, soit P = {(v0, v1), (v1, v2), ..., (vn−1, vn)}, où la notation vi est
employée pour les sommets (« vertex ») du digraphe. La séquence P peut également
être présentée sous la forme {e1, e2, ...}, où la notation ej est employée pour les arcs
(« edge ») du digraphe.

Définition C.2
La longueur d’un chemin orienté P correspond au nombre d’arcs orientés compo-
sant la séquence P.

Définition C.3
Le poids d’un chemin orienté P est égal au produit des poids des arcs orientés
impliqués dans la séquence P.

Définition C.4
Le sommet de départ du premier arc de P et le sommet d’arrivée du dernier arc de
P sont respectivement nommés sommet initial du chemin orienté P et sommet
final du chemin orienté P.

Définition C.5
Un chemin orienté P est dit fermé si le sommet initial et le sommet final de P
coïncident.

Définition C.6
Un cycle est un chemin orienté fermé dans lequel les sommets parcourus ne sont
rencontrés qu’une seule fois, à l’exception du sommet initial-final.

1. Un ensemble exhaustif de définitions relatives au digraphe utiles à l’analyse structurelle avec
références bibliographiques associées et exemples peut également être consulté dans l’Annexe C de la
thèse de Jardin [Jar10].

281
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



C.2. Déterminant et mineurs 282

Remarque : la définition de cycle est ici celle donnée par Reinschke [Rei88, Rei94]
par souci de consistance avec les définitions originelles. La définition de cycle donnée
dans [Jar10], [EF11] et proposée par Rahmani [Rah93] est celle correspondant au che-
min orienté fermé dans [Rei88, Rei94, RW97]. La définition de cycle de Reinschke
[Rei88, Rei94] et van der Woude [vdW91] correspond à la définition de cycle élémen-
taire dans [Rah93], [Jar10] et [EF11]. Notons toutefois que dans l’ensemble des travaux
de Jardin [Jar10] et El Feki [EF11], l’hypothèse que les cycles considérés sont des
cycles élémentaires est faite de manière tacite (voir par exemple les définitions 21 et 25
page 316 dans [Jar10]).

Définition C.7
La longueur d’un cycle est égal au nombre d’arcs qui le composent et correspond
également dans ce cas au nombre de sommets contenus dans ce cycle. Une boucle
est un cycle de longueur égale à 1.

Définition C.8
Deux cycles sont dits disjoints s’ils ne possèdent aucun sommet (et donc aucun
arc) en commun.

Définition C.9
Une famille de cycles Fi est un ensemble de cycles disjoints.

Définition C.10
La longueur d’une famille de cycles Fi, notée lFi , est égale au nombre de
sommets contenus dans Fi.

Définition C.11
Le poids d’une famille de cycles Fi, notée GFi , est égal au produit des poids
des cycles constitutifs de Fi.

Définition C.12
Une famille de cycles Fi est dite directrice si elle touche tous les sommets du
digraphe (« spanning cycle family »).

C.2 Déterminant et mineurs

C.2.1 Déterminant d’une matrice

Il est important de rappeler en premiers lieux le simple calcul du déterminant d’une
matrice carrée à l’aide de sa représentation digraphe, dans la mesure où toutes les procé-
dures digraphe faisant intervenir un calcul de déterminant l’utilise. Cette procédure est
rappelée par Reinschke [Rei88], en notant que le facteur de permutation introduit dans
le théorème C.1 suivant est issu des travaux de Cauchy, dès 1812 [Cau12].
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283 CH. C. Digraphe : définition, calcul de déterminants et de mineurs

Théorème C.1 ([Rei88], [Cau12])
(Détermination du déterminant d’une matrice M de dimension n× n sur
son digraphe associé G(M)) : Le déterminant d’une matrice M de dimension
n× n, noté det(M), est calculé à partir des familles directrices du digraphe associé
G(M) de la manière suivante :

det(M) =
∑

Fi telle que lFi=n
(−1)n−dFi GFi (C.1)

où, sur le digraphe G(M) :
— Fi est une famille de cycle directrice ( i.e. de longueur lFi égale à n),
— dFi est le nombre de cycles formant la famille de cycles Fi,
— GFi est le poids de la famille de cycle directrice Fi.

Exemple
(Détermination du déterminant d’une matrice M de dimension 3 × 3 sur
son digraphe associé G(M)) : Considérons la matrice M et son digraphe asso-
cié sur la figure C.1. Nous avons de manière algébrique, det(M) = m11m22m33 −
m13m22m31.

M =

m11 m12 m13
0 m22 0
m31 0 m33


22m

13m

31m

1
12m

11m

2

3 33m

(a) (b)

Figure C.1 – Calcul du déterminant de la matrice M sur son digraphe associé G(M)

Le digraphe de la figure C.1 ne comprend que deux familles directrices, F1 et F2
(figure C.2).

22m
1

11m

2

3 33m

13m

31m

3

22m
1 2

(F1) (F2)

Figure C.2 – Familles directrices du digraphe G(M) de la figure C.1

Les poids de ces familles de cycles sont respectivement GF1 = m11m22m33 et GF2 =
m13m22m31 et elles sont respectivement composées de dF1 = 3 et dF2 = 2 cycles
disjoints. Nous avons ainsi :

det(M) =
∑

Fi telle que lFi=n
(−1)n−dFiGFi

= (−1)3−3m11m22m33 + (−1)3−2m13m22m31

= m11m22m33 −m13m22m31

(C.2)
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C.2. Déterminant et mineurs 284

La notion de famille directrice (définition C.12 page 282) est fondamentale dans
le calcul d’un déterminant en digraphe. S’il n’existe pas de famille directrice dans un
digraphe, nous pouvons directement conclure que le determinant de la matrice qu’il
représente est nul. Cette notion est souvent « omise » dans l’expression de certaines pro-
cédures, comme par exemple celle de détermination du polynôme caractéristique d’un
système régulier par digraphe (théorème C.2 page 286). Elle n’apparait pas explicitement,
mais elle est forcément sous-jacente du fait qu’une famille directrice existera nécessai-
rement dans le cas régulier. Ce n’est plus le cas pour un système singulier. Notons en
outre que le calcul de det(−M) ne modifie pas le digraphe G(M) (voir par exemple figure
C.1) mais que chacun des poids des arcs sera multiplié par un coefficient (−1) dans le
calcul du poids des familles de cycles directrices. Avec l’approche générique précédente,
calculons par exemple le polynôme caractéristique d’un système régulier, i.e. det(sI−A),
dont la matrice d’état, notée A, est de la forme de la matrice M de la figure C.1. Nous
construisons ainsi le digraphe G(Fr) de la figure C.3c, représentant le faisceau régulier
Fr = (sI − A), sur lequel certains arcs possèdent l’opérateur de Laplace issu de la
matrice sI (notons simplement à ce stade que le calcul d’un déterminant à partir d’un
digraphe se base uniquement sur l’existence d’arc entre des sommets, quelle que soit la
nature du poids des arcs, i.e. avec ou sans opérateur).

A =

a11 a12 a13
0 a22 0
a31 0 a33


(a) Matrice d’état

22as 

13a

31a

1
12a

11as 

2

3 33as 

(b) Représentation digraphe
du faisceau sI−A

22a

13a

31a

1
12a11a

2

3
33a

s

s

s

(c) Représentation digraphe du fais-
ceau sI−A (équivalente)

Figure C.3 – Exemple de représentation d’un faisceau sI−A pour le calcul du polynôme
caractéristique par la procédure générique (théorème C.1) de calcul d’un déterminant en
digraphe (le digraphe C.3c est la représentation explicitée du faisceau (sI−A))

Le calcul algébrique du polynôme caractéristique est détaillé en (C.3) et la détermina-
tion digraphe générique dans les tables C.1 et C.2 (les monômes sont classés suivant leur
degré). Nous recensons 10 familles directrices dans cet exemple. La famille F1 comprend
3 arcs avec opérateur, les familles F2, F3, F4 comprennent 2 arcs avec opérateur, les
familles F5, F6, F7, F8 comprennent 1 arc avec opérateur et les familles F9, F10 ne com-
prennent pas d’arc avec opérateur. Ainsi, chacune contribue au monôme du polynôme
caractéristique dont l’ordre est égal au nombre d’arcs avec opérateur qu’elle comprend.

det(sI−A) = s3

+ s2 (−a33 − a22 − a11)
+ s (a11 a22 + a11 a33 − a13 a31 + a22 a33)
+ (−a11 a22 a33 + a13 a22 a31)

(C.3)

284 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



285 CH. C. Digraphe : définition, calcul de déterminants et de mineurs

Famille de cycles
directrice Fi
(lFi = n = 3)

(−1)n−dFiGFi

(a) F1 (−1)3−3s3

1 2

3

s

s

s

(b) F2 (−1)3−3s2(−a33)
1 2

3
33a

ss

(c) F3 (−1)3−3s2(−a22)
22a

1 2

3 s

s

(d) F4 (−1)3−3s2(−a11)

1

11a

2

3

s

s

Table C.1 – Calcul du polynôme carac-
téristique de C.3c par la procédure géné-
rique de calcul d’un déterminant en di-
graphe - 1 sur 2

Famille de cycle
directrice Fi
(lFi = n = 3)

(−1)n−dFiGFi

(e) F5 (−1)3−3s(−a11)(−a33)

1

11a

2

3
33a

s

(f) F6 (−1)3−2s(−a13)(−a31)

13a

31a

3

s1 2

(g) F7 (−1)3−3s(−a22)(−a33)
22a

1 2

3
33a

s

(h) F8 (−1)3−3s(−a11)(−a22)
22a

1

11a

2

3 s

(i) F9 (−1)3−3(−a11)(−a22)(−a33)
22a

1

11a

2

3
33a

(j) F10 (−1)3−2(−a13)(−a31)(−a22)
22a

13a

31a

3

1 2

Table C.2 – Calcul du polynôme caractéristique
de C.3c par la procédure générique de calcul
d’un déterminant en digraphe - 2 sur 2

C.2.2 Polynôme caractéristique d’un système régulier

Reinschke a proposé la procédure dédiée suivante (théorème C.2) pour le calcul du
polynôme caractéristique du système régulier (C.4) :

Σ :
{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (C.4)

Nous utilisons l’expression du polynôme caractéristique suivante :

PA(s) = det (sIn −A) = sn +
n∑
i=1

pis
n−i (C.5)
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C.2. Déterminant et mineurs 286

Théorème C.2 ([Rei88])
(Détermination du polynôme caractéristique d’un système régulier sur le
digraphe G(A) associé) : En considérant le système régulier (C.4) et le digraphe
G(A) associé à sa matrice d’état, les coefficients pi (1 ≤ i ≤ n) de son polynôme
caractéristique (C.5) sont déterminés de la manière suivante :

pi =
∑

Fk telle que lFk=i
(−1)dFk GFk (C.6)

où, sur le digraphe G(A) :
— n est le nombre de sommets,
— Fk est une famille de cycles de longueur lFk ,
— dFk est le nombre de cycles disjoints formant la famille de cycles Fk,
— GFk est le poids de la famille de cycles Fk.

En particulier :

— p1 correspond à la somme des poids de tous les cycles de longueur 1, chaque poids
étant multiplié par (−1),

— p2 correspond à la somme des poids de tous les cycles de longueur 2 (chaque poids
étant multiplié par (−1)) et des poids de toutes les paires de cycles disjoints de
longueur 1 (le poids des paires étant alors multiplié par (−1)2 = 1),

— p3 correspond à la somme des poids de tous les cycles de longueur 3 (chaque poids
étant multiplié par (−1)), des poids des familles de cycles disjoints composées d’un
cycle de longueur 2 et d’un cycle de longueur 1 (le poids de chaque famille étant
alors multiplié par (−1)2 = 1) et des poids des familles de trois cycles disjoints
de longueur 1 (le poid de chaque famille étant alors multiplié par (−1)3 = −1),

— etc ...

Appliqué à l’exemple précédent (figure C.3), le calcul du polynôme caractéristique du
système par la méthode dédiée de Reinschke (théorème C.2) conduit à considérer uni-
quement le digraphe G(A), figure C.4 (la procédure s’applique directement sur G(A) et
non G(−A)).

A =

a11 a12 a13
0 a22 0
a31 0 a33


(a) Matrice d’état

22a

13a

31a

1
12a11a

2

3
33a

(b) G(A)

Figure C.4 – Calcul du polynôme caractéristique (C.3) par la procédure dédiée de calcul
d’un déterminant en digraphe
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pi Famille de cycles Fk de longueur lFk = i (−1)dFk GFk

p1 (b’) F2′ (−1)1a33

3
33a

(c’) F3′ (−1)1a22
22a

2

(d’) F4′ (−1)1a11

1

11a

Table C.3 – Détail du coefficient p1 du monôme de degré (n − i = 3 − 1 = 2) du
polynôme caractéristique (C.3) par la procédure dédiée de calcul du déterminant d’un
système régulier en digraphe (théorème C.2)

Par exemple, le détail de la détermination du coefficient p1 i.e. monôme d’ordre 2
(= n − i = 3 − 1) du polynôme caractéristique (C.3) par la procédure dédiée de cal-
cul d’un déterminant (théorème C.2) est proposé en table C.3. Nous remarquons dans ce
cas que les trois familles de longueur lFk = 1 notées F2′ , F3′ , F4′ correspondent respec-
tivement aux familles directrices F2, F3, F4 (table C.1). La considération de familles de
longueur lFk = 1 sur G(A) revient à considérer des familles directrices sur G(Fr) (figure
C.3c) comprenant n− i = 3− 1 = 2 arcs avec l’opérateur de Laplace, conduisant donc
au monôme de degré 3− 1 = 2 du polynôme caractéristique.

En d’autres termes, l’approche dédiée de Reinschke considère bien des familles di-
rectrices, mais de manière sous-jacente dans la mesure où dans le cas régulier, des familles
de cycles disjoints de longueur i sur le digraphe G(A) sont nécessairement « complé-
tées » par des familles de cycles disjoints unitaires (boucles, définition C.7), de longueur
n − i, portant chacun un opérateur de Laplace provenant du faisceau sI, pour former
des familles (nécessairement) directrices (de longueur n, i.e. i + (n − i)). Le faisceau
sI−A étant régulier, une famille directrice existera nécessairement. Il est donc possible
d’omettre cette complétion, par commodité, comme c’est le cas dans l’expression de la
procédure dédiée de Reinschke (théorème C.2). C’est la raison pour laquelle seul le
digraphe G(A) est considéré et non celui représentant le faisceau complet sI − A, qui
plus est, sans y adjoindre la contrainte forte sur la nécessité de considérer des familles
directrices.

Ajoutons que s’il est possible d’omettre les arcs avec opérateurs par commodité de pro-
cédure dans le cas régulier, il n’en reste pas moins que les deux procédures (générale
i.e. théorème C.1 et dédiée i.e. théorème C.2) conduisent au même résultat. Ceci souligne
que la présence d’opérateur sur les arcs devient superflue dans le calcul du determinant
du faisceau sI − A, leur poids unitaire étant transparent dans le calcul des poids des
familles de cycles. Notons en outre que le facteur de permutation de la procédure dédiée
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C.2. Déterminant et mineurs 288

prend en considération le fait que le polynôme caractéristique fait intervenir la matrice
−A.

C.2.3 Matrice système d’un système régulier

Rappelons que la matrice système (ou matrice de Rosenbrock, [Ros70], [Ros74])
P(s) ∈ R(n+p)×(n+p) du système (C.4) est définie par :

P(s) =
(
sI−A B
−C D

)
(C.7)

Théorème C.3 ([Rei88])
(Détermination du déterminant de la matrice système d’un système ré-
gulier sur son digraphe G(Σ) associé) Soit G(Σ) le digraphe associé au sys-
tème régulier (C.4) pour lequel p = m, caractérisé par le quadruplet de matrices
(A,B,C,D). Le déterminant de la matrice système peut être déterminé graphique-
ment sur G(Σ) de la manière suivante :

det
(
sI−A B
−C D

)
=

n∑
k=0

ρ
{p}
k sn−k (C.8)

où :
— n est le nombre de sommets d’état,
— p est le nombre de sommets de sortie (et d’entrée),
— G(Σ′) est le digraphe augmenté obtenu à partir de G(Σ) en ajoutant un arc

(dit « de retour ») de poids −1 entre chaque sommet de sortie et chaque
sommet d’entrée (dans ce sens),

— ρ
{p}
k est déterminé sur G(Σ′) et correspond à la somme des poids des familles

de cycles contenant k sommets d’état et exactement p arcs de retour, avec
la condition d’un arc de retour au plus par cycle. Dans ce calcul, le poids de
chaque famille, notée Fl, doit être multiplié par :
— un facteur (−1)dFl , où dFl est le nombre de cycles disjoints de Fl,
— un facteur (−1)σFl , où σFl est le nombre de permutations nécessaires

pour ordonner les sommets de sortie de la famille Fl dans l’ordre initial
des sommets de sortie, lorsque les cycles de Fl sont ordonnés dans l’ordre
initial des sommets d’entrée.

Remarque : le théorème C.3 est originellement formulé par Reinschke dans [Rei88]
pour D = 0. Il est facilement généralisable dans le cas contraire comme évoqué par Jar-
din [Jar10] et montré au chapitre 4 en section 4.3 page 133.

Il est important de constater que, comme dans le cas de la détermination du poly-
nôme caractéristique dans le cas régulier (théorème C.2), le théorème C.3 considère des
familles directrices de manière sous-jacente, sans le préciser explicitement. La scrutation
digraphe du théorème C.3 ne considère que des « familles de cycles contenant k sommets
d’état », car les n − k sommets d’état restant complètent la famille directrice avec des
arcs contenant nécessairement l’opérateur de Laplace. Dans le cas des systèmes régu-
liers, la complétion pour former des familles directrices comprenant les n sommets d’état
est nécessairement opérée. Les n − k arcs avec opérateur de ces familles de cycles Fl
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289 CH. C. Digraphe : définition, calcul de déterminants et de mineurs

impliquent le coefficient de sn−k de (C.8). Comme pour le théorème C.2, le théorème C.3
propose donc une scrutation simplifiée par commodité, rendue possible par la spécificité
du faisceau sI−A.

C.2.4 Remarque sur le calcul des mineurs de la matrice système

Un mineur de matrice étant par définition le déterminant d’une sous-matrice carrée
de la matrice originelle considérée, la déclinaison en digraphe est immédiate dans le
cas particulier de la matrice système. Il suffit de sélectionner les sommets du digraphe
associés aux entrées/sorties relatives aux lignes et colonnes de la sous-matrice considérée
et d’appliquer le théorème C.3. Ceci n’est toutefois pas une généralité pour le calcul de
mineur, mais s’applique dans le présent cas de P(s) en raison du fait que nous conservions
de facto le faisceau sI−A dans le calcul des mineurs de P(s).

C.2.5 Détermination du polynôme caractéristique d’un système singu-
lier sur son digraphe associé G(sE−A)

Analysons la détermination du polynôme caractéristique dans le cas du système
singulier Σd (C.9) à partir de sa représentation digraphe.

Σd :
{

Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (C.9)

La procédure générique de calcul de déterminant (théorème C.1 page 283) appliquée au
faisceau sE − A est par essence applicable, comme nous le verrons par la suite. Pour
autant, Reinschke a généralisé aux systèmes singuliers la procédure qu’il avait origi-
nellement énoncée sur les systèmes réguliers (théorème C.2 page 286). Il a introduit
pour cela la scrutation différentiée des arcs provenant de la matrice E, appelés E-edges
(i.e. arcs associés à des opérateurs de Laplace) et ceux provenant de la matrice A,
appelés A–Edges, définis de la manière suivante :

Définition C.13
Un arc orienté entre deux sommets d’état de la matrice E (resp. A) du système
singulier Σd (C.9) est nommé E-edge (resp. A-edge).

Le polynôme caractéristique du système singulier Σd (C.9) est rappelé ci-après,

det (sE−A) =
n∑
i=0

pis
n−i (C.10)

et peut être déterminé sur son digraphe associé, noté G(sE−A) par Reinschke, de la
manière suivante :

Théorème C.4 ([Rei94])
(Détermination du polynôme caractéristique d’un système singulier sur
le digraphe G(sE−A) associé) : En considérant le système singulier (C.9) et le
digraphe G(sE−A) associé, les coefficients pi (0 ≤ i ≤ n) de son polynôme caracté-
ristique (C.10) sont déterminés de la manière suivante :

pi =
∑

Fi telle que lFi=n
avec (n−i) E−edges

(−1)n−i−dFi GFi (C.11)
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C.2. Déterminant et mineurs 290

où, sur le digraphe G(sE−A) :
— n est le nombre de sommets d’état,
— Fi est une famille directrice de cycles ( i.e. de longueur lFi = n), impliquant

exactement i A–Edges (ou de manière équivalente (n− i) E–Edges),
— i est le nombre de A–Edges contenus dans la famille de cycles Fi,
— dFi est le nombre de cycles disjoints formant la famille de cycles Fi,
— GFi est le poids de la famille de cycles Fi.

Le théorème C.4 conduit directement aux propriétés structurelles suivantes sur G(sE −
A) :

— le système singulier Σd (C.9) est non solvable au sens du théorème 3.2 page 82
(i.e. det(sE − A) = 0) si et seulement s’il n’existe pas de famille de cycles Fi
de longueur lFi = n sur G(sE − A) (ou en d’autres termes, s’il n’existe pas
de famille directrice sur le digraphe). On dit que le système singulier (C.9) est
structurellement dégénéré [Rei94].

— la dimension d = deg det(sE−A) de la partie dynamique finie du système singu-
lier Σd (C.9) est donnée par le nombre maximal d’arcs orientés de type E–Edge
contenus dans une famille directrice Fi sur G(sE−A).

Le point fondamentalement différent avec les systèmes réguliers est qu’il peut ne pas
exister de famille directrice sur G(sE−A). Le cas échéant où une famille directrice existe,
nous retrouvons sur le digraphe représentant le faisceau sE−A la notion importante de
complétion entre les arcs de types A-Edge et E-Edge 2 : si une famille directrice, i.e. de
longueur n, comprend i A–Edges, elle comprend nécessairement (n− i) E–Edges. Cette
propriété est directement issue de la définition du cycle en digraphe, impliquant que le
nombre d’arcs le composant est aussi égal au nombre de sommets qu’il comprend 3. Pre-
nons l’exemple de compréhension suivant proposé par Reinschke [Rei94] (un exemple
similaire est également proposé par Mouhri [Mou00]) :

Exemple
(Détermination du polynôme caractéristique d’un système singulier sur
le digraphe G(sE −A) associé) [Rei94] : Considérons le système (C.12), de di-
mension n = 3 et son digraphe G(sE−A) associé (figure C.5).

E =

0 0 e13
0 e22 e23
0 0 0

 , A =

a11 0 a13
a21 a22 a23
0 a32 0

 (C.12)

Le polynôme caractéristique du système (C.12) est tel que det(sE − A) = p0s
3 +

p1s
2 + p2s + p3, avec p0 = 0, p1 = 0, p2 = e13 a21 a32 − e23 a11 a32 et p3 =

a11 a23 a32 − a13 a21 a32 et l’approche graphique sur le digraphe C.5 est illustrée
dans la table C.4.

2. La précision selon laquelle nous considérons dans cette assertion le digraphe G(sE−A) est impor-
tante puisque cette affirmation ne sera par exemple plus valable pour le digraphe représentant la matrice
système.

3. Ce point justifie la définition précise de cette notion, à différencier du chemin orienté fermé (voir
par ailleurs la définition C.6 page 281 ainsi que la remarque associée).
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22e22a

13a

13e

2

3

1 21a

23e

32a

23a

11a
22se22a

13a

13se

2

3

1 21a

23se

32a

23a

11a

(a) G(sE−A)
(b) Représentation équivalente à
G(sE−A) en explicitant les arcs avec

opérateur de Laplace

Figure C.5 – Représentations digraphe du système (C.12)

pi Famille de cycle Fi de longueur lFi = n = 3 (−1)n−i−dFi GFi

p0
pas de famille de cycles de longueur n = 3,
faisant intervenir 3 arcs de type E–Edge 0

p1
pas de famille de cycles de longueur n = 3,
faisant intervenir 2 arcs de type E–Edge 0

p2 (a) F2_a (−1)3−2−1e13 a21 a32

13e

221a

32a

3

1

(b) F2_b (−1)3−2−2e23 a11 a32

23e

32a

11a

2

3

1

p3 (c) F3_c (−1)3−3−1a13 a21 a32

13a

2

3

1 21a

32a

(d) F3_d (−1)3−3−2a11 a23 a32

32a

23a

11a

2

3

1

Table C.4 – Calcul du polynôme caractéristique du système (C.12) par l’approche
digraphe dédiée (théorème C.4) sur G(sE−A) (figure C.5)

291 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



C.2. Déterminant et mineurs 292

Remarque : nous conservons dans le précédent exemple la notation originale « G(sE−
A) » de [Rei94], bien que le digraphe ne représente rigoureusement en l’état que la ma-
trice sE et la matrice A. Une notation G(sE ; A) pourrait être plus explicite quant à la
représentation effective portée sur le digraphe.

La considération différentiée proposée par Reinschke des arcs de types E–Edge et
A–Edge dans le théorème C.4 est une commodité de lecture graphique sur le digraphe
G(sE−A) au même titre que celle introduite dans le cas régulier (section C.2.2). Il est en
revanche important de souligner que le théorème C.4 s’applique au digraphe G(sE−A)
tel qu’exposé en figure C.5a, par opposition à une représentation digraphe explicitée du
faisceau (figures C.6a et C.6b). Dans ces derniers cas, où les poids des arcs orientés sont
directement ceux des coefficients du faisceau (sE−A), la procédure générique de calcul
de determinant (théorème C.1 page 283) conduit bien au même résultat (voir la déter-
mination de la table C.5, réalisée à partir du digraphe C.6b, où les familles F ′2_a, F ′2_b,
F ′3_c, F ′3_d correspondent respectivement aux familles F2_a, F2_b, F3_c, F3_d de la table
C.4 issues de l’approche dédiée de Reinschke sur G(sE−A) (théorème C.4, figure C.5,
table C.4).

2222 ase 

1313 ase 

2

3

1 21a

32a

2323 ase 

11a

(a)

22se 22a

13a

13se

2

3

1 21a

23se
32a

23a

11a

(b)

Figure C.6 – Représentations digraphe équivalentes et explicitées du faisceau sE − A
du système (C.12)

Les considérations précédentes soulignent que le calcul structurel de déterminant à
partir d’un digraphe fait intervenir uniquement la longueur des familles de cycles (elles
doivent être directrices, i.e. de longueur égale à la dimension de la matrice) et le nombre
de cycles disjoints de ces familles. En soit, la présence d’opérateurs sur les arcs n’a au-
cune influence sur le calcul de déterminant. Pour autant, les procédures proposées par
Reinschke dans le cas des systèmes réguliers (théorèmes C.2 page 286 et C.3 page 288)
et singuliers (théorème C.4 page 289) apportent des commodités de détermination des
polynômes caractéristiques permettant de s’affranchir complètement des arcs avec opéra-
teurs dans le cas régulier, ou simplement de s’affranchir des opérateurs et de différencier
les deux types d’arcs, E–Edge et A–Edge, dans le cas singulier. Ces deux procédures
reposent toutefois sur la considération de familles nécessairement directrices, bien que
cette notion soit régulièrement omise dans les formulations.
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Famille de cycles directrice Fi (i.e. de longueur
lFi = n = 3) (−1)n−dFiGFi

(a) F ′2_a (−1)3−1 s e13 (−a21) (−a32)

13se

221a

32a

3

1

(b) F ′2_b (−1)3−2 s e23 (−a11) (−a32)

23se

32a

11a

3

21

(c) F ′3_c (−1)3−1 (−a13) (−a21) (−a32)

13a

2

3

1 21a

32a

(d) F ′3_d (−1)3−2 (−a11) (−a23) (−a32)

32a

23a

11a

21

3

Table C.5 – Calcul du polynôme caractéristique du système (C.12) par l’approche di-
graphe générique (théorème C.1 page 283) sur la figure C.6b

C.2.6 Propriétés du faisceau (sE−A) d’un bond graph et implications
sur la représentation digraphe associée G(sE−A)

Dans le cas d’un vecteur d’état constitué des variables d’énergie de tous les éléments
de stockage et d’une classe de modèle bond graph regroupant tous les bond graphs
linéaires causaux affectés de la causalité préférentielle intégrale, ainsi que les bond graphs
bicausaux dans laquelle il n’existe pas de liens causaux entre éléments de stockage en
causalité dérivée d’une part, et entre un élément de stockage en causalité dérivée et un
élément R d’autre part (dénommée « seconde forme simplifiée » et détaillée dans l’annexe
A.3.5 page 258), le système singulier est donné par :(

II EID

0 0

)(
ẋI
ẋD

)
=

(
AI 0

ADI ID

) (
xI
xD

)
+

(
BI

BD

)
u

y =
(

CI CD
d(·)
dt

) (
xI
xD

)
+

(
D
)

u

(C.13)

Les propriétés des sous-matrices nous permettent de formuler la proposition suivante :
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Proposition C.1
(propriété de la représentation digraphe G(sE −A) associée au faisceau
(sE − A) des variables d’énergie d’un bond graph) Sur la représentation
digraphe G(sE−A) associée à la représentation d’état (C.13), issue d’un bond graph
causal affecté de la causalité préférentielle intégrale ou d’un bond graph bicausal
dans lequel il n’existe pas de liens causaux entre éléments de stockage en causalité
dérivée d’une part, et entre un élément de stockage en causalité dérivée et un élément
R d’autre part, le degré d du polynôme caractéristique du modèle associé, d =
deg det(sE−A), est donné par le nombre maximal de cycles unitaires (boucles) de
type E–Edge que peuvent contenir les familles directrices de G(sE−A).

Démonstration : La démonstration peut s’illustrer sur le digraphe générique de la figure
D.2 page 309 en considérant les hypothèses simplificatrices détaillées dans l’expression
de la proposition C.1 associée au système (C.13). La forme de la matrice E de (C.13)
nous conduit directement aux affirmations suivantes sur G(sE−A) :

— Sous matrice II ∈ RnI×nI : Tous les sommets d’état associés à des stockages en
causalité intégrale possèdent des cycles unitaires de type E–Edge et ne possèdent
aucun autre arc de type E–Edge entre eux.

— Sous matrice EID ∈ RnI×nD : Il existe potentiellement des arcs de type E–Edge
provenant des sommets d’état associés à des stockages en causalité dérivée vers
des sommets d’état associés à des stockages en causalité intégrale (dans ce sens
uniquement).

D’autre part, la forme de la matrice A de (C.13) nous conduit également directement à
l’affirmation qu’il existe un cycle unitaire de type A–Edge pour tous les sommets d’état
associés à des stockages en causalité dérivée. Il n’existe donc pas de cycles impliquant
plusieurs sommets d’état qui puissent comporter plusieurs arcs de type E–Edge. D’autre
part, le fait qu’il existe nécessairement des cycles unitaires de type A–Edge sur tous
les sommets d’état associés à des stockages en causalité dérivée garantit qu’une famille
directrice conduisant au plus grand nombre de cycle unitaire de type E–Edge est celle
comportant le plus grand nombre d’arcs de type E–Edge. (En outre, il peut tout à fait
exister d’autre familles directrices conduisant à ce même nombre maximale de E–Edge).

Fin de la démonstration.

Remarque 1: nous pouvons aisément remarquer que dans le présent cas, cette proposi-
tion nous conduit à un résultat précédemment énoncé : le degré du polynôme caractéris-
tique du système singulier (C.13) est égal au nombre d’éléments de stockage en causalité
intégrale, soit :

nI ≡ d = deg det(sE−A) (C.14)

Remarque 2: nous retrouvons ainsi ici une propriété du système singulier (C.13). Ce
dernier ne comporte pas de mode impulsionnel sur le vecteur d’état, puisque la remarque
précédente conduit à l’égalité Rang(E) = deg det(sE−A).

Remarque 3: en utilisant la notation (C.11), le coefficient du monôme de plus haut
degré du polynôme caractéristique du système singulier (C.13) sera nécessairement de
la forme (C.15). Par convention, nous notons F1 la famille comportant uniquement des
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295 CH. C. Digraphe : définition, calcul de déterminants et de mineurs

cycles unitaires de type E–Edge sur les nI sommets d’état associés aux éléments de sto-
ckage en causalité intégrale et Fi−1 les autres familles.

pnD = (−1)nI−dF1 +
∑

Fi−1 telle que lFi−1=n
avec nI E−edges

(−1)nI−dFi−1 GFi−1 (C.15)

La notation pnD de (C.15) est employée de manière à être consistante avec la proposition
bond graph 4.1 page 116.

Remarque 4: dans le cas général d’un bond graph pouvant se mettre sous la forme
générale (A.23) page 255 (voir par ailleurs de manière générale l’annexe A.3 page 248
pour l’établissement des systèmes d’état issus du bond graph), le coefficient (C.15) re-
présente le monôme en snI du polynôme caractéristique.

Exemple
(Illustration de la proposition C.1) Considérons le digraphe G(sE − A) de la
figure C.7 dans le cas dimensionnant où toutes les sous-matrices non-nulles de (C.13)
sont pleines, pour lequel ni = 3 et nd = 2. Le poids des arcs n’entrant aucunement
en considération dans les développement précédents, nous ne considérons ici que des
poids unitaires par souci de clarté. L’opérateur de Laplace est explicité sur les arcs
de type E–Edge, en bleu et les cycles unitaires sont en gras.

E =


1 0 0 1 1
0 1 0 1 1
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



A =


1 1 1 0 0
1 1 1 0 0
1 1 1 0 0
1 1 1 1 0
1 1 1 0 1

 4

1 2 3

5

(a) (b)

Figure C.7 – (a) exemple d’un faisceau (sE−A) issu d’un bond graph de la forme
(C.13) et (b) représentation digraphe associée G(sE−A)

L’analyse des familles directrices du digraphe C.7b illustre que le degré de det(sE−A)
est donné par la famille conduisant au plus grand nombre de cycles unitaires de type
E–Edge (figure C.8a), ou en d’autres termes, qu’il n’existe pas de familles directrices
impliquant des cycles de plusieurs sommets comprenant plus d’arcs de type E–Edge.
Notons qu’il existe d’autres familles directrices contribuant également au monôme
de plus haut degré de det(sE −A), par exemple celle de la figure C.8b. L’exemple
illustre également l’importance de la sous-matrice ID de (C.13).
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4

1 2 3

5
4

1 2 3

5

(a) (b)

Figure C.8 – Exemples de familles directrices sur le digraphe G(sE−A) de la figure
C.7 pour le calcul de det(sE−A)

Nous pouvons généraliser la proposition C.1 en remarquant le point suivants. Si dans
E la sous-matrice nD × nD relative aux sommets d’état en causalité dérivée n’est pas
nulle, comme par exemple dans la forme (A.25) page 256, une discussion doit être menée :

— si les termes diagonaux de cette sous-matrice sont non-nuls, la proposition est
toujours valable (quelle que soit la forme de la sous-matrice),

— si des termes diagonaux disparaissent et que des termes non-diagonaux appa-
raissent, la proposition peut ne plus être valable suivant la forme du faisceau.

Revenons ainsi à la représentation d’état du système singulier non simplifié (A.25),
ré-explicitée en (C.16) :(

II EID

0 ED

)(
ẋI
ẋD

)
=

(
AI 0

ADI ID

) (
xI
xD

)
+

(
BI

BD

)
u

y =
(

CI CD
d(·)
dt

) (
xI
xD

)
+

(
D
)

u

(C.16)

Les considérations précédentes sur le cas général (C.16) impliquent que la proposition
C.1 reste donc valable si tous les termes diagonaux de la sous-matrice ED sont non
nuls ou si ED est diagonale (avec certains termes potentiellement nuls). Le seul cas où
la proposition pourrait ne pas être valable est l’apparition de termes extra-diagonaux
symétriques associés à des termes diagonaux nuls ; l’ensemble du faisceau serait alors à
analyser (puisqu’il resterait une dépendance avec la complétion des arcs de la matrice
A). Si la généralisation complète de la proposition C.1 à la représentation d’état (C.16)
dépend d’une discussion sur la forme de la sous-matrice ED, nous pouvons toutefois ap-
porter une généralisation sous la forme de la proposition C.2, directement interprétable
en bond graph :

Proposition C.2
(Propriété de la représentation digraphe G(sE −A) associée au faisceau
(sE−A) des variables d’énergie d’un bond graph) Sur la représentation di-
graphe G(sE−A) associée à la représentation d’état (C.16), le degré du polynôme
caractéristique du modèle associé, deg det(sE−A), est donné par une famille direc-
trice conduisant au nombre maximal de cycles unitaires (boucles) de type E–Edge
sur les sommets d’état associés aux variables d’énergie des éléments de stockage en
causalité intégrale.

296 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



297 CH. C. Digraphe : définition, calcul de déterminants et de mineurs

Démonstration : La proposition C.1 est valable sur le système (C.16) en la restreignant
aux sommets d’état associés aux variables d’énergie en causalité intégrale sur G(sE−A).
La contribution maximale d’arc de type E–Edge touchant des sommets d’état associés
aux variables d’énergie en causalité intégrale dans deg det(sE−A) sera nécessairement
via les cycles unitaires de type E–Edge sur ces sommets.

Fin de la démonstration.

Remarque : la proposition C.2 permet d’illustrer clairement que dans le cas d’une
affectation bicausale ou non préférentiellement intégrale, le degré du polynôme caracté-
ristique peut être supérieur au nombre de stockage en causalité intégrale (validant ainsi
cette propriété énoncée dans [Mou00]). Grâce à la forme du faisceau (C.16) et l’exemple
d’illustration de la figure C.7, nous pouvons conclure que le degré du polynôme carac-
téristique d’un système issu d’un bond graph (causal, bicausal) peut au maximum être
égale à nI+nD (comme initialement énoncé dans (C.10) en prenant ici comme dimension
du vecteur d’état n = nI + nD). Voir par exemple l’exemple de la section 4.2.2.4 page
123). 4

Une déclinaison très simple et fondamentale de la proposition C.2 pour la scrutation
d’un bond graph fournissant un système pouvant se mettre sous la forme (C.16) peut être
faite pour l’étude de son polynôme caractéristique : son degré est donné par les familles
de cycles évitant les sommets associés aux éléments de stockage en causalité intégrale et
impliquant le plus grand nombre de ceux associés aux éléments de stockage en causalité
dérivée (et donc dans des cycles d’ordre négatif s’ils existent).

C.2.7 Propriétés de la matrice système P(s) issu d’un bond graph et
implications sur la représentation digraphe associée G(Σd)

Nous étendons dans cette section les considérations précédentes faites sur les pro-
priétés du faisceau (sE −A) issu d’un modèle bond graph n’incluant que les variables
d’énergie (proposition C.1 page 294) à la matrice système P(s) et en déduisons les impli-
cations sur le digraphe G(Σd) associé. La finalité est l’obtention de propriétés structurelles
de scrutation du bond graph pour la détermination graphique de det(P(s)), en utilisant
la correspondance digraphe/bond graph.

Pour établir les propriétés de P(s) issu du bond graph, nous utilisons dans un premier
temps la représentation d’état simplifiée (C.18) du système, simplement réécrite à partir

4. Nous rappelons que les cycles digraphes sont définis de telle sorte que leur longueur est égale
au nombre de sommets composant le cycle. En d’autre termes, il n’est pas possible d’avoir une famille
directrice avec un nombre d’arcs de type E–Edge supérieur au nombre maximal de sommets d’état, égal
à nI + nD.
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C.2. Déterminant et mineurs 298

de (C.13) 5 : II EID 0
0 0 0
0 CD 0


 ẋI

ẋD
ẏ

 =

 AI 0 0
ADI ID 0
−CI 0 Iy


xI

xD
y

+

BI

BD

−D

u (C.18)

La représentation (C.18) implique que du point de vue du digraphe, les arcs supplé-
mentaires de type E–Edge (i.e. avec opérateur de Laplace provenant de la matrice E)
entre G(sE − A) de (C.13) et G(Σd) proviendront uniquement des composantes de la
sous-matrice CD associée sur le bond graph aux chemins causaux entre éléments de sto-
ckage d’énergie en causalité dérivée et détecteurs 6. Suivant (C.18), tous les autres arcs
du digraphe G(Σd) relatifs aux sommets d’entrée et de sortie ne portent pas d’opérateurs
(rappelons notamment que l’ensemble des détecteurs causalement liés à des éléments de
stockages en causalité intégrale est porté par la sous-matrice −CI et que les transmis-
sions directes entrée/sortie sont portées par la sous-matrice −D). Nous pouvons ainsi
formuler la proposition suivante :

Proposition C.3
(propriété de la représentation digraphe G(Σd) associée à la matrice sys-
tème P(s) issue d’un modèle bond graph) Sur la représentation digraphe G(Σd)
associée à la représentation d’état (C.18), issue d’un bond graph causal affecté de la
causalité préférentielle intégrale ou d’un bond graph bicausal dans lequel il n’existe
pas de liens causaux entre éléments de stockage en causalité dérivée d’une part, et
entre un élément de stockage en causalité dérivée et un élément R d’autre part, le
degré du déterminant de la matrice système, deg det(P(s)), est associé à la famille
directrice aboutissant au nombre maximal de cycles unitaires (boucles) de type E–
Edge de G(Σ′d), digraphe augmenté obtenu à partir de G(Σd) en ajoutant un arc
de retour de poids (−1) entre chaque sommet de sortie et chaque sommet d’entrée
(dans ce sens).

Démonstration : Cette démonstration reprend celle de la proposition C.1 (alors ap-
pliquée au faisceau (sE − A) n’impliquant que les variables d’énergie du système). Un
raisonnement similaire est ici appliqué sur le faisceau étendu aux variables de sortie
(sE′−A′) de (C.18), comprenant de manière exhaustive l’ensemble des arcs avec opéra-
teur de Laplace susceptibles d’apparaitre dans G(Σ′d) et permettant ainsi de démontrer
sur le digraphe G(sE′−A′) associé au système (C.18) les propriétés de G(Σ′d) énoncées en
proposition C.3. Seuls les arcs (entrées→ états) et les arcs de retour (sorties→ entrées)
sont dans un premier temps écartés de la démonstration et seront réhabilités dans la

5. Voir annexe A.3.5 page 258. La forme (C.18) a également été utilisée au chapitre 5, section 5.4.2.3,
équation (5.58) page 205. En d’autres termes, la forme (C.18) est une représentation d’état{

E′ẋ = A′x + B′u
y′ = C′x (C.17)

où la variable d’état x dans (C.17) regroupe l’ensemble des variables bond graph d’énergie et de sortie
de (C.13) i.e. X = (xI ,xD,y) et la variable y′ dans (C.17) ne représente qu’une copie des sorties bond
graph i.e. C′ =

[ 0 0
0 Iy

]
.

6. Nous avons établi en section 5.4.2.3 page 204 que la sous-matrice CD était responsable de l’appari-
tion de modes impulsionnels sur les variables non-énergétiques de sortie causalement liées à des éléments
de stockage en causalité dérivée (proposition 5.1 page 204). Seuls ces chemins bond graph, d’ordre néga-
tif, impliquent la présence additionnelle d’opérateur de Laplace sur les arcs associés du digraphe G(Σd)
i.e. autre que les arcs entre variables d’énergie.
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299 CH. C. Digraphe : définition, calcul de déterminants et de mineurs

considération de l’ensemble des familles directrices de G(Σ′d).

La forme de la matrice E′ de (C.18) nous conduit aux affirmations suivantes sur G(Σ′d) :

— Sous matrice II ∈ RnI×nI : Tous les sommets d’état associés à des stockages en
causalité intégrale possèdent des cycles unitaires de type E–Edge et ne possèdent
aucun autre arc de type E–Edge entre eux.

— Sous matrice EID ∈ RnI×nD : Il existe potentiellement des arcs de type E–Edge
provenant des sommets d’état associés à des stockages en causalité dérivée vers
des sommets d’état associés à des stockages en causalité intégrale (dans ce sens
uniquement).

— Sous matrice CD ∈ RnY ×nD : Il existe potentiellement des arcs de type E–Edge
provenant des sommets d’état associés à des stockages en causalité dérivée vers
des sommets associés à des sorties (dans ce sens uniquement).

La forme de la matrice A′ de (C.18) nous conduit également à affirmer, d’une part, qu’il
existe un cycle unitaire de type A–Edge pour tous les sommets d’état associés à des
stockages en causalité dérivée (sous matrice ID ∈ RnD×nD) et, d’autre part, qu’il existe
un cycle unitaire de type A–Edge pour tous les sommets d’état associés aux sorties.(sous
matrice Iy).

Il n’existe donc pas de cycles impliquant plusieurs sommets d’état (qu’ils soient asso-
ciés à des stockages en causalité intégrale ou dérivée) et/ou de sommets associés à des
sorties qui puissent comporter plusieurs arcs de type E–Edge. Cela se justifie par le fait
que les seuls arcs de type E–Edge autres que ceux formant des cycles unitaires sont des
arcs qui arrivent vers les sommets d’états associés à des stockages en causalité inté-
grale et qui arrivent vers les sommets associés aux sorties, provenant nécessairement des
sommets d’état associés à des causalités en dérivation. D’autre part, le fait qu’il existe
nécessairement des cycles unitaires de type A–Edge sur tous les sommets d’état associés
à des stockages en causalité dérivée et des sommets associés aux sorties garantit qu’une
famille directrice conduisant au plus grand nombre de cycle unitaire de type E–Edge est
celle comportant le plus grand nombre d’arcs de type E–Edge.

Fin de la démonstration.

Remarque : contrairement au cas de la proposition C.1, i.e. cas du seul faisceau repré-
sentant les variables d’énergie du système auquel le digraphe G(sE−A) est associé, dans
le présent cas deg det(P(s)) n’est pas nécessairement donné par le nombre de cycle uni-
taire de type E–Edge de la famille directrice en question, puisqu’il peut exister des cycles
impliquant des arcs de type E–Edge entre les sommets d’états associés aux stockage en
causalité dérivée et les sommets associés aux sorties (sous-matrice CD). La proposition
C.3 garantit uniquement que deg det(P(s)) sera associé à la famille directrice comportant
le plus grand nombre de cycles unitaire de type E–Edge de G(Σ′d).
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C.2. Déterminant et mineurs 300

Exemple 1
(Remarque préalable sur le digraphe G(sE′−A′) du faisceau étendu (C.18))
Considérons le digraphe G(sE′ −A′) de la figure C.9 dans le cas dimensionnant où
toutes les sous-matrices non-nulles de (C.18) sont pleines, pour lequel nI = 2, nD = 2
et nY = 2. Le poids des arcs n’entrant aucunement en considération dans les déve-
loppements précédents, nous ne considérons ici que des poids unitaires par souci de
clarté. L’opérateur de Laplace est explicité sur les arcs de type E–Edge en bleu, et
les cycles unitaires sont en gras (le code couleur est ici consistant avec celui de la
figure C.7 page 295).

E′ =



1 0 1 1 0 0
0 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0



A′ =



1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 1



3

1 2

5 6

4

(a) (b)

Figure C.9 – (a) Exemple d’un faisceau (sE′−A′) étendu aux variables de sorties,
issu d’un bond graph direct de la forme (C.18) et (b) représentation digraphe associée
G(sE′ −A′)

L’analyse des familles directrices du digraphe C.9b illustre que le degré de det(sE′−
A′) est donné par la famille conduisant au plus grand nombre de cycle unitaire de
type E–Edge (figure C.10a), ou en d’autres termes qu’il n’existe pas de familles di-
rectrices impliquant des cycles de plusieurs sommets comprenant plus d’arcs de type
E–Edge sur ce faisceau (cette précision est importante, puisque nous ne considérons
pas (encore) le digraphe complet G(Σ′d)). Notons qu’il existe d’autres familles di-
rectrices contribuant également au monôme de plus haut degré de det(sE′ − A′),
par exemple celle de la figure C.10b. L’exemple illustre également l’importance des
sous-matrices ID et Iy dans la constitution de la famille directrice de G(sE′−A′) de
la figure C.10a.

3

1 2

5 6

4 3

1 2

5 6

4

(a) (b)

Figure C.10 – Exemples de familles directrices sur le digraphe G(sE′ − A′) de la
figure C.9 intervenant dans le calcul de det(sE′ −A′) de (C.18)
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Exemple 2
(Illustration de la proposition C.3 : digraphe G(Σd) d’un système sur la
base de la représentation (C.18)) Sans perte de généricité, considérons le système
de la figure C.11 construit à partir du faisceau de la figure C.9.

E′ =



1 0 1 1 0 0
0 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0



A′ =



1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 1


B′ =

[
1 0 1 0 1 0

]T
C′ =

[
0 0 0 0 1 0

]

2

6

4

y

3

1

5

u

“C ”

(a) (b)

Figure C.11 – (a) Exemple de représentation issue de la forme (C.18) et (b) repré-
sentation digraphe associée G(Σ′d)

Par soucis de clarté, nous ne considérons ici qu’une entrée u et qu’une sortie y. Bien
que les matrices B′ et C′ ne soient pas pleines, l’exemple est générique dans la mesure
où tous les types d’arcs sont représentés i.e. (entrées→ états en causalité intégrale),
(entrées→ états en causalité dérivée) et (entrées→ sorties), respectivement associés
aux sous matrices BI , BD et −D de (C.18).

L’exemple C.11 illustre la proposition C.3 à travers la famille directrice C.12a.
Comme précédemment mentionné, d’autres familles peuvent contribuer au monôme
de plus haut degré (figure C.12b).

2

6

y

3

1

5

u

4

“C ”

2

6

4

y

3

1

5

u

“C ”

(a) (b)

Figure C.12 – Exemples de familles directrices sur le digraphe G(Σ′d) de la figure
C.11b contribuant au monôme de plus haut degré de det(P(s))
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La proposition C.3 et les deux précédents exemples associés nous conduisent au lemme
C.4, directement interprétable sur le bond graph :

Lemme C.4
(Degré du déterminant de la matrice système P(s) issue d’un modèle
bond graph) Sur la représentation digraphe augmentée G(Σ′d) associée à la re-
présentation d’état (C.18), issue d’un bond graph causal affecté de la causalité
préférentielle intégrale ou d’un bond graph bicausal dans lequel il n’existe pas
de liens causaux entre éléments de stockage en causalité dérivée d’une part, et
entre un élément de stockage en causalité dérivée et un élément R d’autre part,
le degré du déterminant de la matrice système, deg det(P(s)), est donné par le
nombre d’arc de type E–Edge de la famille directrice aboutissant au nombre maxi-
mal de cycles unitaires (boucles) de type E–Edge et au nombre maximal de cycles
(entrées→ états en causalité dérivée→ sorties→ entrées).

Démonstration :

Le résultat découle immédiatement de la proposition C.3 page 298.

Fin de la démonstration.

Remarque : le lemme C.4 conduit à sup (deg det(P(s))) = nI + nD.

Le lemme C.4 implique la scrutation de familles bond graph de chemins entrée/sortie
évitant les éléments de stockage en causalité intégrale et impliquant le plus possible en
causalité dérivée, empruntant préférentiellement les chemins causaux (entrée→ stockage
en causalité dérivée) i.e. chemins causaux entre variables U et variables zD, associés à
BD, et les chemins causaux (stockage en causalité dérivée→ sortie) i.e. chemins causaux
entre variables ẋD et Y, associés à CD.

Nous souhaitons à présent généraliser la proposition C.3, formulé sur la forme (C.18),
à la représentation non simplifiée (C.19), réécrite à partir de (C.16) :II EID 0

0 ED 0
0 CD 0


 ẋI

ẋD
ẏ

 =

 AI 0 0
ADI ID 0
−CI 0 Iy


xI

xD
y

+

BI

BD

−D

u (C.19)

Structurellement, nous remarquons que la simplification de la représentation d’état (C.19)
en (C.18) est uniquement portée par la simplification du faisceau (sE−A) de la représen-
tation (C.16) en (C.13) précédemment discutée (section C.2.6 page 293). Nous pouvons
ainsi rappeler les points évoqués lors de cette précédente analyse, toujours valables dans
le présent cas. Si dans E, la sous-matrice nD × nD relative aux sommets d’état en cau-
salité dérivée n’est pas nulle (cas (C.19)), une discussion doit être menée :

— si les termes diagonaux de cette sous-matrice sont non-nuls, la proposition est
toujours valable (quelle que soit la forme de la sous-matrice),

— si des termes diagonaux disparaissent et que des termes non-diagonaux appa-
raissent de manière symétrique, la proposition peut ne plus être valable suivant
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la forme du faisceau.

Si la généralisation complète de la proposition C.3 à la représentation d’état non simpli-
fiée (C.19) dépend d’une discussion sur la forme de la sous-matrice ED, nous pouvons
toutefois apporter une généralisation sous la forme de la proposition C.5, directement
interprétable en bond graph :

Proposition C.5
(Propriété de la représentation digraphe G(Σd) associée à la matrice sys-
tème P(s) issue d’un bond graph) Sur la représentation digraphe G(Σd) associée
à la représentation d’état (C.19), le degré du déterminant de la matrice système,
deg det(P(s)), est associé à la famille directrice aboutissant au nombre maximal
de cycles unitaires (boucle) de type E–Edge sur les sommets d’état associés aux va-
riables d’énergie en causalité intégrale de G(Σ′d), digraphe augmenté obtenu à partir
de G(Σd) en ajoutant un arc de retour de poids (−1) entre chaque sommet de sortie
et chaque sommet d’entrée (dans ce sens).

Démonstration : Nous reprenons ici directement la démonstration de la proposition
C.2. La proposition C.3 est valable sur le système (C.19) en la restreignant aux sommets
d’état associés aux variables d’énergie en causalité intégrale sur G(Σ′d) : la contribution
maximale d’arc de type E–Edge touchant des sommets d’état associés aux variables
d’énergie en causalité intégrale dans deg det(P(s)) sera nécessairement via les cycles
unitaires de type E–Edge sur ces sommets.

Fin de la démonstration.

La proposition C.5 implique une déclinaison très simple et fondamentale de scrutation
d’un bond graph pouvant se mettre sous la forme (C.19) pour l’étude du déterminant
de sa matrice système : deg det(P(s)) est donné par les familles de cycles évitant les
éléments de stockage en causalité intégrale et impliquant le plus d’éléments de stockage
en causalité dérivée (sous entendu dans des cycles d’ordre négatif et dans des chemins
(entrée → sortie) d’ordre négatif ).

Remarque : la proposition C.5 conduit à sup (deg det P(s)) = nI + nD (comme dans
le cas simplifié de la représentation d’état (C.18).
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AnnexeD

Correspondanceétendueentre
digrapheetbondgraph

D.1 Introduction

La présente annexe D propose de préciser et d’étendre la correspondance qui peut être
faite entre le formalisme digraphe et le formalisme bond graph, originellement introduite
par Rahmani [Rah93] pour le calcul du polynôme caractéristique d’un système régulier
(section B.4 page 273, théorème B.1), en support du chapitre 4. Cette correspondance
digraphe/bond graph a été initialement construite sur l’obtention d’une représentation
d’état à partir du bond graph et d’une traduction de cette représentation d’état en di-
graphe (cette traduction bond graph vers digraphe est présentée aux sections B.2 et B.3
en précisant les hypothèses originelles). Grâce aux travaux de Reinschke sur le calcul
de déterminant en digraphe (section C.2) et notamment la détermination graphique du
polynôme caractéristique d’un système régulier sur son digraphe associé (section C.2.2,
théorème C.2), Rahmani a établi une correspondance entre des familles de cycles sur le
digraphe et des familles de cycles sur le bond graph pour porter les procédures digraphes
de Reinschke [Rei88] sur le bond graph associé à un système régulier (section B.4,
théorème B.1, originellement formulé pour des bond graphs sans causalité dérivée sur les
éléments de stockage d’énergie, ni boucle algébrique de type 2ZCP ou 3ZCP ) 1.

La correspondance proposée par Rahmani [Rah93] pour le calcul de det(sI−A) s’établit
entre les cycles disjoints d’un digraphe et les cycles BG-Différents (définition B.9 page
264) d’un bond graph causal pour le calcul du polynôme caractéristique d’un système
régulier 2. Par extension, la correspondance est valable sur les chemins causaux du bond
graph et notamment utilisée par Jardin [Jar10] pour démontrer une procédure de calcul
du déterminant de la matrice système P(s) d’un système régulier à partir d’un bond
graph (théorème B.2 page 275). Cette correspondance étant uniquement basée sur la
nature des arcs entre les deux formalismes, il n’y a pas de restriction sur le type de bond
graph considéré (causal/bicausal, avec ou sans causalités dérivées sur les éléments de
stockage, et par ailleurs utilisée à ce titre par El Feki [EF11] pour formuler le théorème
B.4 page 279). Ce sont les simplifications opérées sur la représentation d’état du système

1. Une extension du théorème B.1 au cas des boucles algébriques de type 2ZCP ou 3ZCP impliquant
les éléments R a été discuté par Jardin [Jar10], voir section B.4.

2. La définition B.9 et la correspondance digraphe/bond graph mentionnée a notamment été exploitée
par Rahmani [Rah93], Jardin [Jar10], El Feki [EF11] et discutée par Fotsu Ngwompo [FN97]. Notons
toutefois que certaines références utilisant cette correspondance peuvent être quelque peu ambiguës sur
les définitions des types de chemins ([Yan12], Définition 2.39), d’où l’importance de la précision exacte
de cette correspondance. En outre, les définitions bond graph de chemins disjoints de Mouhri [Mou00]
et Mosiek [Mos99] sont bien consistantes avec celles de nos présents travaux (définition B.8 page 264).
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qui engendre les hypothèses simplificatrices sur les bond graphs considérés dans les pro-
cédures.

Après les précédents rappels sur les procédures existantes et les hypothèses associées,
nous souhaitons à présent préciser la correspondance digraphe/bond graph existante et
l’étendre à une classe de bond graph plus large (bond graph causal/bicausal sans cau-
salité préférentielle, avec potentiellement des boucles causales d’ordre 0 de type 1ZCP ,
2ZCP , 3ZCP et 4ZCP , avec également potentiellement des champs R et/ou IC). Nous
souhaitons clairement expliciter dans la procédure D.1 que nous proposons, la corres-
pondance graphique entre digraphe et bond graph au niveau des cycles. Nous proposons
également d’expliciter clairement tous les types d’arcs sur le digraphe issus des chemins
causaux du bond graph et associés aux matrices E et A en exposant notamment les arcs
avec opérateur de Laplace dans les digraphes construits à partir de la procédure D.1.

D.2 Procédure de construction du digraphe associé à un
modèle bond graph

Nous proposons dans ce paragraphe une procédure permettant d’établir la corres-
pondance entre un digraphe et un bond graph représentant un système linéaire singulier
à faisceau régulier de la forme :II EID 0

0 ED 0
0 EλD 0


 ẋI(t)

ẋD(t)
ẋλ(t)

 =

 AI 0 AIλ

ADI ID ADλ

AλI 0 Iλ + Aλ


xI(t)

xD(t)
xλ(t)

 +

BI

BD

Bλ

 u(t)

y(t) =
(

CI CD
d(·)
dt

Cλ

) xI(t)
xD(t)
xλ(t)

 +
(
D
)

u(t)

(D.1)
où,

— xI(t) ∈ RnI est le vecteur des variables d’énergie des éléments de stockage en
causalité intégrale,

— xD(t) ∈ RnD est le vecteur des variables d’énergie des éléments de stockage en
causalité dérivée,

— xλ(t) ∈ Rnλ est un vecteur de variables de flux ou d’effort, dans le bond graph,
choisies pour la représentation d’état.

Parmi les différentes sous-matrices de (D.1), II , ID et Iλ sont des matrices identité de
dimension respectives nI , nD et nλ, et CD est une matrice d’opérateur de dérivation
par rapport au temps. Les autres matrices sont quelconques, à coefficients réels, et sont
de dimensions correspondantes à celles des vecteurs xI , xD et xλ. Le bond graph re-
présentant le système d’état (D.1) est général, sans causalité préférentielle particulière,
causal ou bicausal, pouvant contenir des boucles d’ordre 0 de type 1ZCP , 2ZCP , 3ZCP
et 4ZCP dans la classification de van Dijk [vD94] ainsi que des champs R et IC. Il
doit respecter les contraintes globales de causalité pour que sa structure de jonction soit
résoluble [vD94]. La procédure D.1 que nous proposons dans la présente section nous
permet d’obtenir le digraphe générique de la figure D.1. Nous établirons également les
correspondances entre les gains statiques des chemins causaux du bond graph et les poids
des arcs du digraphe.
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307 CH. D. Correspondance étendue entre digraphe et bond graph

Procédure D.1
Soit un modèle bond graph causal/bicausal représentant le système singulier linéaire
et invariant dans le temps (D.1). Le digraphe correspondant, représenté sur la figure
D.1, est obtenu en appliquant les règles suivantes :

1. Chaque variable d’énergie associée à un élément de stockage d’énergie en
causalité intégrale, chaque variable d’énergie associée à un élément de sto-
ckage d’énergie en causalité dérivée, chaque variable de puissance choisie
dans le vecteur d’état, chaque variable d’entrée associée à une source d’ef-
fort ou de flux et chaque variable de sortie associée à un détecteur d’effort
ou de flux est respectivement représentée par un sommet d’état xIi , xDi et
xλi , d’entrée ui et de sortie yi sur le digraphe.

2. sous matrice II : à chaque sommet d’état xIi du digraphe est associée une
boucle de type E–edge de poids unitaire.

3. sous matrice EID : chaque chemin causal reliant la dérivée d’une variable
d’énergie xDi à la dérivée d’une variable d’énergie xIj est représenté par un
arc de type E–edge reliant le sommet d’état xDi au sommet d’état xIj , dont
le poids eIDji de l’arc est égal à l’opposé du gain statique du chemin causal,

4. sous matrice ED : chaque chemin causal reliant la dérivée d’une variable
d’énergie xDi à une variable d’énergie xDj est représenté par un arc de type
E–edge reliant le sommet d’état xDi au sommet d’état xDj , le poids eDji de
l’arc étant égal au gain statique du chemin causal,

5. sous matrice EλD : chaque chemin causal reliant une variable d’énergie xDi
à une variable de puissance xλj est représenté par un arc de type E–edge
reliant le sommet d’état xDi au sommet d’état xλj , dont le poids eλDji de
l’arc est égal au gain statique du chemin causal,

6. sous matrice AI : chaque chemin causal reliant une variable d’énergie xIi
à la dérivée d’une variable d’énergie xIj est représenté par un arc de type
A–edge reliant le sommet d’état xIi au sommet d’état xIj , le poids aIji étant
égal au gain du chemin causal,

7. sous matrice AIλ : chaque chemin causal reliant une variable de puissance
xλi à la dérivée d’une variable d’énergie xIj est représenté par un arc de
type A–edge reliant le sommet d’état xλi au sommet d’état xIj , dont le
poids aIλji de l’arc est égal au gain du chemin causal,

8. sous matrice ADI : chaque chemin causal reliant une variable d’énergie xIi à
une variable d’énergie xDj est représenté par un arc de type A–edge reliant
le sommet d’état xIi au sommet d’état xDj , dont le poids aDIji de l’arc est
égal à l’opposé du gain du chemin,

9. sous matrice ID : à chaque sommet d’état xDi du digraphe est associée une
boucle de type A–edge de poids unitaire,

10. sous matrice ADλ : chaque chemin causal reliant une variable de puissance
xλi à la dérivée d’une variable d’énergie xDj est représenté par un arc de
type A–edge reliant le sommet d’état xλi au sommet d’état xDj , le poids
aDλji de l’arc étant égal à l’opposé du gain du chemin causal,

11. sous matrice AλI : chaque chemin causal reliant une variable d’énergie xIi
à une variable de puissance xλj est représenté par un arc de type A–edge
reliant le sommet d’état xIi au sommet d’état xλj , le poids aλIji de l’arc
étant égal à l’opposé du gain du chemin,

12. sous matrice Iλ : à chaque sommet d’état xλi du digraphe est associée une
boucle de type A–edge, de poids unitaire,
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13. sous matrice Aλ : chaque chemin causal reliant une variable de puissance
xλi à une variable de puissance xλj est représenté par un arc de type A–
edge reliant le sommet d’état xλi au sommet d’état xλj , le poids aλji de l’arc
étant égal à l’opposé du gain du chemin causal,

Les règles 1 à 13 suffisent à constituer le digraphe duquel on peut établir
le polynôme caractéristique du système singulier (D.1) (voir la figure D.2).
Pour calculer le déterminant de sa matrice système P(s) et ses mineurs, le
digraphe doit être complété par les règles 14 à 21 suivantes :

14. sous matrice BI : chaque chemin causal reliant une variable d’entrée ui à la
dérivée d’une variable d’énergie xIj est représenté par un arc de type A–edge
reliant le sommet d’entrée ui au sommet d’état xIj , le poids bIji de l’arc
étant égal au gain du chemin causal,

15. sous matrice BD : chaque chemin causal reliant une variable d’entrée ui à
une variable d’énergie xDj est représenté par un arc de type A–edge reliant
le sommet d’entrée ui au sommet d’état xDj , le poids bDji de l’arc étant
égal à l’opposé du gain du chemin causal,

16. sous matrice Bλ : chaque chemin causal reliant une variable d’entrée ui à
une variable de puissance xλj est représenté par un arc de type A–edge
reliant le sommet d’entrée ui au sommet d’état xλj , le poids bλji de l’arc
étant égal à l’opposé du gain du chemin causal,

17. sous matrice CI : chaque chemin causal reliant une variable d’énergie xIi à
une variable de sortie yj est représenté par un arc de type A–edge reliant le
sommet d’état xIi au sommet de sortie yj , le poids CIji de l’arc étant égal
au gain du chemin causal,

18. sous matrice CD : chaque chemin causal reliant la dérivée d’une variable
d’énergie xDi à une variable de sortie yj est représenté par un arc de type
E–edge reliant le sommet d’état xDi au sommet de sortie yj , le poids cDji
étant égal à l’opposé du gain du chemin causal,

19. sous matrice Cλ : chaque chemin causal reliant une variable de puissance
xλi à une variable de sortie yj est représenté par un arc de type A–edge
reliant le sommet d’état xλi au sommet de sortie yj , le poids cλji de l’arc
étant égal au gain du chemin causal,

20. sous matrice D : chaque chemin causal reliant une variable d’entrée ui à
une variable de sortie yj est représenté par un arc de type A–edge reliant le
sommet d’entrée ui au sommet de sortie yj , le poids dji de l’arc étant égal
au gain du chemin causal,

21. Chaque sommet de sortie yi du digraphe est relié à chaque sommet d’entrée
uj par un arc de poids −1.

Sur la représentation digraphe de la figure D.1 issue de la procédure D.1, nous pouvons
remarquer les points suivants :

— les arcs de type E–edge sont associés :

— soit aux variables d’énergie xIi , correspondant à des boucles sur le digraphe,
de poids unitaire. Ces boucles ne correspondent à aucun cycle causal sur le
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309 CH. D. Correspondance étendue entre digraphe et bond graph

Figure D.1 – Digraphe générique obtenu à partir d’un modèle bond graph en appliquant
la procédure D.1

Figure D.2 – Remarque sur le digraphe générique obtenu à partir d’un modèle bond
graph en appliquant les items 1 à 13 de la procédure D.1

bond graph associé,

— soit à tous les chemins causaux du bond graph issus des éléments de stockage
en causalité dérivée.

— les arcs de type A–edge sont associés :

— soit aux variables d’énergie xDi et aux variables de puissance xλi , correspon-
dant à des boucles de poids unitaire. Ces boucles ne correspondent à aucun
cycle causal sur le bond graph associé,
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— soit à tous les chemins causaux du bond graph issus des éléments de stockage
en causalité intégrale, des variables de puissance choisies dans le vecteur d’état
et des sources.

Les arcs de type E–edge ou A–edge peuvent ainsi être discriminés suivant qu’ils appa-
raissent explicitement ou non dans des chemins causaux du bond graph. En considérant
uniquement dans un premier temps les sommets d’états du digraphe, notons respective-
ment netEx et netAx le nombre d’arcs de type E–edge et A–edge associés aux variables
d’énergie xIi et xDi et aux variables de puissance xλi du modèle bond graph (sous en-
tendu, entre elles uniquement). Le nombre d’arcs de type E–edge (resp. de type A–edge)
provenant de la sous-matrice II (resp. des sous matrices ID et Iλ) est noté nEx,b (resp.
nAx,b). Tous ces arcs sont associés à des boucles de poids unitaire sur les digraphes des
figures D.1 et D.2. Le nombre d’arcs de type E–edge provenant des sous-matrices EID,
ED et EλD est respectivement noté nEx,b̄,D→I , nEx,b̄,D→D et nEx,b̄,D→λ ; leur somme est
notée netEx,b̄. Le nombre d’arcs de type A–edge provenant des sous-matrices ADI , AI ,
AIλ, AλI , Aλ et ADλ est respectivement noté nAx,b̄,I→D, nAx,b̄,I→I , nAx,b̄,λ→I , nAx,b̄,I→λ,
nAx,b̄,λ→λ et nAx,b̄,λ→D ; leur somme est notée netAx,b̄. Nous avons évidemment

netEx = nEx,b + netEx,b̄

= nEx,b + nEx,b̄,D→I + nEx,b̄,D→D + nEx,b̄,D→λ

(D.2)

et
netAx = nAx,b + netAx,b̄

= nAx,b + nAx,b̄,I→D + nAx,b̄,I→I + nAx,b̄,λ→I
+ nAx,b̄,I→λ + nAx,b̄,λ→λ + nAx,b̄,λ→D

(D.3)

Il est ainsi important de préciser que les netEx,b̄ arcs de type E–edge et les netAx,b̄ arcs
de type A–edge du digraphe correspondent à des chemins causaux intervenant dans les
cycles du bond graph associé (voir par ailleurs la section D.3). En revanche, les nEx,b arcs
de type E–edge et les nAx,b formant respectivement les nEx,b boucles de type E–edge et
les nAx,b boucles de type A–edge sur le digraphe (figures D.1 et D.2) ne sont pas associés
à des chemins causaux sur le bond graph.

En considérant à présent l’ensemble des arcs de type E–edge et A–edge sur le digraphe
de la figure D.1, i.e. en considérant en plus des précédents, les arcs associés aux variables
d’entrée ui et de sorties yi, nous pouvons proposer les considérations suivantes : notons
respectivement nuy Ex et nuy Ax le nombre d’arcs de type E–edge et A–edge associés aux
variables ui et yi apparaissant dans le digraphe générique de la figure D.1 et non dans ce-
lui de la figure D.2 i.e. ceux issus des items 14 à 21 de la procédure D.1. Le nombre d’arcs
de type E–edge provenant de la sous-matrice CD est noté nEx,b̄,D→y. Le nombre d’arcs de
type A–edge provenant des sous-matrices BI , BD, Bλ, CI , Cλ et D est respectivement
noté nAx,b̄,u→I , nAx,b̄,u→D, nAx,b̄,u→λ, nAx,b̄,I→y, nAx,b̄,λ→y et nAx,b̄,u→y ; leur somme est
notée nuy Ax,b̄. En utilisant l’équation (D.2), nous pouvons définir nEx , le nombre total
d’arc de type E–edge dans le digraphe générique de la figure D.1 :

nEx = netEx + nEx,b̄,D→y

= nEx,b + nEx,b̄,D→I + nEx,b̄,D→D + nEx,b̄,D→λ + nEx,b̄,D→y

(D.4)

D’autre part, en utilisant (D.3), nous pouvons également définir nAx , le nombre total
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311 CH. D. Correspondance étendue entre digraphe et bond graph

d’arc de type A–edge dans le digraphe générique de la figure D.1. Nous avons nAx =
netAx + nuy Ax,b̄, soit donc

nAx = nAx,b + nAx,b̄,I→D + nAx,b̄,I→I + nAx,b̄,λ→I
+ nAx,b̄,I→λ + nAx,b̄,λ→λ + nAx,b̄,λ→D

+ nAx,b̄,u→I + nAx,b̄,u→D + nAx,b̄,u→λ
+ nAx,b̄,I→y + nAx,b̄,λ→y + nAx,b̄,u→y

(D.5)

La procédure D.1 est illustrée dans les exemples suivants (pages 311 et 312).

Exemple 1
Considérons le modèle de la figure D.3, ne précisant pas de sources et de détecteurs.
La représentation d’état est donnée en (D.6).

1Dp
2Dp

1 0

1I

2Ip

1

2I

2dI

1I
p

R

1dI

Figure D.3 – Exemple de bond graph avec deux éléments de stockage d’énergie en
causalité dérivée


1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0



ṗI1

ṗI2

ṗD1

ṗD2

 =


−R/I1 R/I2 0 0
R/I1 −R/I2 0 0
−Id1/I1 0 1 0

0 −Id2/I2 0 1



pI1

pI2

pD1

pD2

 (D.6)

Le digraphe obtenue par la procédure D.1 est proposé en figure D.4.

s

22 IId

1IRs
2IR

1I
p

2Ip

2Dp

1IR

2IR

1

s

1Dp

1

s

11 IId

Figure D.4 – Digraphe du modèle de la figure D.3 par la procédure D.1

Remarque : par souci de clarté, le digraphe de la figure D.4 explicite les arcs
de type E–edge en précisant l’opérateur de Laplace dans leur poids respectif. En
toute rigueur, la procédure D.1 ne conduit pas à introduire ces opérateurs, qui sont
par ailleurs pris en compte dans les procédures digraphes par simple distinction entre
E–edge et A–edge comme l’induit la procédure D.1 (voir également la section C.2.5
page 289).
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Exemple 2
Considérons le modèle de la figure D.5, précisant une source de flux et un détecteur
d’effort. La représentation d’état est proposée en (D.7).

1 0

1I

2Ip

1

2I

dI

1I
p

1

Dp

fS
u

eD

y



Figure D.5 – Exemple de bond graph avec un élément de stockage d’énergie en
causalité dérivée
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(D.7)

Le digraphe obtenue par la procédure D.1 est proposé en figure D.6.

s
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dI s

Figure D.6 – Digraphe du modèle de la figure D.5 par la procédure D.1

Introduisons dans (D.7) la variable d’état de puissance λ précisée sur la figure D.5,
i.e. la variable d’effort sur le lien de puissance imposant l’effort sur la jonction 0. Le
système se met sous la forme (D.8), équivalente à (D.7).
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Le digraphe associé à (D.8) est donné en figure D.7.
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1


dI 1s

1

1
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Figure D.7 – Digraphe du modèle de la figure D.5 en introduisant la variable d’état
supplémentaire λ

Les calculs graphiques de déterminant tels la détermination du polynôme caractéris-
tique ou du déterminant de la matrice système sur les digraphes des figures D.6 et
D.7 conduisent au même résultat à un coefficient près (en l’occurrence −1 dans le
présent cas compte tenu du choix des variables).

Remarque : Comme dans la représentation de la figure D.4 page 311 et la re-
marque associée, par souci de clarté, le digraphe de la figure D.7 explicite les arcs de
type E–edge en précisant l’opérateur de Laplace dans leur poids respectif.

Contribution de plusieurs chemins causaux du bond graph à un même terme
des matrices de la représentation d’état Sur le bond graph, un ensemble de k che-
mins causaux de même ordre entre deux variables vi et vj contribue au même terme mji

d’une matrice de la représentation d’état. Ce terme mji est la somme des gains respectifs

gvi→vj ,l des k chemins causaux i.e. mji =
k∑
l=1

gvi→vj ,l. Sur le digraphe, ces k chemins

causaux correspondent à k arcs entre le sommet vi et le sommet vj (dans ce sens). Un di-
graphe équivalent peut être construit en impliquant un seul arc entre ces deux sommets,

de poids
k∑
l=1

gvi→vj ,l. De manière générale, s’il existe un chemin orienté de vj à vi de poids

Gvj→vi , le digraphe de la figure D.8a est constitué de k familles comportant chacune un
seul cycle, de poids respectif gvi→vj ,1, gvi→vj ,2, ... , gvi→vj ,k. Le poids de l’ensemble des
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g ,

…
…

ij vvG 

iv jv

(a)

ij vvG 

iv jv
  

k

kvvvv jiji
gG ,

(b)

Figure D.8 – Exemple d’équivalence entre digraphe pour le calcul du poids de l’ensemble
des familles de cycles

familles de cycle est ainsi
k∑
l=1

Gvj→vigvi→vj ,l = Gvj→vi
k∑
l=1

gvi→vj ,l = Gvj→viGvi→vj et cor-

respond également au poids de l’unique famille (d’un seul cycle) du digraphe D.8b. Cette
équivalence reste valable lorsque les cycles de la figure D.8a d’une part, et l’unique cycle
de la figure D.8b d’autre part sont considérés dans une même famille plus globale de
cycles.

Il est à noter que l’ensemble des k familles du digraphe de la figure D.8a, faisant
chacune intervenir les sommets vi et vj , ne correspond pas à une famille bond graph
F (définition B.23 page 266), puisque les cycles les constituant ne sont par essence pas
BG - différents - génériques (définitions B.10 et B.11 page 264). L’ensemble des k
familles du digraphe de la figure D.8a correspond en revanche à un ensemble F (définition
B.23 page 266, notation B.2 page 267) de k familles bond graph Fk.

Dans la présente représentation de la figure D.8a, chaque cycle du digraphe correspond
à un cycle causale ou un chemin entrée/sortie en bond graph.

Prise en compte des boucles causales d’ordre 0 Certaines précisions peuvent être
à présent exposées pour étayer les propositions 4.1 page 116, 4.2 page 126 et 4.4 page
140 concernant les implications liées au choix du vecteur d’état.

Nous rappelons dans la présente section le traitement des boucles causales d’ordre
0 (ou « boucles algébriques » ou « chemins causaux d’ordre 0 » ou « ZCP » [vDB91a,
vD94]) dans l’application de la procédure D.1 page 307 pour la construction d’une repré-
sentation d’état et d’un digraphe à partir d’un bond graph. L’annexe A.2 page 246 pré-
sente les éléments importants de ces boucles causales d’ordre 0 à travers la classification
de van Dijk, et l’annexe A.3 page 248 détaille leur résolution suivant la représentation
d’état choisie.

La construction du digraphe à partir du bond graph nécessite la détermination des gains
statiques de chemins causaux éventuellement généralisés (définition B.17 page 265) sui-
vant le choix des variables d’état (i.e. avec ou sans variable de puissance xλ en plus des
variables d’énergie xI et xD). Tout d’abord, la présence de toutes les variables d’énergie
dans le vecteur d’état indique que les 1ZCP et les 3ZCP impliquant des éléments I
et/ou C ne sont pas résolues a priori , et « coupées » par le fait de devoir justement ex-
pliciter l’une des variables appartenant à ces boucles causales. Ensuite, l’absence de toute
variable de puissance dans le vecteur d’état nécessite de résoudre les « autres ZCP », en
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315 CH. D. Correspondance étendue entre digraphe et bond graph

l’occurrence les 2ZCP , les 3ZCP impliquant des éléments R et les 4ZCP . Ce cas est
notamment précisé dans les travaux de Maschke [Mas88, Mas90] pour les 2ZCP et les
3ZCP impliquant des éléments R, en notant que structurellement, dans la forme (A.14)
page 253,

(I− LS33)−1 =
∞∑
l=0

(LS33)l , (D.9)

Ceci correspond ainsi à un parcours d’une boucle une infinité de fois, sans modifier son
ordre. Maschke a également introduit le graphe des chemins causaux, représentation
graphique permettant entre autres choses, d’exposer clairement la topologie des boucles
causales et des chemins causaux dans le bond graph (figure D.9) 3. Notons en outre que
la formulation (D.9) permet d’aboutir à la condition énoncée par Rosenberg & An-
dry [RA79] sur la condition de résolubilité de boucles causales (LS33 6= 1, pour assurer
la convergence de la série). Nous voyons également que cette condition de résolubilité,
lorsqu’appliquée aux boucles sur la structure de jonction, conduit directement aux conclu-
sions de Van Dijk et Breedveld sur les 4ZCP et 5ZCP , respectivement résolubles et
non résolubles [vDB91a, vD94] (voir figure D.9, où l’on doit nécessairement avoir g0 6= 1).

Nous insistons sur le fait que seuls les gains statiques respectifs du chemin élémentaire et
du chemin généralisé sont différents dans le cas de la figure D.9. Au niveau de l’ordre en
revanche, la scrutation du chemin élémentaire ou du chemin généralisé est équivalente.
Cette précision a de l’importance lors de la scrutation des chemins pour la détermina-
tion de la structure à l’infini à partir du bond graph par scrutation des chemins causaux,
suivant les niveaux d’analyse visés i.e. BG-structurel ou comportemental selon la clas-
sification de Jardin [Jar10] (chapitre 1, section 1.4.4.3 page 34).

Chemin causal généralisé (vi, vj) d’ordre
ω composé

— du chemin élémentaire (ω) d’ordre
ω, de gain gω,

— touchant la boucle causale (0)
d’ordre 0, de gain g0

Gain du chemin causal généralisé (vi, vj)
GOω(vi, vj) =

∞∑
l=0

gω (g0)l

= gω
1− g0

(D.10)

Figure D.9 – Détail du gain du chemin causal généralisé (vi, vj), utilisant le graphe des
chemins causaux [Mas88] [FN97]

3. Ce point a notamment été utilisé par Fotsu-Ngwompo [FN97] pour exposer la difficulté supplé-
mentaire de scrutation des chemins causaux en présence de boucles causales d’ordre 0.
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D.3. Correspondance digraphe/bond graph 316

D.3 Correspondance digraphe/bond graph

D.3.1 Correspondance entre cycle digraphe et cycle bond graph

La démonstration des différentes procédures du chapitre 4 repose sur la correspon-
dance entre le digraphe et le bond graph et plus particulièrement entre la scrutation
des cycles dans le digraphe et sa correspondance dans le formalisme bond graph. Tout
d’abord, par construction (procédure D.1 page 307), un arc digraphe fait correspondre
en bond graph un chemin causal entre une variable (ou sa dérivée par rapport au temps)
du vecteur d’état et une autre variable (ou sa dérivée) de ce même vecteur d’état, sans
contenir aucune autre variable d’état choisie. Un chemin orienté en digraphe (définition
C.1 page 281) étant une succession d’arcs tels que le sommet de départ du suivant est le
sommet d’arrivée du précédent, il lui correspond en bond graph un chemin causal pas-
sant par les différentes variables associées aux sommets impliquées dans le chemin orienté
du digraphe. Le cycle digraphe est un chemin orienté particulier dont le sommet final
est confondu avec le sommet initial, qui plus est, ne faisant intervenir chaque sommet
qu’une seule fois (définition C.6 page 281). En bond graph, considérant les variables
du vecteur d’état, ceci correspond donc à un cycle causal passant une et une seule
fois par chaque variable associée à chaque sommet du digraphe. Enfin, les procédures
digraphe nécessitent de considérer des cycles disjoints, c’est à dire des cycles qui ne par-
tagent aucun sommet entre eux (définition C.8 page 282). Ceci correspond au niveau
bond graph à des cycles causaux qui ne passent pas par les mêmes variables du vecteur
d’état (en rappelant qu’en digraphe, à chaque variable du vecteur d’état est associée un
sommet). Ceci a donc amené à introduire la définition B.10 page 264 de cycles causaux
BG-différents-génériques, extension de celle sur les cycles causaux (définition B.9
page 264, exprimée, pour cette dernière, dans le cas général des chemins causaux). Dans
les exemples de cette section, les deux cycles disjoints en digraphe de la figure D.11b
correspondent aux deux cycles BG-différents-génériques de la figure D.11a (qui se
trouvent en l’occurrence ici être également BG-différents au sens de la définition B.9
page 264). Notons enfin que la correspondance entre cycle digraphe et cycle bond graph
intervient notamment dans la démonstration des propositions 4.1 page 116 et 4.2 page
126.

1Dp
1 0

1I

2Ip

1

2I

2dI

R

1dI 2Dp
1I

p

(a)

1IR

1I
p

(b)

Figure D.10 – Exemple de correspondance entre cycle bond graph (a) et cycle digraphe
(b) (sur l’exemple 1 page 311)

D.3.2 Correspondance entre cycle en digraphe et chemin entrée/sortie
en bond graph, définition des familles bond graph

Les considérations de la section D.3.1 s’étendent naturellement en considérant, en
plus des variables du vecteur d’état, les variables d’entrée ui et de sortie yi du sys-
tème (i.e. d’une part, les sommets associés sur le digraphe et, d’autre part, les éléments
sources et détecteurs du bond graph). Elles conduisent rigoureusement à une correspon-
dance entre les chemins entrée/sortie du digraphe, noté G(Σd), incluant les sommets
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Figure D.11 – Exemple de correspondance entre cycles bond graph (a) et cycles digraphe
(b) (sur l’exemple 1 page 311)
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Figure D.12 – Exemple de correspondance entre cycle bond graph (a) et cycle digraphe
(b) (sur l’exemple 1 page 311)
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Figure D.13 – Exemple de correspondance entre cycle bond graph (a) et cycle digraphe
(b) (sur l’exemple 1 page 311)

d’entrée et de sortie, et les chemins entrée/sortie du bond graph. En outre, la procédure
de calcul du déterminant de la matrice système P(s) d’un système singulier (proposition
4.3 page 133) fait intervenir la notion de digraphe augmenté (noté G(Σ′d), obtenu à partir
de G(Σd) en ajoutant un arc (dit « de retour ») de poids −1 de chaque sommet de sortie
vers chaque sommet d’entrée). Dès lors, en faisant uniquement et tacitement référence
au digraphe G(Σ′d) (proposition 4.3 page 133), la correspondance digraphe/bond graph
s’établit entre les cycles digraphe faisant intervenir les sommets d’entrée et de sortie et les
chemins entrée/sortie du bond graph correspondant. Conformément aux considérations
de la section D.3.1, la correspondance s’établit ainsi entre les cycles disjoints du digraphe
et les chemins BG-différents-génériques du bond graph (définition B.11 page 264).

Enfin, en introduisant la notion de familles directrices (définition C.12 page 282) du
digraphe augmenté (notamment dans la proposition 4.3 page 133), la correspondance
s’étend entre les familles directrices du digraphe augmenté et les familles bond graph
(définition B.23 page 266). Cette correspondance est notamment utilisée pour démon-
trer la procédure de calcul du déterminant de la matrice système P(s) en bond graph
(proposition 4.4 page 140) à partir de celle établit en digraphe (proposition 4.3 page 133).

Des exemples relatifs à la présente section D.3.2 sont traités en section 4.3.2 page
139 (exemples 1 page 145 et 2 page 148).
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AnnexeE

Bondgraph :Analysecomportemental
des systèmesréguliers

E.1 Introduction

Cette annexe présente la déclinaison des notions exposées au chapitre 2, section 2.3
page 58, au niveau d’analyse comportemental (tel que défini au chapitre 1, section 1.4.4
page 32). Rappelons qu’au chapitre 2, la classe de modèle direct traitée est celle dont la
représentation d’état est régulière (E.1) :

Σ :
{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (E.1)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état, u(t) ∈ Rp est le vecteur d’entrée et y(t) ∈ Rp est le
vecteur de sortie. Les matrices A, B, C et D sont de dimensions respectives n×n, n×p,
p× n et p× p. Le modèle inverse d’ordre minimal de Σ est noté Σ−1. Sa représentation
d’état généralisée est la suivante :

Σ−1 :
{

ẋinv(t) = Ainv xinv(t) + Binv u(α)
inv(t)

yinv(t) = Cinv xinv(t) + Dinv u(α)
inv(t)

(E.2)

où xinv(t) ∈ Rninv est le vecteur d’état généralisé, yinv(t) = u(t) ∈ Rp le vecteur de
sortie et u(α)

inv(t) = y(α)(t) ∈ Rp×α le vecteur d’entrée. Le vecteur de commande u(α)
inv(t)

regroupe le vecteur de sortie y(t) du modèle direct Σ ainsi que l’ensemble des dérivées
successives de ses composantes apparaissant dans le modèle inverse d’ordre minimal.

E.2 Structure à l’infini

E.2.0.1 Introduction et résultats préliminaires

Le chapitre 2, section 2.2 page 43 montre comment déterminer la structure à l’infini
par approche modèle d’état (approche algébrique) sur des modèles directs (ayant une
matrice de transfert T(s) associée rationnelle propre) à l’aide des théorèmes 2.2, 2.3 et
2.4 page 49 et 50. Nous avons également souligné que le cas direct ne comporte que des
zéros à l’infini (cas simplifié de la forme de Smith-McMillan à l’infini, théorème 2.1
page 48), que le nombre de zéros à l’infini est égal à r, rang de T(s), et que leur ordre
respectif peut être calculé grâce au degré des mineurs de la matrice système P(s) (2.4)
page 45. Nous avons par ailleurs présenté qu’une approche algébrique peut également être
menée sur des systèmes inverses tels que Σ−1 (E.2), possédant une matrice de transfert
rationnelle non propre, Tinv(s), en se basant sur la factorisation de Smith-McMillan
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E.2. Structure à l’infini 320

à l’infini de cette matrice de transfert et en étendant respectivement les trois théorèmes
2.2, 2.3 et 2.4 page 49 et 50. Cela nous amène à exprimer successivement :

1. dans le cas propre (resp. non propre), l’expression des ordres des zéros (resp. des
zéros et des pôles) à l’infini à partir des ordres des zéros à l’infini des mineurs
de T(s) (théorème 2.2 page 49) (resp. à partir des degrés des mineurs de Tinv(s)
(équation (2.9) page 48, et théorème 2.5 page 51)).

2. dans le cas propre (resp. non propre), l’expression des ordres des zéros à l’infini
des mineurs de T(s) (resp. des degrés des mineurs de Tinv(s)) à partir des de-
grés des mineurs correspondant de P(s) (resp. de Pinv(s)) et de la dimension du
vecteur d’état du modèle direct (théorème 2.3 page 50) (resp. du modèle inverse
(théorème 2.5 page 51)).

3. dans le cas propre (resp. non propre), l’expression du plus petit ordre des zéros à
l’infini des mineurs d’ordre considéré de T(s) (resp. le plus haut degré des mineurs
d’ordre considéré de Tinv(s)) à partir du plus haut degré des mineurs associés
de P(s) (resp. de Pinv(s)) et de la dimension du vecteur d’état du système asso-
cié à T(s) (théorème 2.4 page 50) (resp. associé à Tinv(s) (theorème 2.6 page 52)).

Il est important de garder ces notions en mémoire pour les déclinaisons des procédures
bond graph de la section 2.3 page 58 au niveau d’analyse comportemental.

Remarque : par souci de consistance avec le vocable bond graph utilisé au chapitre 2,
nous qualifierons dans la présente annexe E, le bond graph causal comme le bond graph
lié au modèle direct et le bond graph bicausal comme celui lié au modèle inverse dans la
mesure où il n’y a pas d’ambiguité sur ce point dans le contexte du chapitre 2.

E.2.1 Approche par le bond graph causal : nombre et ordre des zéros
à l’infini de T(s)

La présente section propose la déclinaison des théorèmes 2.11 et 2.12 page 63 au
niveau d’analyse comportemental.

Issu de la forme de Smith-McMillan à l’infini (théorème 2.1 page 48), conduisant
à r = Rang T(s) et le test d’inversibilité 2.2 page 60, le nombre de zéros à l’infini peut
être déterminé sur le bond graph de la manière suivante :

Théorème E.1 ([Jar10])
(Nombre de zéros à l’infini, approche bond graph causal, niveau d’ana-
lyse comportemental) Sur le bond graph en causalité préférentielle intégrale, le
nombre r de zéros à l’infini du système est égal au nombre maximal de chemins qu’un
ensemble de chemins causaux entrées/sorties disjoints puisse contenir pour assurer
l’inversibilité d’un sous-système de dimension r.

La détermination bond graph des ordres des zéros à l’infini au niveau comportemental,
consistante avec l’approche algébrique, se base sur les théorèmes 2.2 page 49, 2.3 et 2.4
page 50, ainsi qu’à l’annexe B, le théorème B.2 page 275 et les considérations relatives à
la mise en forme (B.18) page 278 :
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Théorème E.2 ([Jar10])
(Ordre des zéros à l’infini, approche bond graph causal, niveau d’analyse
comportemental) Pour un système linéaire, invariant dans le temps, carré à p
entrées et p sorties, ayant une matrice de transfert T (s) rationnelle propre de rang
r. Les ordres des zéros à l’infini peuvent être calculés de la manière suivante :{

n1 = L1
ni = Li − Li−1

(E.3)

où
Li = min

(U,Y )⊂J1,pK2
tel que |U|=|Y |=i

{
min

F(U,Y ) , lj

{
lj | ρ(U,Y )

lj
6= 0

}}
, ∀i ∈ {1, ..., r} (E.4)

où, sur le bond graph en causalité préférentielle intégrale, ne possédant pas d’élé-
ment de stockage d’énergie en causalité dérivée et ayant le cas échéant des boucles
algébriques toujours résolubles :

— F(U,Y ) , lj est la j−ième famille bond graph (définition B.23 page 266), conte-
nant comme chemins causaux exactement i chemins causaux entrée/sortie
différents (définition B.9 page 264) entre les variables d’entrée contenues
dans l’ensemble U de dimension i (|U | = i) et les variables de sortie conte-
nues dans l’ensemble Y de dimension i (|Y | = i) et de longueur lj (notation
B.1 page 267).

— F(U,Y ) , lj est l’ensemble des familles F(U,Y ) , lj (notation B.5 page 267).
— ρ

(U,Y )
lj

est la somme des gains statiques de F(U,Y ) , lj dans laquelle le gain
statique de chaque famille F(U,Y ) , lj doit être multiplié par :
— un facteur (−1)d, où d est le nombre de cycles causaux différents formant

la famille F(U,Y ) , lj ,
— un facteur (−1)σ, où σ est le nombre de permutations nécessaires pour

ordonner les i sorties de la famille F(U,Y ) , lj dans l’ordre initial des sor-
ties, lorsque les i chemins causaux sont ordonnés dans l’ordre initial des
entrées.

E.2.2 Approche par le bond graph bicausal : nombre et ordre des pôles
à l’infini de Tinv(s)

La présente section propose la déclinaison du théorème 2.13 page 64 au niveau d’ana-
lyse comportemental.

Théorème E.3 ([EF11])
(Ordre des pôles à l’infini, approche bond graph bicausale - niveau d’ana-
lyse comportemental) Sur le bond graph bicausal, représentant un modèle inverse
d’ordre minimal, linéaire, invariant dans le temps, carré à p entrées et p sorties, le
nombre de pôles à l’infini de ce modèle est égal à p et leur ordre peut être calculé de
la manière suivante :

{
tinv 1 = ω1
tinv i = ωi − ωi−1

(E.5)

où sur le bond graph bicausal :
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E.2. Structure à l’infini 322

ωi = min
(U,Y )⊂J1,pK2

tel que |U|=|Y |=i

{
min

F(U,Y ) , ωj

{
ωj | ρ(U,Y )

ωj 6= 0
}}

, ∀i ∈ {1, ..., p} (E.6)

où :

— ninv correspond au nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité
intégrale (dimension de l’espace d’état),

— nD correspond au nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité dé-
rivée,

— F(U,Y ) , ωj est la j − ième famille bond graph (définition B.23 page 266),
contenant exactement i chemins causaux entrée/sortie différents (définition
B.9 page 264) entre les variables d’entrée contenues dans l’ensemble U de
dimension i (|U | = i) et les variables de sortie contenues dans l’ensemble Y
de dimension i (|Y | = i) et d’ordre ωj ∈ [−nD, ninv] (notation B.1 page 267),

— F(U,Y ) , ωj est l’ensemble des familles F(U,Y ) , ωj (notation B.5 page 267),
— ρ

(U,Y )
ωj est la somme des gains statiques de F(U,Y ) , ωj dans laquelle le gain

statique de chaque famille F(U,Y ) , ωj doit être multiplié par :
— un facteur (−1)d, où d est le nombre de cycles causaux BG-différents-

génériques formant la famille F(U,Y ) , ωj ,
— un facteur (−1)σ, où σ est le nombre de permutations nécessaires pour

ordonner les i sorties de la famille F(U,Y ) , ωj dans l’ordre initial des sor-
ties, lorsque les i chemins causaux sont ordonnés dans l’ordre initial des
entrées.

Au niveau comportemental, la structure à l’infini est ainsi complètement définie sur un
bond graph bicausal, représentant un système inverse LTI pouvant se mettre sous la forme
généralisée (E.2) et ayant une matrice de transfert associée (2.15) page 51 rationnelle non
propre ne possédant que des pôles à l’infini.

E.2.3 Degré relatif et ordre d’essentialité

E.2.3.1 Détermination du degré relatif par le bond graph causal

La présente section propose la déclinaison du théorème 2.14 page 65 au niveau d’ana-
lyse comportemental.

Comme rappelé par Fotsu-Ngwompo [FN97] et Jardin [Jar10], l’« exception de WU &
YOUCEF-TOUMI » [WYT95] souligne la nécessité de considérer les gains des chemins
causaux pour établir une procédure bond graph conduisant aux mêmes résultats que
l’approche algébrique. La détermination au niveau d’analyse comportemental est ainsi la
suivante (où G̃ représente le gain statique du chemin causal (définition B.13 page 265),
alors que G représente le gain du chemin causal (définition B.12 page 264)) :
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323 CH. E. Bond graph : Analyse comportemental des systèmes réguliers

Théorème E.4 ([WYT95], [FN97], [Jar10])
(Degré relatif, approche bond graph causal, niveau d’analyse comporte-
mental) Sur un bond graph en causalité préférentielle intégrale, le degré relatif n′i
de la sortie yi peut être déterminé de la manière suivante :

n′i = min
k

ωk | ∑
l|ωl(uj ,yi)=ωk

G̃l (uj , yi) 6= 0

 (E.7)

où G̃l (uj , yi) est le gain statique du chemin causal l d’ordre ωk entre une entrée uj
et la sortie yi.

Notons que le calcul des gains statiques sur lequel se base ce théorème est issu des travaux
de Fotsu-Ngwompo [FN97], originellement adressés par Rosenberg [Ros71], sur l’ob-
tention de modèle d’état à partir du modèle bond graph, formulé sur des bond graphs
ne présentant ni boucle algébrique, ni causalité en dérivation sur les éléments de sto-
ckage d’énergie. Basé sur [Ros71], Rahmani, Sueur et Dauphin-Tanguy ont montré
que cette procédure d’obtention du modèle d’état sous forme régulière (E.1) pouvait être
étendue aux modèles possédant des causalités dérivées sur les éléments de stockage, dans
le cas de bond graphs en causalité préférentielle intégrale [RSDT97], [RDT98] 1.

Remarque : dans le présent cas de bond graphs sans causalité dérivées conduisant à
une représentation d’état régulière, un chemin entrée/sortie uj → yi sera nécessairement
d’ordre positif (les notions d’ordre et de longueur sont en outre confondues dans ce cas).
Ceci est consistant avec la définition algébrique (théorème 2.7 page 52), où le degré relatif
est nécessairement un zéro à l’infini par ligne de T(s), rationnelle propre. Nous pouvons
également à ce stade introduire le fait qu’il en sera de même (i.e. ordre positif) pour la
classe de modèle comprenant des causalités dérivées sur les éléments de stockage résul-
tant de boucles algébriques de type 1ZCP ou de type 3ZCP impliquant des éléments I
et/ou C, dès lors que le modèle d’état peut se simplifier à la forme régulière (E.1) grâce
à la procédure de [RSDT97], [RDT98], puisque la fonction de transfert T(s) associée
sera rationnelle propre 2. Un exemple pouvant se mettre sous forme régulière peut être
celui proposé en figure 4.16 (b) page 145 (chapitre 4), où T4.16b(s) = − 1

1 + I1/I2 + I1/Id
et pour lequel le chemin d’ordre minimal (vérifiant l’hypothèse de non-nullité de gain
statique) est d’ordre 0 (et donc ici n′i = 0).

En revanche, un premier contre-exemple, celui d’un modèle ne pouvant pas se mettre
sous forme régulière, peut être celui proposé en figure 4.16 (a) page 145 (chapitre 4), où
T4.16a(s) = s

1/I1 + 1/I2 + 1/Id
et pour lequel le chemin entrée/sortie d’ordre minimal

(vérifiant l’hypothèse de non-nullité de gain statique) est d’ordre −1. (Nous ne faisons
donc à ce stade pas de lien avec le degré relatif, puisque non défini pour cette classe de
système).

1. En toute rigueur, il est important de rappeler que dans ces références, la procédure n’envisage
que le cas où les causalités dérivées sur les éléments de stockage sont dues à des boucles algébriques
entre éléments de stockage i.e. des 1ZCP ou des 3ZCP impliquant des éléments I et/ou C, dans la
classification de Van Dijk et al. [vDB91a, vD94] (voir l’annexe A.2 page 246). Notons par ailleurs que
cette procédure est rediscutée et détaillée au chapitre 4, section 4.2.2.

2. Cette affirmation est rediscutée au chapitre 4 et est en toute rigueur une conséquence immédiate
du lemme 4.9 page 161.
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E.2. Structure à l’infini 324

Un deuxième contre-exemple peut être celui d’un modèle comportant des cycles cau-
saux entre éléments de stockage d’énergie en causalité dérivée et éléments R, quand bien
même le système peut s’exprimer de manière régulière. Une illustration peut être celle
de la figure 4.19 (a) page 148 (chapitre 4), pour lequel T4.19a(s) = sR

s+R/I1 +R/I2
(soit donc n′i = 0) et où le chemin entrée/sortie d’ordre minimal (vérifiant l’hypothèse
de non-nullité de gain statique) est d’ordre −1.

E.2.3.2 Détermination du degré relatif par le bond graph bicausal

La détermination de n′i au niveau comportementale sur le bond graph bicausal néces-
site la considération des gains des chemins causaux pour établir une procédure consistante
avec l’« approche algébrique » (théorème 2.8 page 53). Le théorème 2.15 page 66 précise
la procédure bond graph à laquelle se simplifie la scrutation au niveau d’analyse BG-
structurel, lors de différence de structure à l’infini entre système original et sous-système
dans lequel la sortie yi n’est pas considérée. Au niveau d’analyse comportemental, la
détermination du degré relatif n′i sur le modèle inverse est ainsi très proche de celle de
l’ordre d’essentialité sur le modèle direct (théorème E.5 ci-après) et ne sera donc pas ici
détaillée. La dualité existante entre ces procédures a été précisée par El Feki, Jardin et
al. [EFJMF+12b]. Elle est directement issue des définitions algébriques des invariants sur
T (s) ou T (s)−1 et sera à nouveau abordée dans la suite de cette annexe.

E.2.3.3 Détermination de l’ordre d’essentialité par le bond graph causal

La présente section propose la déclinaison du théorème 2.16 page 66 au niveau d’ana-
lyse comportemental.

A partir du théorème 2.9 page 55 et du théorème E.2, nous pouvons formuler cette
détermination de la manière suivante :

Théorème E.5 ([Jar10])
(Ordre d’essentialité, approche bond graph causal, niveau d’analyse com-
portemental) Sur un bond graph causal représentant un modèle linéaire, invariant
dans le temps et inversible, ne comportant pas d’élément de stockage d’énergie en
causalité dérivée et ayant le cas échéant, des boucles algébriques toujours résolubles,
l’ordre d’essentialité nie de la sortie yi peut être déterminé de la manière suivante :

nie = Lp − L(i)
p−1 (E.8)

où sur le bond graph,

Lp = min
U⊂J1,mK , Y⊂J1,pK

tel que |U|=|Y |=p

{
min

F(U,Y ) , Lj

{
Lj | ρ(U,Y )

Lj
6= 0

}}
(E.9)

et sur le bond graph sans considération de la i− ième sortie,

L
(i)
p−1 = min

U(i)⊂J1,mK\{i},Y (i)⊂J1,pK\{i}
tel que |U(i)|=|Y (i)|=p−1

 min
F(U(i),Y (i)) , Lj

{
Lj | ρ(U(i),Y (i))

Lj
6= 0

} (E.10)

où :
— m est le nombre d’entrées et p est le nombre de sorties,
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325 CH. E. Bond graph : Analyse comportemental des systèmes réguliers

— F(U,Y ) , Lj (resp. F(U(i),Y (i)) , Lj sans considération de sa i− ième sortie) est la
j − ième famille du bond graph (définition B.23 page 266), contenant exac-
tement p (resp. p− 1) chemins causaux entrées/sorties différents (définition
B.9 page 264) entre les variables d’entrées contenues dans l’ensemble U de
dimension p (resp. U (i) de dimension p− 1) et les variables de sorties conte-
nues dans l’ensemble Y de dimension p (resp. Y (i) de dimension p− 1) et de
longueur Lj (notation B.1 page 267),

— F(U,Y ) , Lj (resp. F(U(i),Y (i)) , Lj ) est l’ensemble des familles F(U,Y ) , Lj (resp.
F(U(i),Y (i)) , Lj ) (notation B.5 page 267),

— ρ
(U,Y )
Lj

(resp. ρ(U(i),Y (i))
Lj

) est la somme des gains statiques de F(U,Y ) , Lj (resp.
F(U(i),Y (i)) , Lj ) dans laquelle le gain statique de chaque famille F(U,Y ) , Lj (resp.
F(U(i),Y (i)) , Lj ) doit être multiplié par :
— un facteur (−1)d, où d est le nombre de cycles causaux différents formant

la famille F(U,Y ) , Lj (resp. F(U(i),Y (i)) , Lj ),
— un facteur (−1)σ, où σ est le nombre de permutations nécessaires pour or-

donner les p (resp. p−1) sorties de la famille F(U,Y ) , Lj (resp. F(U(i),Y (i)) , Lj )
dans l’ordre initial des sorties, lorsque les p (resp. p−1) chemins causaux
sont ordonnés dans l’ordre initial des entrées.

E.2.3.4 Détermination de l’ordre d’essentialité par le bond graph bicausal

La présente section propose la déclinaison du théorème 2.17 page 67 au niveau d’ana-
lyse comportemental.

Théorème E.6 ([EF11])
(Ordre d’essentialité, approche bond graph bicausal, niveau d’analyse
comportemental) Sur un bond graph bicausal, représentant un modèle inverse
d’ordre minimal, linéaire, invariant dans le temps, l’ordre d’essentialité nie de la
sortie yi peut être déterminé de la manière suivante :

nie = −min
k,j

ωk(yi → uj)|
∑

l|ωl(yi→uj)=ωk(yi→uj)
G̃l (yi → uj) 6= 0

 (E.11)

où G̃l (yi → uj) est le gain statique du chemin causal l© d’ordre ωl(yi → uj) entre
la double source associée à yi et le double détecteur associé à uj .

Remarque : En rapport avec les différents niveaux d’analyse (BG-structurel et compor-
temental), nous pouvons noter le point suivant. Dans l’hypothèse où le gain statique d’un
ensemble de chemins causaux s’annule, l’ordre minimal sera incrémenté de sorte à vérifier
la non nullité de la somme du gain statique de l’ensemble de chemins causaux d’ordre
ωl(yi → uj) + 1. Cela aura pour conséquence de diminuer l’ordre d’essentialité dans ce
cas (et ainsi l’ordre de dérivation maximal de la sortie associée). En d’autres termes,
l’ordre d’essentialité nBG−s,ie (au niveau BG-structurel), sera toujours plus grand que
l’ordre d’essentialité nie (au niveau comportemental) lors de sa détermination sur le bond
graph bicausal.
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AnnexeF

Applicationde l’analyse structurelle
auxmodèlesmulticorpsdevéhicule,
et implémentation logicielle

F.1 Introduction

La présente annexe illustre les développements de l’analyse structurelle des systèmes
singuliers proposés aux chapitres 3 et 4 sur le modèle de référence multicorps quart de
véhicule présenté au chapitre 1 (section 1.3.3.3, figure 1.10 page 23) et rappelé en figure
F.2. Comme introduit en section 1.4.5, l’analyse est menée avec les outils logiciels sui-
vants, selon le niveau d’analyse et la finalité envisagée :

— aux niveaux d’analyse structurel (structuré et BG-structurel) et comportemen-
tal, nous utilisons le logiciel MS1 [MS1] pour l’analyse exhaustive des chemins
causaux (définition B.4 page 263) et des familles de chemins causaux (définition
B.23 page 266) ainsi que leurs attributs (longueur et ordre, définitions respectives
B.25 et B.26 page 266),

— pour le niveau d’analyse numérique, l’implémentation est réalisée dans LMS Ima-
gine.Lab Amesim [Sie]. Cette étape consiste en premiers lieux à valider que l’or-
ganisation causale particulière des modèles inverses est compatible avec cette
plateforme de simulation. Les modèles sont ensuite validés en utilisant des pro-
tocoles de validation de modèles industriels [PMAL09b, PMAL09a], dont une
partie est brièvement illustrée dans la présente annexe.

Nous rappelons que le mécanisme considéré est celui de la figure F.1 et dont le modèle,
proposé en figure F.2, est un multicorps « quart de véhicule » simplifié avec masses
suspendue et non suspendue en translation suivant les directions−→x0,−→y0 et−→z0 du référentiel
galiléen. Les rotations ne sont pas modélisées et la dynamique de la masse suspendue est
définie au centre roue. Le bond graph introduit les éléments de modélisation suivants :

— les contraintes mécaniques (conduisant à des éléments de stockage d’énergie I
en causalité dérivée associées à des boucles causales d’ordre zéro de classe 1 ou
« 1ZCP » dans la classification de van Dijk [vD94], annexe A.2 page 246),

— les cinématiques des trains (MTF ), dont la remontée d’effort associée représente
l’effet Broulhiet de suspension,

— le rappel gravitaire de direction.
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F.1. Introduction 328

Figure F.1 – Mécanisme « quart de véhicule », faisant intervenir les solides caisse,
porte-fusée et crémaillère
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Figure F.2 – Modèle multicorps quart de véhicule à 6 degrés de liberté, simplifié à la
translation, avec crémaillère et rappel gravitaire de direction [AL07] (détaillé au cha-
pitre 1, section 1.3.3.3, figure 1.10 page 23)

Le modèle possède 10 variables d’état, dont deux introduites pour le calcul de zrel et ycr,
pour le pilotage des MTF (détaillés en section 1.3.3.3 page 22).

328 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



329
CH. F. Application de l’analyse structurelle aux modèles

multicorps de véhicule, et implémentation logicielle

Notons que le modèle de la figure F.2 est un modèle non-linéaire, dont les non-
linéarités sont dues, dans le présent cas, aux différents MTF modélisant la cinématique
des trains. Il est important de mentionner que, conformément à la classe de modèle
adressée dans ce mémoire, en l’occurrence celle des modèles linéaires singuliers 1, nous
allons appliquer l’analyse structurelle à un modèle linéarisé, représentant uniquement
ici la structure d’interconnexion énergétique du modèle. Ce dernier ne représente pas
nécessairement le modèle linéarisé tangent. Dans l’approche mise en place dans la pré-
sente annexe, nous allons confirmer les résultats de l’analyse structurelle établie sur le
modèle linéarisé, sur le modèle non-linéaire initiale, sans que cela n’ait évidemment va-
leur de démonstration. Nous avons à ce titre formulé un certain nombre de perspectives
en conclusions de ce mémoire, dont l’une viserait l’extension de nos travaux à certaines
classes de modèles non-linéaires, dont celle regroupant les exemples traités dans la pré-
sente annexe. Une justification que nous pouvons en outre apporter au choix de travailler
sur le modèle linéarisé, par rapport à l’étude que nous faisons ici et par rapport aux diffé-
rentes procédures développées dans ce mémoire, est que l’ensemble des chemins causaux
passant par les modulations seront nécessairement d’ordre plus élevé que les chemins
causaux ne passant uniquement que par les bonds.

F.2 Implémentation logicielle et validation

F.2.1 Implémentation dans le logiciel MS1 [MS1]

En tenant compte des considérations exposées en introduction (section F.1), la décli-
naison du modèle quart de véhicule linéarisé ne requiert pas davantage de commentaires.
L’implémentation du modèle linéarisé dans MS1, issu de celui de la figure F.2, utilise une
réécriture préalable du modèle bond graph avec des mono-liens (figure F.3), et est illustré
en figure F.4.

F.2.2 Implémentation dans le logiciel LMS Imagine.Lab Amesim [Sie]

L’implémentation du modèle de la figure F.2 dans Amesim nécessite l’écriture préa-
lable du système d’équation. Ce dernier est ici manipulé pour obtenir un système d’état
sous forme classique, et validé avec la même approche que les modèles multicorps indus-
triels de la solution Amesim Vehicle Dynamics [PMAL09b]. La causalité du sous-modèle
Amesim est exposée en figure F.5. La validation est réalisée en comparant les modèles
développés dans ce mémoire en simulation fréquentielle (figure F.6) et temporelle (figure
F.7) avec le référentiel que constituent les modèles standards de la solution Amesim :

— un exemple de validation fréquentielle du modèle multicorps à six degrés de liberté
est proposé en figure F.6. Dans le présent cas, l’analyse fréquentielle est réalisée
sur le mode vertical de la masses non-suspendue (associé à la variable zpf ), en
comparant les résultats 1©, du modèle multicorps à six degrés de liberté, avec 2©,
le modèle à quinze degré de liberté de la librairie Amesim Vehicle Dynamics, et
3©, avec un modèle équivalent construit avec la librairie Amesim Mechanical,

— un exemple de validation temporelle du modèle multicorps à six degrés de liberté
est proposé en figure F.7. Dans ce cas, l’analyse temporelle est réalisée à l’aide

1. Par exemple décrite au chapitre 4, section 4.3.2 page 139, i.e. classe de modèle bond graph repré-
sentant un système linéaire singulier pouvant se mettre sous la forme (4.48) page 139. Cette classe est
également décrite en annexe A.3, l’associant à l’approche utilisant la matrice de structure de jonction
(forme (A.23) page 255).

329 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



F.2. Implémentation logicielle et validation 330

0

pfz caissez

relz

relx

pfx

suspK
C

1
:

 pfMI :

1 0

 caisseMI :

1

1

0MTF

: cr

rel

y

x





MTF :
rel

rel

z

x





1MTF

:

rel

susp

z

z





0

MTF :
cr

susp

y

z





1

 crMI :

TF

:

crR

1

0

Se

:

pneuyF

Se

:

caissexF

1 1Se

:

pneuzF

Se

:caissezF

 pfMI :  caisseMI :

suspz

caissex

Se

:

gM caisse.

Se

:

gM pf .

cry

MTF :
rel

rel

z

y





0

rely1

pfy

 pfMI :

1 0

 caisseMI :

1Se

:

pneuxFu 

Se

:

caisseyF

caissey

MTF

:cr

rel

y

y




De

colonneK
C

1
:

 volantJI :

volant

1Se

volant
couplem

:

colonneCy 

Figure F.3 – Modèle de la figure F.2 réécrit avec des mono-liens

d’un balayage sinusoïdale au centre roue, en comparant les résultats 1©, du modèle
multicorps à six degrés de liberté, avec 2©, un modèle équivalent construit avec
la librairie Amesim Mechanical.

330 / 348
Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2017LYSEI045/these.pdf 
© [J. Lagnier], [2017], INSA Lyon, tous droits réservés



331
CH. F. Application de l’analyse structurelle aux modèles

multicorps de véhicule, et implémentation logicielle

Figure F.4 – Implémentation du modèle multicorps linéarisé quart de véhicule à 6
degrés de liberté dans le logiciel MS1 [MS1]

Figure F.5 – Implémentation du modèle multicorps quart de véhicule à 6 degrés de
liberté dans le logiciel Amesim [Sie], détail de la causalité
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3

1

2

(a) Comparaison avec deux modèles référents

(b) Résultats comparatifs d’analyse fréquentielle sur les mo-
dèles 1©, 2© et 3©

Figure F.6 – Exemple de validation fréquentielle du modèle multicorps à six degrés de
liberté
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(b) Résultats comparatifs d’analyse temporelle sur les modèles 1© et 2©

Figure F.7 – Exemple de validation temporelle du modèle multicorps à six degrés de
liberté
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F.3 Analyse structurelle, modèle inverse et invariants struc-
turels

Ce cas d’étude est simplifié à un seul couple entrée/sortie pour l’inversion (modèle
SISO). Comme détaillé au chapitre 4, cette classe de modèle n’écarte pas les considéra-
tions sur les études des ensembles entrée/sortie de chemins causaux, sur le bond graph
direct (section 4.6.1 page 164) comme sur le bond graph inverse (section 4.6.2 page 167)
lorsque nous souhaitons traiter le niveau d’analyse comportemental. Nous ne devons
considérer toutefois ici que des ensembles de familles 2 ne contenant qu’un seul chemin
causal entrée/sortie. Introduisons en outre à ce stade le fait que ni le modèle direct (fi-
gure F.3), ni le modèle inverse développé ci-après ne contiennent de cycle causal d’ordre
négatif. Les scrutations pour la détermination d’invariants (i.e. structure à l’infini, ordre
d’essentialité généralisé) se simplifient ainsi à des ensembles de chemins causaux (plutôt
que des familles bond graph).

Le modèle inverse propose de déterminer l’effort Fx pneu du sol sur le pneumatique
suivant ~x0 (entrée u) à partir du couple Ccolonne appliqué sur la colonne de direction
i.e. entre le volant et le pignon de crémaillère (sortie y).

F.3.1 Inversibilité

L’inversibilité du modèle est évaluée suivant le test d’inversibilité 2.2 page 60, redis-
cuté en section 4.4 page 152. Dans le présent cas SISO, nous notons sur le bond graph
direct (figure F.3) :

— qu’il existe une ligne de puissance entre l’entrée u = Fx pneu et la sortie y =
Ccolonne,

— qu’il existe un chemin causal entre l’entrée Fx pneu et la sortie Ccolonne,
— que la propagation de la bicausalité suivant un chemin causal entre l’entrée

Fx pneu et la sortie Ccolonne conduit à un modèle dont la structure de jonction
est résoluble (nous détaillerons ce point lors de l’établissement du modèle inverse
d’ordre minimal (figure F.9)).

Nous en déduisons que ce modèle est inversible pour le couple d’entrée/sortie sélectionné
Fx pneu/Ccolonne.

F.3.2 Modèle Inverse d’ordre minimal

Nous reprenons ici la procédure de la section 2.3.2.4 page 61, qui a été rediscutée en
section 4.4 page 152 et qui est applicable dans le présent cas. A partir des chemins cau-
saux entrée/sortie (i.e. Fx pneu/Ccolonne) sur le bond graph direct, nous sélectionnons un
chemin d’ordre minimal. Nous verrons ultérieurement que ce chemin causal, noté ao2siso
sur la figure F.8, fait parti des trois chemins causaux entrée/sortie d’ordre minimal (en
l’occurrence d’ordre 2) sur le bond graph direct (voir la figure F.10). Nous pouvons dès
lors construire le bond graph bicausal correspondant au modèle inverse d’ordre minimal,
en propageant la bicausalité le long de la ligne de puissance associée au chemin causal
ao2siso (figure F.9). L’ordre du modèle inverse (i.e. nombre de degrés de liberté dyna-
miques, définition 3.2 page 80) est ainsi égale à 8− 2 = 6, auquel il faut ajouter en outre
les deux intégrateurs, pour un total de 8 variables d’état dans le modèle.

2. Définition B.2 page 267.
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Figure F.8 – Chemin causal entrée/sortie ao2siso , d’ordre minimal, sur le modèle direct
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Figure F.9 – Modèle bicausal représentant le modèle inverse, d’ordre minimal, où la
sortie est y = Ccolonne et l’entrée est u = Fx pneu
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F.3.3 Détermination des invariants structurels sur le modèle linéarisé
direct

Ordre d’essentialité généralisé Le modèle direct linéarisé (figure F.4) comprend
cinq chemins causaux entre l’entrée u = Fx pneu et la sortie y = Ccolonne :

— 3 chemins causaux d’ordre 2 (resp. ao2siso , bo2siso , co2siso sur les figures F.10 et
F.11),

— 2 chemins causaux d’ordre 4 (resp. ao4siso , bo4siso sur la figure F.12).

(a) Chemin causal E/S d’ordre 2 (ao2siso), de longueur 2

Figure F.10 – Modèle quart de véhicule direct SISO. Chemins causaux entrée/sortie
d’ordre minimal (ordre 2) – 1 sur 2

En appliquant la proposition 4.10 page 164, nous pouvons en déduire qu’au niveau d’ana-
lyse BG-Structurel, l’ordre d’essentialité généralisé de la sortie y = Ccolonne est égale à
2 (i.e. nBG−s,1eg = 2). D’autre part nous justifions le choix du chemin causal d’ordre
minimal entrée/sortie utilisé pour propager la bicausalité de la manière suivante : parmi
les trois chemins d’ordre minimal ao2siso , bo2siso et co2siso , nous privilégions celui qui a
une longueur minimale. Ce qui correspond dans notre cas au nombre minimal de passage
par des éléments de stockage d’énergie (en causalité intégrale et dérivée).

Au niveau d’analyse comportemental, nous devons considérer la somme des gains sta-
tiques des trois chemins causaux d’ordre minimal, conformément à la proposition 4.11
page 165, plus particulièrement l’équation (4.92) dans le présent cas SISO. Il peut être
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(b) Chemin causal E/S d’ordre 2 (bo2siso) (c) Chemin causal E/S d’ordre 2 (co2siso)
(de longueur 3) (de longueur 3)

Figure F.11 – Modèle quart de véhicule direct SISO. Chemins causaux entrée/sortie
d’ordre minimal (ordre 2) – 2 sur 2

(a) Chemin causal E/S d’ordre 4 (ao4siso) (b) Chemin causal E/S d’ordre 4 (bo4siso)
(de longueur 4) (de longueur 4)

Figure F.12 – Modèle quart de véhicule direct SISO. Chemins causaux entrée/sortie
d’ordre non minimal (ordre 4).

montré que la somme des gains statiques de ces trois chemins ne peut pas être nulle, grâce
à l’écriture du système d’équations du modèle (que nous ne détaillerons pas ici). Nous
en concluons que l’ordre d’essentialité généralisé de la sortie y = Ccolonne est également
égale à 2 au niveau d’analyse comportemental (i.e. n1eg = 2).
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F.3.4 Détermination des invariants structurels sur le modèle inverse
linéarisé

Ordre d’essentialité généralisé Dans le cas du modèle inverse linéarisé par rapport
au modèle proposé en figure F.9, il existe 54 chemins causaux entre l’entrée u = Fx pneu

et la sortie y = Ccolonne. La détermination de l’ordre d’essentialité généralisé d’une sor-
tie a été explicitée sur le modèle inverse grâce aux propositions 4.12 et 4.13 page 167
suivant les niveaux d’analyse. L’analyse causale menée avec le logiciel MS1 indique la
présence, parmi les 54 chemins causaux entrée/sortie, la présence de 11 chemins causaux
d’ordre minimal égale à −2. Nous en déduisons qu’au niveau d’analyse BG-Structurel,
l’ordre d’essentialité généralisé de la sortie y = Ccolonne, que nous avons noté nBG−s,1eg ,
est égale à 2 (proposition 4.12), en soulignant à nouveau que la quantité ωnI−d est nulle
dans le présent cas (en raison de l’absence de boucles causales d’ordre négatif).

Au niveau d’analyse comportemental, sans rentrer d’avantage ici dans le détail du cal-
cul, il est possible de montrer que la somme des gains statiques des 11 chemins causaux
d’ordre minimal entre la sortie y et l’entrée u n’est pas nulle. Une manière de constater
ce point est, comme nous le faisons dans le présent cas, d’écrire le système d’équations du
modèle inverse et de vérifier in fine l’ordre de différentiation de la sortie y apparaissant
dans le modèle inverse (voir par exemple l’équation de u (F.1) page 341). Nous pouvons
conclure que l’ordre d’essentialité généralisé de la sortie y = Ccolonne, que nous avons
noté n1eg , est égale à 2 (proposition 4.13), conformément aux résultats issus du modèle
direct de la section F.3.3.

F.3.5 Implémentation dans le logiciel Amesim [Sie] et Simulation

L’implémentation dans Amesim est réalisée sous la forme d’un sous-modèle spéci-
fique dont l’icône et la causalité sont détaillés en figure F.13. Comme exposé en section
F.3.2, ce modèle comporte 6 degrés de liberté, et 8 variables d’état, détaillées ci-après :

— pxcaisse , pycaisse , pzcaisse (moments généralisés masse suspendue),
— pzpf (moment généralisé masse non suspendue),
— qsusp (déplacement généralisé ressort suspension),
— pV (moment généralisé inertie volant),
— deux états supplémentaires sont introduits pour le calcul de zrel et ycr, pour le

pilotage des MTF , détaillés en figure F.9.

L’implémentation détaille la sortie de couple volant y = Ccolonne (qui est donc l’entrée
au port 6 du sous-modèle de la figure F.13) ainsi que ses dérivées première et seconde
(respectivement aux ports 7 et 8). L’implémentation détaille également l’entrée en effort
issu du pneumatique sur l’axe −→x0, u = Fx pneu (qui est la sortie au port 9 du sous-modèle
de la figure F.13, dont l’équation (F.1) est donnée page 341). Notons que le flux associé
à ce lien de puissance, la sortie de vitesse de la masse non-suspendue suivant l’axe −→x0,
est la sortie au port 10.

En termes d’implémentation de code, la flexibilité de structuration des variables d’entrée
et de sortie dans les sous-modèles Amesim permet une implémentation complètement
équivalente à un sous-modèle à causalité « usuelle » (i.e. la causalité « classique » du
bond graph) 3. En d’autres termes, la bicausalité n’entraîne pas de spécificités supplé-
mentaires d’implémentation dans le logiciel Amesim.

3. En rentrant dans le détail d’implémentation, dans le présent cas la variable u = Fx pneu est définie
comme une « variable basique de sortie » (basic variable) par souci de simplicité, mais rien n’empêche
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Figure F.13 – Implémentation du modèle multicorps quart de véhicule inverse dans le
logiciel Amesim [Sie]

Une validation exhaustive a été réalisée, similaire à celle évoquée en section F.2.2 sur le
modèle direct. Un exemple de validation complet du modèle inverse peut par exemple
être celui proposé en figure F.14, où le modèle inverse est connecté en série avec le mo-
dèle direct au niveau de la variable d’entrée u = Fx pneu (i.e. sortie du modèle inverse et
entrée du modèle direct), où, comme en section F.2.2, la cinématique de suspension est
réelle (issue de mesures sur banc) et où l’ensemble des dynamiques des deux sous-modèles
sont sollicitées.

Nous faisons ici une analyse temporelle sur un balayage sinusoïdale en couple volant
sur y = Ccolonne sur le modèle inverse, que nous devons nécessairement retrouver sur le
modèle direct. Une comparaison sur une trentaine de variables de chacun des modèles
à été réalisée. Nous n’en exposons que quelques unes sur la figure F.15, comprenant en
l’occurrence la comparaison des variables y = Ccolonne (quatrième variable de la figure
F.15, et la différence entre les deux est exposée sur la cinquième variable, en insistant
sur l’échelle de ce dernier signal, à 10−6 Nm).

une mise en place sous la forme de multiline macro d’Amesim, qui est la solution privilégiée pour l’in-
dustrialisation.
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Figure F.14 – Exemple de validation du modèle inverse quart de véhicule : analyse
temporelle sur un balayage sinusoïdale en couple volant sur y = Ccolonne sur le modèle
inverse, connecté en série avec le modèle direct au niveau de l’entrée u = Fx pneu
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Figure F.15 – Exemple de validation du modèle inverse quart de véhicule : comparaison
entre modèle direct et inverse sur le modèle Amesim de la figure F.14
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Remarque : détail de la variable d’entrée u = Fx pneu
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AnnexeG

Transformationbondgraphdu
modèlemulticorpsdevéhicule

La présente annexe est un support au chapitre 1, section 1.3 page 9. Elle propose une
transformation du bond graph de la figure 1.9b page 18 pour le mettre sous les formes
proposées en figures 1.7a et 1.7b page 16. Le bond graph de la figure 1.9b est rappelé
ci-après en figure G.1. Les étapes de transformation sur le bond graph sont développées
sur les figures G.2 à G.6 de manière acausale 1. La causalité est appliquée sur la figure
G.7, pour aboutir à une représentation bond graph analogue à celle de la figure 1.7a et
enfin, le passage de l’élément inertiel dépendant I : Mpf à travers le MTF exposé sur le
bond graph de la figure G.8 conduit à une représentation analogue au bond graph de la
figure 1.7b.

Nous rappelons que le mouvement horizontal absolu du porte-fusée, dont la vitesse est
notée ẋpf , est un mouvement cinématiquement contraint. La représentation bond graph
des figures 1.9b et G.1 explicite que ce mouvement dépend algébriquement des quatre
degrés de liberté du système, comme explicité par l’équation (1.16) page 19, rappelée
ci-dessous en (G.1) :

ẋpf = ẋcaisse + ∂xrel
∂zrel

(żpf − żcaisse)︸ ︷︷ ︸
żrel

+∂xrel
∂ycr

ẏcr

=
[
∂xrel
∂zrel

1 −∂xrel
∂zrel

∂xrel
∂ycr

]
︸ ︷︷ ︸

[TBr 4ddl]


żpf

ẋcaisse
żcaisse
ẏcr


(G.1)

La masse équivalente [Meq 4ddl] apparaissant dans le bond graph de la figure G.8 a été
développée à l’équation (1.19) page 20 et le gyristor [Gy4ddl] est proposé en (G.2).

1. Par raison de simplicité, les liens de signal de modulation des MTF ne sont pas représentés dans
les différentes étapes de la transformation.
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Figure G.1 – Représentation bond graph proposée en figure 1.9b page 18

[Gy4ddl] = [TBr 4ddl]T Mpf
d [TBr 4ddl]

dt

= Mpf



∂xrel
∂zrel

∂2xrel
∂z2

rel

żrel 0 −∂xrel
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∂z2

rel

żrel
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∂y2

cr

ẏcr

∂2xrel
∂z2
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∂z2
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∂y2

cr

ẏcr
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∂z2
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∂z2
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(G.2)
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Figure G.2 – Transformation du bond graph de la figure G.1, première étape
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Figure G.3 – Transformation du bond graph de la figure G.1, deuxième étape
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Figure G.4 – Transformation du bond graph de la figure G.1, troisième étape
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Figure G.5 – Transformation du bond graph de la figure G.1, quatrième étape
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Figure G.6 – Transformation du bond graph de la figure G.1, cinquième étape (écriture
utilisant des multi-liens
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Figure G.7 – Transformation du bond graph de la figure G.1, sixième étape (application
de la causalité)
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Figure G.8 – Transformation du bond graph de la figure G.1, septième étape (passage
de l’élément inertiel dépendant I : Mpf à travers le MTF )
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