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Résumé

Ce travail porte sur le développement d’algorithmes et l’application de méthodes nu-
mériques pour la résolution des problèmes inverses d’estimation de paramètres, d’iden-
tification de conditions aux limites et d’identification de sources dans un milieu poreux.
Ces outils seront d’une grande utilité pour l’aide à la gestion des ressources en eaux sou-
terraines et à leur préservation quant aux dégradations.

L’objectif de cette thèse est de résoudre ces problèmes inverses en se basant sur diffé-
rentes approches :

– Une résolution basée sur l’optimisation de forme topologique qui est la recherche
de la géométrie d’un objet qui soit optimale vis à vis d’un critère donné, et ce
sans aucun a priori sur sa topologie, c’est-à-dire sur le nombre de "trous" qu’il
peut contenir. Sachant que ces trous représentent les puits recherchés. Pour ce faire,
nous avons adopté la méthode du gradient topologique, qui consiste à étudier le
comportement d’une fonction objectif lors de la création d’un petit trou à l’intérieur
du domaine.

– Une résolution basée sur la minimisation d’une fonctionnelle d’erreur en énergie
en utilisant des données surabondantes sur une partie de la frontière du domaine
afin de compléter les données sur toute la frontière du domaine et de déterminer les
positions, les débits et le nombre de puits existants à l’intérieur du domaine.

– Une résolution par le couplage de la méthode de paramétrisation adaptative qui a
l’avantage de minimiser le nombre des inconnus de paramètres permettant d’inter-
préter au mieux les données disponibles et la mèthode du gradient topologique. Ce
couplage nous permet à la fois d’identifier les zones géologiques, de déterminer
les valeurs de la transmissivité hydraulique dans chaque zone et de localiser les
positions des puits.

MOTS CLÉS: équation d’écoulement, puits, gradient topologique, fonctionnelle d’er-
reur type énergie, données surabondantes, paramétrisation adaptative.
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Introduction générale

La gestion des ressources en eau est, depuis toujours, un problème d’une grande
importance pour la survie de l’humanité. En effet, les ressources en eaux constituent une
composante cruciale dans tous les secteurs de la vie : agricole, urbain, industriels etc.
Cette importance est reflétée par la création d’organismes officiels de gestion de
ressources en eau à tous les niveaux : international, national et régional et local. Ces or-
ganismes sont chargés d’assurer une distribution équitable pour tous les consommateurs,
et de veiller à contrôler la préservation de la qualité de ces ressources et l’impact de
leur exploitation sur l’environnement. Des outils numériques permettant la construction
l’information sur le milieu hydrogéologique, à partir de mesures disponibles, seront
d’une grande utilité pour l’aide à la gestion des ressources en eaux souterraines et à
leur préservation des dégradations engendrées par une exploitation irrationnelle. Le plus
souvent ces dégradations sont difficilement réversibles.

La modélisation de l’écoulement des eaux souterraines est un domaine essentiel
de l’hydrogéologie. L’efficacité du modèle mathématique est fortement dépendante
de la connaissance des différentes caractéristiques du milieu étudié. Les équations
d’écoulement de fluides dans un milieu poreux font intervenir des paramètres héto-
rogènes tels que la perméabilité, la porosité, le coefficient d’emmagasinement,... qui
sont difficiles à mesurer expérimentalement. D’autre part, l’extension géographique des
zones géologiques qui composent le milieu étudié et les conditions aux limites sur ses
frontières ne sont pas toujours bien maîtrisées par les hydrogéologues [BAD 91]. Toutes
ces indéterminations font que nous sommes souvent en présence de problème inverse
d’identification de paramètres, de complétion de données,.... Un tel problème est souvent
mal posé et nécessite une étude mathématique et numérique pour le développement de
techniques de résolution efficaces.

Le problème inverse est une situation dans laquelle on cherche à déterminer les
causes d’un phénomène à partir d’observations expérimentales de ses effets.
Une autre définition donnée dans [KEL 76] indique que "deux problèmes sont dits
inverses l’un de l’autre si la formulation de l’un met l’autre en cause". En général, le
modèle mathématique est considéré comme étant le problème direct et tout problème
dont l’inconnue est une des données du problème direct est dit inverse. Pour le résoudre
on doit disposer de mesures qui seraient surabondantes si considérées dans le problème
direct.
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Introduction générale

Autrement dit, dans un problème inverse, nous cherchons à évaluer une certaine grandeur
physique ξ inaccessible à l’expérience, à partir de mesures d’une grandeur d directement
accessible à l’expérience. On note symboliquement d = G(ξ) [KER 02], où G est un
opérateur complexe faisant intervenir le modèle. Résoudre le problème inverse revient à
inverser G .
Les problèmes inverses sont multiples et leurs applications se retrouvent dans tous
les domaines tels que le contrôle non destructif des structures [ISA 97], la médecine
[ADD 05], le nucléaire [BLU 13],...
Les problèmes inverses sont en général mal posés au sens d’ Hadamard [HAD 53], c’est
à dire que l’existence, l’unicité ou/et la continuité de la solution par rapport aux données
ne sont pas vérifiées.

Dans ce travail notre problème direct est un modèle mathématique décrivant l’écoule-
ment dans un milieu poreux, caractérisé par certains paramètres hydrogólogiques, tenant
compte de conditions aux limites du domaine, de conditions initiales et de l’existence
de termes sources. Nous nous proposons de développer des méthodes numériques et des
algorithmes pour la résolution des problèmes inverses d’identification de sources et de
puits, d’identification de conditions aux limites et d’estimation de paramètres, à partir de
mesures sur le bord et/ou à l’intérieur du domaine.

Les puits constituent des ouvrages hydrauliques élémentaires [DEM 94]. Cependant
ils sont d’une importance primordiale car ils permettent l’accès direct à l’eau à frais
raisonnables. Leur forage est strictement contrôlé par les institutions concernées afin de
ne pas sur-exploiter les nappes et à la longue les assécher. Cependant, les agriculteurs ont
de plus en plus recours aux forages non autorisés.
Les puits de stockage, en général de fluides, qui pourraient être polluants, deviennent de
plus en plus nombreux. Ceci fait que le développement de technique de localisation de
puits à partir d’observations disponibles pourrait être un outil de contrôle efficace qui
aiderait les gestionnaires de l’eau. Dans de plusieurs cas, les mesures disponibles sont
en nombre très réduit ou ne peuvent être effectuées que sur une partie de la frontière du
domaine. Nous étudions le problème d’identification de sources ou de puits en utilisant
des mesures à l’intérieur du domaine ou sur la frontière. Nous traitons aussi le problème
inverse de complétion de données sur la frontière.

Par ailleurs, dans la plus part des cas d’étude en hydrogéologie, la connaissance des
propriétés hydrogólogiques de l’aquifère est un problème majeur lors de l’élaboration
d’un modèle [HAR 13, SUN 94, ISA 06, DEM 00]. Les paramètres telsque la transmis-
sivité hydraulique, le coefficient d’emmagasinement,....diffèrent d’une zone géologique
à une autre. Dans ce travail nous étudions aussi un problème inverse complexe où nous
avons à localiser les interfaces entre les zones géologiques, à estimer les valeurs des
transmissivités hydrauliques et à localiser les puits dont on ne connait pas le nombre.

Les applications des méthodes et des techniques, objets du présent travail, sont
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Introduction générale

multiples. Par exemple, identifier les paramètres qui caractérisent une zone géologique
et/ou identifier les sources de polluants. Ce qui permettra d’étudier la propagation d’un
polluant dans cette zone ainsi que sa capacité de stockage des eaux.

Le travail présenté dans ce mémoire est organisé en quatre chapitres.

Nous avons consacré le premier chapitre à la présentation des modèles en hydrogéo-
logie et des équations qui décrivent l’écoulement de l’eau dans un milieu poreux saturé
en utilisant la loi de Darcy [DEM 94, DEM 81] et le principe de conservation de la masse
[DEM 94]. S’appuyant sur la différence d’échelle entre la taille des puits et celle de
l’aquifère, on peut distinguer différentes modélisations pour un puits. Les sources sont
considérées comme un cas particulier de puits. Géometriquement une source occupe un
domaine de mesure nulle ; c’est le support d’une fonction de Dirac. Identifier une source
consiste à identifier le support d’une fonction de Dirac (qui correspond a la position de
la source) et la valeur non nulle qu’elle prend (qui correspond au débit). Un puits peut
être aussi le modélisé par un trou géométrique [MOU 03, LIZ 08] de mesure non nulle.
Ces modélisations nécessitent différentes méthodes pour résoudre le problème inverse
correspondant.

La première partie du deuxième chapitre, est dédiée à la présentation de la méthode
du gradient topologique [AMS 03, CHA 99, COL 84, BEN 09, ABD 09] pour identifier
les positions des puits dont le nombre est supposé inconnu.
Cette méthode consiste à étudier le comportement d’une la fonction objectif, modélisant
l’écart entre les mesures et la réponse du modèle considéré, sous l’effet d’une petite
perturbation de la géométrie (ou de terme source dans le modèle). Dans la suite, nous
développons un algorithme pour la localisation de puits et l’identification de leur
nombre en se basant sur le calcul du gradient topologique. Nous étudions au second
paragraphe de ce chapitre le problème inverse d’identification de positions de sources
[FER 13, SAB 13].

Dans le troisième chapitre, nous allons étudier le problème inverse d’identification
de sources. Nous développons une approche qui consiste à adapter une méthode de
résolution basée sur la minimisation d’une fonctionnelle d’erreur en énergie [BAR 11a]
en utilisant des données surabondantes sur une partie de la frontière du domaine afin
de déterminer les positions, les débits et le nombre de puits. Enfin, nous étudions
le problème de complétion de données [BAR 11b, BAR 09, HAR 11], de locali-
sation de puits et d’identification de débits. Nous considérons que nous disposons
de mesures sur une partie de la frontière et à l’intérieur du domaine. Nous utilisons la
deuxième approche décrite dans le chapitre précédent en résolvant la même fonctionnelle.

Le dernier chapitre est dédié au développement d’une méthode pour résoudre le pro-
blème inverse de localisation d’interfaces entre les zones géologiques, de détermination
des valeurs des transmissivités hydrauliques dans chaque zone et d’identification des
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Introduction générale

positions et du nombre des puits dans le milieu étudié.
La première partie de ce chapitre, est consacrée au problème de parametrisation. Nous
aapliquons une méthode de parametrisation adaptative [WEI 08, BEN 02a, HAY 08] pour
construir la parametrisation de la transmissivité hydraulique supposée constante dans
chaque zone géologique. Ceci nous conduit à localiser les frontières entre les différentes
zones géologiques [HAY 09, BEN 02a] et à estimer la valeur de la transmissivité dans
chaque zone. Dans la suite nous développons un algorithme couplant la méthode de
parametrisation adaptative avec la méthode du gradient topologique, ce qui nous permet
d’identifier à la fois la distributions des valeurs de la transmissivité, les frontières des
zones ainsi que les positions et le nombre des puits.

4
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Chapitre 1

Hydrogéologie et modélisation

1.1 Hydrogéologie

L’hydrogéologie est la science qui étudie les eaux souterraines tant du point de vue de
leurs origines que de leur mouvement à travers les formations géologiques. Cette science
s’intéresse aussi à l’étude de la qualité de ces eaux, ainsi qu’à leur gestion. Afin de proté-
ger les réserves planétaires en eau potable et de planifier leur gestion, il est nécessaire
de bien comprendre les processus hydrogéologiques. C’est dans ce but que les tech-
niques de modélisation mathématique sont introduites en hydrogéologie. Ces techniques
ont été souvent utilisées afin d’étudier les différents scénarios d’exploitation de ces eaux
et de classer celui qui préserve la ressource et sa qualité [DAS 09, CHA 09, DEM 81].
Le modèle hydrogéologique est une représentation mathématique de l’aquifère, de ses
conditions aux limites, de ses forages et des processus d’écoulement dont il est le siège
[DEM 94, BOU 04].

Dans ce chapitre, nous allons présenter les variables, les paramètres et les équations
décrivant les écoulements dans les milieux poreux.

1.2 Quelques définitions

Dans cette section, nous allons donner une idée sur le vocabulaire utilisé par les hy-
drogéologues pour designer des quantités physiques intervenant dans les modèles.

1.2.1 Fluide [BEA 72]

Un fluide peut être considéré comme étant formé d’un grand nombre de particules
matérielles, très petites et libres de se déplacer les unes par rapport aux autres.
Un fluide est donc un milieu matériel continu, déformable, sans rigidité et qui peut s’écou-
ler. Parmi les fluides, on fait souvent la distinction entre liquides et gaz. Un fluide est dit
incompressible lorsque son volume demeure constant sous l’action d’une pression ex-
terne. Un fluide parfait est un fluide dont l’écoulement se fait sans frottement (viscosité
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1. Hydrogéologie et modélisation

eau
particule

air

FIGURE 1.1: Représentation d’un milieu poreux [ALB 07].

nulle). L’eau est un fluide parfait et incompressible.

1.2.2 Milieu poreux [BEA 99]

Les milieux poreux désignent des matériaux pour lesquels la phase solide, fortement
imbriquée avec la phase fluide, est fixe. On trouve de nombreux matériaux naturels dans
cette catégorie tels que les couches sédimentaires, la plupart des roches et certains maté-
riaux vivants. Certains matériaux artificiels requièrent d’être poreux soit dans le processus
de fabrication soit dans leur finalité pour jouer un rôle de filtre ou apporter des proprié-
tés macroscopiques particulières (conductivité thermique par exemple). D’une manière
générale, les milieux poreux sont définis par deux critères :

1. Le matériau doit contenir de petits espaces vides (voir figure 1.1), appelés pores,
délimités par une matrice solide.

2. Le matériau doit être perméable à un écoulement de fluide (gaz ou liquide).

1.2.2.1 Définition d’un aquifère et d’une nappe [BEA 79]

Le terrain dans lequel l’eau circule est dit le terrain aquifère ou simplement l’aquifère.
Donc, un aquifère est une formation hydrologéologique perméable. Une zone saturée c’est
à dire une partie poreuse dont tous les pores sont remplis d’eau. En fonction de son taux
de remplissage un aquifère peut comporter une zone non saturée, qui renferme de l’air en
plus de l’eau, comme indiqué sur la figure 1.2.

Suivant la structure et le type de perméabilité du milieu on distingue :

1. L’aquifére constitué de formations perméables.

2. L’aquitard est une couche semi-perméable comme les sables fins et argileux, pou-
vant stocker de l’eau ayant une vitesse de transit faible.

3. L’aquiclude constitué de roches à grande porosité contenant une grande quantité
d’eau, mais la laissant passer trés difficilement. On peut citer par exemple le cas de
l’argile.
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Quelques définitions

FIGURE 1.2: Zone saturée , zone non saturée (la couleur bleue représente l’eau). Source :
http ://sigessn.brgm.fr/spip.php ?article24.

1.2.2.2 Définition de la porosité [DEM 81]

L’étude d’un aquifère passe aussi par l’identification de sa porosité . Les sols sont gé-
néralement constitués de particules solides formant un squelette autour duquel subsistent
des espaces vides. Ces vides sont occupés soit par l’air, soit par de l’eau ou d’autres
fluides. La porosité du milieu s’exprime quantitativement comme le rapport entre le vo-

Pore fermé

Pore ouvert

Eau liée = eau capiliaire

Eau libre = eau gravifique

FIGURE 1.3: Porosité. Source : http ://sigessn.brgm.fr/spip.php ?article313.
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1. Hydrogéologie et modélisation

lume des pores et le volume total du milieu.

porosité totale φ =
volume du vide

volume total de la roche
. (1.1)

La porisité varie entre 0 (solide plein) et 1 (volume complètement vide). Puisqu’il s’agit
d’un rapport de quantités de même nature, la porosité n’a pas d’unité et elle est souvent
exprimée en pourcentage.

1.2.2.3 Différents types de nappes [DEM 81]

La nappe phréatique (on l’appelle aussi nappe aquifère) est une réserve d’eau qui
se trouve sous la surface de la terre au-dessus d’une poche de terre imperméable. S’ap-
puyant sur les conditions hydrodynamiques qui régissent le mouvement de l’eau souter-
raine contenue et en se refèrant à la topographie des nappes souterraines nous distinguons
les types suivants de nappes :

– Une nappe libre ( voir figure 1.4) : est une nappe dont la limite supérieure dans
la formation poreuse est une surface libre. Cette dernière est une surface isobare,
la pression est constante et est égale à la pression atmosphérique. Cette nappe est
généralement limitée en bas par un substrum imperméable.

FIGURE 1.4: Nappe libre [ABA 07]

– Une nappe captive (voir figure 1.6) : est une nappe d’eau souterraine emprisonnée
dans une formation géologique perméable, entre deux formations imperméables.
L’eau contenue dans cette nappe est soumise à une pression supèrieure à la pression
atmosphérique. Généralement, une nappe captive plus en profonde qu’une nappe
libre.
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Les variables et les paramètres décrivant l’écoulement dans un milieux poreux

FIGURE 1.5: Nappe captive [ABA 07]

1.3 Les variables et les paramètres décrivant l’écoule-
ment dans un milieux poreux

Un paramètre est une propriété intrinsèque des matériaux formant l’aquifère. Les va-
riables d’état représentent l’état hydrologique dont l’évolution est décrite par le modèle
mathématique. Les paramètres sont considérés comme constants dans le temps tandis que
la variable d’état ne l’est pas.

1.3.1 La charge hydraulique [DEM 94]

Commençons par rappeler le théorème de Bernoulli [BEA 79] : "La somme des pres-
sions et des énergies mécaniques par unité de volume est constante tout le long du tube
de courant" soit :

ρ
V 2

2
+ρgz+ p = constante (1.2)

Cela est équivalent à :
Pression Cinétique + Pression de pesanteur + énergie de pression = constante.
Avec

– ρ : la masse volumique [Kg/m3]
– p : la pression statique [Pa]
– V :la vitesse d’écoulement [m/s].
– g : est la gravité terrestre [9.81m/s].
– z :le niveau de l’eau [m].

On appelle ligne de courant une courbe tangente en chacun de ses points au vecteur vitesse
v(x, t). Un tube de courant est la surface engendrée par les lignes de courant s’appuyant
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1. Hydrogéologie et modélisation

sur une courbe fermée C dont aucun tronçon ne coïncide avec une ligne de courant (figure
1.6).

FIGURE 1.6: Ligne de courant et type de courant.

L’équation de Bernoulli peut être considérée comme étant le principe de conservation
d’énergie adapté aux fluides en mouvement. Dans un milieu poreux la vitesse d’écoule-
ment du fluide étant très faible, l’énergie cinétique est négligée et le théorème de Bernoulli
donne :

ρgz+ p =C1.

divisons l’équation précédente par ρg et on obtient :

z+
p

ρg
= u.

avec u est appelé la charge hydraulique. Notons que alors que C1 a la même unité qu’une
pression, u a celle d’une hauteur.

1.3.2 La conductivité hydraulique [DEM 94]

La conductivité hydraulique appelée aussi coefficient de perméabilité, a été introduite
par Darcy (voir plus loin) . Elle indique la facilité avec laquelle s’effectue le transfert de
l’eau dans un milieu poreux. Mathématiquement, ce paramètre est un tenseur d’ordre 3,
symétrique, définie et positive. Ses valeurs propres indiquent la valeur de la conductivité
dans les trois directions principales définies par les trois vecteurs propres.
La conductivité hydraulique dépend à la fois des caractéristiques de l’aquifère et celles du
fluide.
Le domaine de variation de ce coefficient est de 10−2m/s pour les graviers, à 10−11m/s,
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pour les argiles franches. Un matériau est considéré comme imperméable au delà de
10−9m/s. La conductivité hydraulique, noté K, est définie par :

K =
k.ρ.g

µ
[ms−1] (1.3)

Avec
– k : coefficient de perméabilité intrinsèque [m2]
– ρ : densité du fluide [Kg m−3]
– µ : viscosité dynamique du fluide [Kg m−1s−1]
– g : l’accélération de la pesanteur [m/s2]

Dans le cas d’un milieu anisotrope, la perméabilité K est définie par un tenseur symétrique
de la forme :

K =





KXX KXY KXZ

KXY KYY KY Z

KXZ KY Z KZZ



 (1.4)

1.3.3 La transmissivité hydraulique [BEA 79]

La transmissivité hydraulique d’un aquifère est la mesure de la facilité avec laquelle
l’eau peut être transmise horizontalement sur toute l’épaisseur e de l’aquifère. La trans-
missivité dépend des propriétés du liquide et du milieu poreux.
En représentation bidimensionnelle, la transmissivité correspond à l’intégration de K sui-
vant l’épaisseur e de l’aquifère.

T =

∫
e
Kdz [m2s−1] (1.5)

Dans le cas où la perméabilité est la même sur toute l’épaisseur de l’aquifère la relation
se simplifie :

T = K.e (1.6)

Un bon aquifère doit vérifier T ≥ 0.015m2s−1 pour être exploitable du point de vue res-
source en eau.

1.3.4 La capacité d’emmagasinement [BEA 79]

Le coefficient d’emmagasinement spécifique représente la capacité à libérer de l’eau
sous l’effet d’un abaissement de la charge hydraulique. Le coefficient d’emmagasinement
spécifique, Ss, donne le volume d’eau libéré par un volume unitaire de matériau pour une
baisse unitaire de charge hydraulique, son unité est (m−1). Pour une nappe captive, l’eau et
le milieu poreux peuvent se comprimer sous l’effet de la charge hydraulique, augmentant
ainsi la capacité de stockage, le coefficient d’emmagasinement est défini par :

S = Sse [−] (1.7)
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1. Hydrogéologie et modélisation

S est un scalaire sans dimension. Pour une nappe libre, on définit V le volume d’eau
libérée ou emmagasinée par unité de surface d’un aquifère A par :

V = nd∆hA

avec nd est la porosité de drainage (la porosité du sol libérée de son eau suite au drainage
et elle correspond à la différence entre la saturation et la capacité au champ) et ∆h est la
variation de la charge hydraulique. Ainsi,

S = nd (1.8)

1.4 Modélisation d’un puits

Un puits ou un forage est un ouvrage de captage vertical permettant l’exploitation
de l’eau d’une nappe , contenue dans les interstices ou dans les fissures d’une roche du
sous-sol qu’on nomme aquifère. L’eau peut être remontée au niveau du sol soit de fa-
çon très simple grâce à un récipient (seau par exemple) soit plus facilement grâce à une
pompe, manuelle ou motorisée. Les puits et les forages sont très divers, que ce soit par
leur profondeur, leur volume d’eau ou leur coût.

Il existe trois grandes catégories de puits (figure 1.7) : les puits creusés, les puits foncés
et les puits forés.

Puits creusé       Puits foncé          Puits foré

FIGURE 1.7: Exemples de puits. Source : http ://www.wikiwater.fr/e28-les-divers-types-
de-puits-et.html.

Le choix du type d’ouvrage à réaliser dépend essentiellement de la profondeur de la
nappe aquifère, des données hydrogéologiques du terrain, de la rapidité recherchée ou non
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Modélisation de l’ écoulement en milieu poreux saturé

et du coût de l’opération (il serait par exemple très difficile ou dangereux de faire creuser
un puits à la main par des puisatiers à plus de 30 m de profondeur [ADA 03]). L’ouverture
d’un puits creusé à la pioche est bien plus grande (ne serait-ce que pour permettre la
descente de puisatiers) que celle d’un puits foncé réalisé en enfonçant des outils dans le
sol ou d’un forage dont l’orifice est au contraire étroit compte tenu des outils utilisés et
de la grande profondeur à atteindre.

Le choix entre les différents procédés de creusement des puits dépend de nombreux
paramètres :

– Les caractéristiques géologiques des terrains à creuser : roches dures, roches tendres
et friables, terre sableuse,. . .

– La profondeur à creuser (laquelle est fonction de la profondeur de la nappe phréa-
tique).

– Les moyens techniques potentiellement disponibles sur place et leur coût.
– Le diamètre souhaité.
On s’appuie sur la différence d’échelle entre la taille du puits et celle de l’aquifère, on

peut distinguer les différentes modélisations d’un puits pour l’équation d’écoulement :

1) Un puits peut être défini comme un Dirac au point x par λ∗δx, λ [m3s−1] le débit du
puits [HAR 11]. Ici, nous avons considéré qu’un puits est un trou de mesure nulle
par rapport à l’aquifère.

3) On peut modéliser un puits par un trou géométrique O de rayon r et de centre
(zx,zy). Donc, nous avons besoin de conditions aux limites sur la frontière du puits
∂O dans la définition de l’équation d’écoulement. Deux cas peuvent se présenter
[MOU 03, LIZ 08] :
– On peut imposer une condition de type Dirichlet sur le bord du puits , telle que

la charge hydraulique u = 0 sur dΩ.
– Ou bien imposer une condition de type Neumann sur la frontière ∂O telle que le

flux hydraulique est défini par T ∇u.n= 0.

1.5 Modélisation de l’ écoulement en milieu poreux sa-
turé

L’écoulement de l’eau en milieu poreux saturé est décrit par un système d’équations
composé par la combinaison de la loi de Darcy et de l’équation de conservation de la
masse [DEM 81, YEA 86].

1.5.1 Loi de Darcy

En 1856 Henri Darcy a publié une expérience de transfert d’eau à travers un milieu
poreux dans un livre intitulé « Les fontaines publiques de la ville de Dijon » [DEM 81].
Dans son expérience il a mesuré le flux d’eau à travers un filtre composé de sable. Darcy
a relié le flux à la section du filtre et au gradient hydraulique.
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1. Hydrogéologie et modélisation

FIGURE 1.8: Expérience de Darcy [TAL 04]

L’expérience qui est à l’origine de la loi de Darcy est la suivante : considérons un
cylindre de section A , rempli de sable, avec une circulation d’eau et deux manomètres (
voir figure 1.8. L’eau est introduite dans le cylindre, sature les pores avant de s’écouler
à l’autre extrémité. En prenant un niveau de référence Z = 0, on attribue Z1 et Z2 aux
niveaux des ouvertures des manomètres et H1 et H2 [m] aux hauteurs du fluide. Le débit
total traversant le cylindre est noté λ [m3/s]. On définira alors β, comme le débit spécifique
à travers le cylindre :

β =
λ

A

Le débit spécifique a la dimension d’une vitesse [m/s]. On observe que β est directe-
ment proportionnel à H1−H2 si la distance L entre les manomètres 1 et 2 est constante et
inversement proportionnel à L, si H1−H2 est constant. Si on définit ∇u comme H1 −H2,
alors la loi de Darcy s’écrit :

λ

A
=−K

∇u

L
(1.9)

ou bien :

β =−K
du

dl
=−K∇u. (1.10)

On note
du

dl
est le gradient hydraulique (c’est le quotient de la différence de charge

hydraulique entre deux points d’un milieu poreux saturé, sur une même ligne de courant,
par la distance les séparant sur cette ligne de courant [DEM 81]).
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Modélisation de l’ écoulement en milieu poreux saturé

1.5.2 Équation d’écoulement

Pour obtenir l’équation d’écoulement d’eau dans un milieu poreux, nous formulons
d’abord le principe de conservation de la masse puis nous utilisons la loi de Darcy. Pour le
principe de conservation de la masse nous avons la quantité à conserver étant la masse de
fluide en fonction du temps dans un milieu poreux [CHA 09]. Comme la masse de fluide
s’écrit pour tout élément de volume de contrôle Ω :

M(t) =

∫
Ω

ρΦdΩ (1.11)

avec :
ρ représente la masse volumique de l’eau, Φ la porosité. L’équation globale de conserva-
tion de la masse sans termes sources est :

dM

dt
= 0 (1.12)

En combinant les deux équations ci-dessus, on trouve :

dM(t)

dt
=

d

dt

∫
Ω

ρΦdΩ (1.13)

Puis en utilisant les théoremes généraux sur les dérivés [SUN 06], nous obtenons :

dM

dt
=

∫
Ω

∂(ρΦ)

∂t
dΩ+

∫
σ

ρΦ(V.n)dσ (1.14)

dΩ est la frontière du domaine Ω, dσ est un élément de surface sur la frontière, V est le
champ de vitesse du fluide et n est la normale extérieure en tout point de la frontière du
domaine considéré.

L’intégrale
∫

Ω

∂(ρΦ)

∂t
dΩ représente la variation locale instantanée de masse dans le vo-

lume Ω.
L’intégrale

∫
σ

ρΦ(V.n)dσ représente la variation de masse due au flux de masse net à tra-

vers la surface σ.
D’après (1.12) et (1.14), nous avons :

∫
Ω

∂(ρΦ)

∂t
dΩ+

∫
σ

ρΦ(V.n)dΩ = 0 (1.15)

La formule de Green permet d’éxprimer l’intégrale de surface sur la frontière σ en une
intégrale de volume dans le domaine Ω ainsi nous obtenons :

∫
σ

ρΦ(V.n)dΩ =
∫

Ω
div(ρΦV )dΩ (1.16)

(1.15) et (1.16) donnent :
∫

Ω
(
∂(ρΦ)

∂t
+div(ρΦV ))dΩ = 0 (1.17)
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1. Hydrogéologie et modélisation

Cette intégrale de volume (1.17) est nulle quelque soit t fixé et aussi pour tout volume
matériel Ω. Ainsi nous déduisons l’équation de conservation sous sa forme locale :

∂(ρΦ)

∂t
+div(ρΦV ) = 0 (1.18)

Or la vitesse interstitielle V dans un milieu poreux est liée à la densité de flux q via la
porosité : q = ΦV

D’òu l’équation obtenue :
∂(ρΦ)

∂t
+div(ρq) = 0 (1.19)

En insérant la loi de Darcy (1.10) dans l’équation (1.19) nous obtenons l’équation d’écou-
lement :

∂(ρΦ)

∂t
−div(ρK∇u) = 0 (1.20)

Or
∂(ρΦ)

∂t
= ρ

∂Φ

∂t
+Φ

∂ρ

∂t
= ρ(

∂Φ

∂p
+Φ

1
ρ

∂ρ

∂p
)
∂p

∂t
(1.21)

ainsi nous obtenons [DEM 81] :

ρ(
∂Φ

∂p
+Φ

1
ρ

∂ρ

∂p
)
∂p

∂t
= ρSs

∂u

∂t
(1.22)

avec Ss : coefficient d’emmagasinement spécifique. Nous déduisons l’équation d’écou-
lemnet sans termes sources :

Ssρ
∂u

∂t
−div(ρK∇u) = 0 (1.23)

En simplifiant par ρ, pour ρ = cste, puis en intégrant l’équation (1.23) sur l’épaisseur de
la nappe on obtient :

S
∂u

∂t
−div(T ∇u) = 0, (1.24)

Si nous ajoutons un terme source (pompage, injection) alors l’équation sera de la
forme suivante :

S
∂h

∂t
−div(Kgrad u) = Q, (1.25)

Avec Q est le terme source (ms−1) .
Dans cette thèse on se limite au cas stationnaire :

−div(T (x,y)∇u) = Q (1.26)

Dans le cas général l’équation aux dérivées partielles (1.25) modélisant l’écoulement est
une équation parabolique. Dans le cas stationnaire que nous considérons, l’écoulement
est modélisé par l’équation elliptique (1.26).
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Modélisation de l’ écoulement en milieu poreux saturé

1.5.3 Conditions aux limites

Un aquifère a une extension limitée dans l’espace et sur ses frontières les échanges
d’eau avec l’extérieur sont régies par des conditions aux limites. Ces conditions peuvent
être :

– Condition de type Dirichlet ou charge imposée :

u = H (1.27)

La valeur de la charge hydraulique u est spécifiée sur une partie de la frontière,
cette condition est rencontrée en cas de contact nappe-rivière, la charge imposée est
égale à la cote de la surface libre.

– Condition de type Neumann ou de flux imposé :

∇ u.n = Φ (1.28)

avec n la normale extérieure à la frontière et Φ le flux imposé.
Dans le cas particulier où Φ = 0, par application de la loi de Darcy, cette condition
traduit le fait que la vitesse de l’écoulement normale à la frontière est nulle. Donc
cette frontière est imperméable. Les équipotentiels sont alors perpendiculaires à
cette frontière et les lignes de flux sont parallèles.

Finalement,nous considérons le problème d’écoulement darcien pour les différents
cas du modélisation des puits.
Soit Ω un domaine borné de R2 et Γ1, Γ2 et Γm une partition de la frontière ∂Ω telle que
nous disposons sur Γ2 des mesures du flux hydraulique Φ, sur Γ1 la charge hydraulique
H et sur Γm des mesure du flux Φ.

– Dans le cas où le puits est modélisé comme un Dirac, le modèle stationnaire s’écrit :

Source

FIGURE 1.9: Exemple du domaine avec ses frontières et ses sources.














−div(T (x)∇u) = Q dans Ω
u = H sur Γ1

T ∇u.n = Φ sur Γ2

T ∇u.n = Φ sur Γm

(1.29)
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1. Hydrogéologie et modélisation

où Γ1, Γ1 et Γm sont des parties de la frontière ∂Ω vérifiant ∂Ω = Γ1 ∪Γ2 ∪Γm et
Γm ∩Γ2 ∩Γ1 = /0.

Q(x) =
M

∑
j=1

λ jδ(x−Pj) (1.30)

M le nombre de puits, δ l’opérateur de Dirac, les λ j ∈ R et
les Pj = (Px j

,Py j
), pour j = 1...M sont respectivement les débits et les positions de

chargement de l’eau (figure 1.9).
– Un puits est un trou géométrique O (figure 1.10), nous considérons deux problème :

FIGURE 1.10: Exemple du domaine avec ses frontières et un puits.

i)






















−div(T ∇u1
0) = 0 dans Ω\O

u1
0 = H sur Γ1

T ∇u1
0.n = Φ sur Γ2

T ∇u1
0.n = Φ sur Γm

T ∇u1
0.n = 0 sur ∂O = Σ

(1.31)

ii)






















−div(T ∇u2
0) = 0 dans Ω\O

u2
0 = H sur Γ1

T ∇u2
0.n = Φ sur Γ2

T ∇u2
0.n = Φ sur Γm

u2
0 = 0 sur Σ

(1.32)

En conclusion les modèles hydrologiques sont un ensemble d’équations mathéma-
tiques permettant une représentation simplifiée du milieu naturel.
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Étude de l’existence et l’unicité de différents modelés

1.6 Étude de l’existence et l’unicité de différents modelés

Nous nous basons sur les travaux présentés dans [FAR 07] on peut montrer que le
problème (1.29) admet une unique solution dans V0. Où

V0 = {v :∈ H1(Ω),v = 0 sur Γ1} (1.33)

Alors la formulation faible du problème (1.29) est donnée par :

a0(u,v) = l0(v) ∀ v,u ∈ V0 (1.34)

avec
a0(u,v) =

∫
Ω

T ∇u∇vdx (1.35)

et
l0(v) =

∫
Ω

Q(x)vdx+
∫

Γ2

Φvds+
∫

Γm

Φ.nvds (1.36)

Pour l’étude de deux problèmes (1.32) et (1.32), nous définissons les espaces :

V1 = {v ∈ H1(Ω\O),v = 0 sur Γ1}

V2 = {v ∈ V ,v = 0 sur Σ}

La formulation variationnelle du problème (1.31) (respectivement du problème (1.32))
s’écrit : trouver u ∈ V1 (resp. V2) tel que

a(v,w) = l(w),∀w ∈ V1 (resp.V2). (1.37)

où

a(v,w) =

∫
Ω\O

T ∇v∇wdx ∀v,w ∈ V1.

l(w) =

∫
Γ2

Φwds+

∫
Γm

Φwds.

Si on munit V1 (resp. V2) du produit scalaire induit par celui de H1(Ω\O). Il est clair
que a est une forme bilinéaire continue coercive sur V1×V1 (resp. V2×V2). Aussi, il est
évident que l est une forme linéaire continue sur V1 (resp. V2).
Alors d’après le théorème de Lax-Milgram les deux problèmes variationnels (1.31) et
(1.32) admettent deux uniques solutions. Donc les différents modèles sont bien définis au
sens de Hadamard [HAD 53].

1.7 Les problèmes discrétisés

Dans toute la thèse, nous allons utiliser la méthode des éléments finis pour discrétiser
les domaines des travails. Toutes les simulations numériques seront menées sur les deux
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1. Hydrogéologie et modélisation

logiciels : Maltlab et Comsol Multiphysics. Comsol Multiphysics est une plate forme
logicielle générale qui autorise la modélisation et la simulation des phénomènes physiques
à l’aide de méthodes numériques avancées. COMSOL Multiphysics permet de coupler
des physiques simples ou d’étudier des phénomènes multiphysiques. Pour étendre les
simulations possibles. Supposons que la triangulation : Th de Ω soit caractérisée par n

nœuds et ne éléments.
On note l’espace de discrétisation par :

Vh = {uh ∈C0(Ω),uh ∈ P1,∀ Ee ∈ Th,uh = 0 sur Γ1}. (1.38)

De manière plus formelle, un maillage du domaine Ω est donné par :

Ω = ∪ne

e=1Ee, Ee 6= E f , e 6= f . (1.39)

Soit p1, p2 et pm les nombres de nœuds respectivement sur la frontières Γ1, Γ2 et Γm.
On note :

– uh et HN ∈ Rn les vecteurs correspondant respectivement aux solutions des pro-
blèmes (1.29) et (1.31),

– Hdis ∈ Rn le vecteur correspondant aux données de Dirichlet sur Γ1,
– FΦ ∈ Rn contient les données de Neumann sur Γ2,
– L1 ∈ Mp1×n(R) et Lm ∈ Mpm×n(R) des matrices contenant uniquement des 0 et des

1 et permettant de conserver les valeurs HN respectivement sur Γ1 et Γm,
– K est la matrice de rigidité ∈ Mn(R),
– Nous prenons pour T la discrétisation la plus fine possible : nous prendrons une

valeur par élément du maillage. Nous noterons donc Th le vecteur représentant la
fonction approchée :

Th = (TEe
,Ee ∈ Th). (1.40)

La discrétisation du problème (1.29) est donnée par :
{

Kuh = F(Q)+FΦ +FΦ
L1uh = Hdis

(1.41)

La discrétisation du problème (1.31) dans le domaine sain (domaine sans puits) est donnée
par :

{

KHN = FΦ +FΦ
L1HN = Hdis

(1.42)

20

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI078/these.pdf 
© [W. Mansouri], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



Chapitre 2

Identification de positions de puits par
quelques formules du gradient

topologique

Ce chapitre est consacré à une analyse de sensibilité topologique pour identifier les po-
sitions de puits ou de sources à l’intérieur du domaine Ω pour les modèles (1.29), (1.31)
et (1.32) décrits dans le première chapitre.
La méthode du gradient topologique est utilisée pour résoudre des problèmes d’optimi-
sation de formes géométriques. Dans son principe, on cherche à minimiser une fonction
objectif définie en fonction de la géométrie.

L’optimisation de formes est un thème très porteur en mathématiques appliquées. L’un
de ses attraits est que cette discipline marie les techniques les plus fines de l’analyse mo-
derne aux applications industrielles les plus concrètes et aux secteurs de haute technolo-
gie (électromagnétisme, [GUI 02] imagerie [DRO 14], automobile [CAL 04], matériaux
[SAH 12],acoustique [NEM 06] ...).
Elle consiste à rechercher la géométrie d’un objet qui soit optimale vis à vis de certains
critères.

Généralement, les problèmes d’optimisation de formes rencontrés dans les sciences
de l’ingénieur peuvent être modélisés sous la forme :

min
Ω∈D

J(Ω,uΩ) (2.1)

avec
– J est la fonction objectif. Elle dépend du domaine Ω à travers la solution uΩ d’un

modèle mathématique posé dans Ω.
– D est l’ensemble des domaines admissibles.
Les premiers travaux sur ce sujet sont dus à Maz’ya et al. [MAZ 12]. Ils ont obtenu

des développements asymptotiques à un ordre quelconque de certaines fonctions objec-
tifs pour divers problèmes de la physique. Schumacher [SCH 02] eut le premier l’idée
d’utiliser ce genre de développements en optimisation de forme sous le nom de "bubble
method".
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2. Identification de positions de puits par quelques formules du gradient topologique

L’analyse de la sensibilité topologique permet d’obtenir un développement asympto-
tique d’une fonction de forme par rapport à l’insertion d’un trou à l’intérieur du domaine.

Pour tout ε > 0, on considère le domaine de proféré :

Ωε = Ω\Oε

où Oε = x0 + εO.
O ⊂ Rd , d = 2,3, est un domaine de référence et x0 ∈ Ω.
Lorsque ε = 0, on a Ω0 = Ω et on note Σε = ∂Oε (voir figure 2.1).
Donc, nous cherchons à déterminer l’expression d’un développement asymptotique la

FIGURE 2.1: Domaine perturbé par une insertion d’un trou Oε.

fonction objectif J(Ωε,uΩε) lorsque ε tend 0. Pour simplifier les notations, on note la
fonction J(Ωε), le développement s’écrit :

J(Ωε) = J(Ω)+ f (ε)δJ(x0)+o( f (ε)).

La fonction δJ est appelée sensibilité où gradient topologique et va être utilisée comme
direction de descente dans le processus d’optimisation. En effet, il suffit de placer un trou
là où la fonction δJ est la plus négative.

La fonction f (ε) est une fonction positive tendant vers 0 lorsque ε tend vers 0. Elle
dépend de la dimension de l’espace et des conditions au bord.

Elle peut prendre dans certains cas une des fonctions suivantes : ε3 (en 3D avec condi-
tion de Neumann), ε2 (en 2D avec condition de Neumann), ε (en 3D avec condition de
Dirichlet) et −1

log(ε)
(en 2D avec condition de Dirichlet), voir par exemple [GAR 01] pour

plus de détails. Dans [SOK 99] J. Sokolowski et A. Zochowski ont déterminé le gradient
topologique par rapport à la taille d’un trou inséré à l’intérieur du domaine pour une cer-
taine catégorie de fonctions objectifs.

Masmoudi [MAS 05] a obtenu le développement asymptotique par rapport à une va-
riation topologique pour une large classe de fonctions objectif dans le contexte de l’équa-
tion de Laplace avec condition de Dirichlet au bord d’un trou circulaire. Cette méthodo-
logie a ensuite été adaptée pour des trous de formes quelconques avec condition de type
Dirichlet ou de type Neumann : les formules correspondantes ont été déterminées pour
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les équations de l’élasticité linéaire [GAR 01] et de Stokes [GUI 04].
La sensibilité topologique a également été utilisée pour l’imagerie par Bonnet [BON 06]
ou encore dans l’étude de diffusion inverse électrodynamique et acoustique en temps par
Bonnet dans [BON 04]. Carpio et Rapum [CAR 08] ont étudié la reconstruction d’objets
à l’aide de la dérivée topologique dans le cas des équations de Helmoltz.

Ben Abda et al. [BEN 09] ont déterminé l’expression du gradient topologique pour
déterminer les positions des boules de gaz pour l’équation de Navier-Stokes. Hassine et
al. [HAS 04] ont étudié la méthode de sensibilité topologique pour le problème quasi-
Stokes.

Plusieurs travaux ont utilisé la méthode du gradient topologique pour identifier les
positions de sources. On peut citer les travaux de Chetboun [CHE 10] qui a utilisé le gra-
dient topologique pour créer un terme source modélisant un générateur de vortex méca-
nique. Ferchichi et al. [FER 13] ont localisé les sources pour l’équation de Navier Stocks.
Cette méthode est également exploitée pour localiser le foyer d’un tremblement de terre
[LAR 08, KAW 08], pour identifier les sources l’émission acoustique [VOS 84, AND 01,
SAB 13], pour déterminer de sources de contaminant [AKÇ 03, HAY 03], ...

On note u0 la solution du problème posé dans le du domaine sain Ω :














−div(T ∇u0) = 0 dans Ω
u0 = H sur Γ1

T ∇u0.n = Φ sur Γ2

T ∇u0.n = Φ sur Γm

(2.2)

On note :
1) u1

ε la solution du problème dans le domaine perturbé Ωε avec une condition de type
Neumann sur le bord Σε (voir la figure 2.1) :























−div(T ∇u1
ε) = 0 dans Ωε

u1
ε = H sur Γ1

T ∇u1
ε.n = Φ sur Γ2

T ∇u1
ε.n = Φ sur Γm

T ∇u1
ε.n = 0 sur Σε

(2.3)

2) u2
ε la solution du problème dans le domaine perturbé Ωε avec une condition de type

Dirichlet sur le bord Σε :






















−div(T ∇u2
ε) = 0 dans Ωε

u2
ε = H sur Γ1

T ∇u2
ε.n = Φ sur Γ2

T ∇u2
ε.n = Φ sur Γm

u2
ε = 0 sur Σε

(2.4)

Nous définissons les espaces :

Vε = {v ∈ H1(Ωε),v = 0 sur Γ1}

Vε
0

= {v ∈ Vε,v = 0 sur Σε}
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2. Identification de positions de puits par quelques formules du gradient topologique

La formulation variationnelle du problème (1.31) (respectivement du problème (1.32))
s’écrit : trouver v ∈ Vε (resp. V 0

ε ) tel que

aε(v,w) = lε(w), ∀w ∈ Vε (resp.V 0
ε ). (2.5)

où

aε(v,w) =
∫

Ωε

T ∇v∇wdx ∀v,w ∈ Vε.

lε(w) =
∫

Γ2

Φwds+
∫

Γm

Φwds. ∀w ∈ Vε.

2.1 Sensibilité topologique pour une perturbation du do-
maine

2.1.1 Condition de type Neumann sur le bord du puits

Nous allons traiter dans ce paragraphe l’analyse de sensibilité topologique pour une
fonction objectif définie dans un première cas à partir de mesures à l’intérieur. Dans un
second cas, les observations sont prises sur la frontière Γm.

2.1.1.1 Gradient topologique dans le cas d’observations à l’intérieur du domaine
domaine

La méthode est fondée sur le fait que l’espace Vε qui contient la solution du problème
de Neumann dans le domaine Ωε vérifie la propriété suivante : la restriction d’une fonction
v ∈ V0 à Ωε appartient à Vε. Cela permet d’injecter V0 dans Vε.

Soit (Vε)ε≥0 une famille d’espace de Hilbert qui vérifie :

∀ε ≥ 0,V0 →֒ Vε.

Pour tout ε ≥ 0, on définit la fonction moindre carré [KAN 94] :

J1
ε (Ωε) =

∫
Ωε

|u1
ε −dobs|2dΩ. (2.6)

Avec dobs sont les observations prises à l’intérieur du domaine Ω.
Le but de cette section est de calculer la variation la fonction objectif J1

ε par rapport à
la création d’un petit trou Oε dans Ω avec une condition de Neumann sur le bord du trou
Σε.
L’analyse asymptotique de ce cas est basée sur le cadre abstrait développé par Ben Abda
et al. [BEN 09].

Pour tout ε ≥ 0, soit j1 une fonction de forme définie par :

j1(ε) = J1
ε (u

1
ε) (2.7)

On suppose que J1
ε est différentiable par rapport à u1

ε ∈ Vε, sa différentielle en u1
ε sera

notée par DJ1
ε (uε). Afin d’avoir un développement asymptotique de la fonction J1

ε par
rapport à ε, on considère l’ hypothèse suivante :
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Sensibilité topologique pour une perturbation du domaine

Hypothèse (A1) [BEN 09] Il existe une forme linéaire continue Lε sur Vε, un
nombre réel δJ et une fonction positive f : R+ →R+ tels que :

– J1
ε (uε)− J1

0 (u0) = Lε(uε −u0)+ f (ε)δJ +o( f (ε)).

– lim
ε→0

f (ε) = 0.

– Il existe δa ∈ R, indépendant de ε , tel que

aε(uε −u0,vε) = f (ε)δa+o( f (ε)). (2.8)

où vε est la solution du problème adjoint

aε(w,vε) =−Lε(w),∀w ∈ Vε. (2.9)

– La différentielle de J1
ε vérifie

‖DJ1
ε (uε)−DJ1

0(u0)‖L2(Vε) = o(ε).

Cette hypothèse prouve le résultat suivant :

Théorème 1 [BEN 09] La fonction j1 définie par (2.7) admet le développement asymp-

totique suivant :

j1(ε) = j1(0)+ f (ε)(δa+δJ)+o( f (ε))

D’après l’hypothèse (A1), on se ramène à l’étude asymptotique de la quantité :

aε(u0 −uε,vε) =

∫
Ωε

T ∇(u0 −uε)∇vεdx (2.10)

Il s’agit donc de trouver δa ∈ R et une fonction scalaire positive f : R+ → R+ tels que :
∫

Ωε

T ∇(u0 −uε)∇vεdx = f (ε)δa+o( f (ε)),

lim
ε→0

f (ε) = 0.

On a : ∫
Ωε

T (x)∇(u0 −uε)∇vε =
∫

Σε

T ∇u0.nvεds

On obtient alors la décomposition suivante :

aε(u0 −uε,vε) =

∫
Σε

T ∇u0.nv0ds+

∫
Σε

T ∇u0.n(vε − v0)ds

= I1 + I2 (2.11)

Dans toute la suite nous allons supposer que le domaine Ω est une seule zone hydrogéo-
logie, en conséquence la transmissivité est constante dans tout le domaine.
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2. Identification de positions de puits par quelques formules du gradient topologique

Les estimations des intégrales dans (2.11), nous nous basons sur les travaux de
[BEN 09, KAL 12] s’écrivent :

I1 = ε2|O|T∇u0(x0).∇v0(x0)+o(ε2). (2.12)

avec |O|=
∫

O
dx,

I2 = −ε2|O|T∇u0(x0).∇v0(x0)

− ε2T ∇u0(x0)
∫

∂O
η(y)yds+o(ε2).

avec η ∈ H
−1
2 (Σ) est solution de l’équation intégrale

η(y)

2
+

∫
Σ

∂E(x− y)

∂n
η(x)ds(x) =−∇v0.n(x0),y ∈ ∂O

La fonction E est solution fondamentale de l’opérateur de Laplace dans R2.
Le théorème suivant donne l’expression du gradient topologique pour la fonction j1.

Théorème 2 [AMS 03, BEN 09, AMS 05] Si J1
ε vérifie l’hypothèse (A1), alors j1 admet

le développement asymptotique suivant :

j1(ε)− j1(0) =−ε2[T ∇u0(x)

∫
Σ

η(y)yds+ |O||u0(x)−dobs(x)|2]+o(ε2). (2.13)

Corollaire 1 [HAS 12] Si O est la boule unité, on a :

∫
Σ

η(x)ydy = 2π∇u0(x0)

Alors

j1(ε) = j1(0)+ ε2[−2πT (∇u0(x0))∇v0(x0)+ |O||u0(x)−dobs(x)|2]+o(ε2). (2.14)

Avec

δJ(x) =−2πT (∇u0(x))∇v0(x)+ |O||u0(x)−dobs(x)|2 ∀x ∈ Ω

Ou v0 est la solution du problème adjoint associé au problème (2.2) qui a donné par :















−div(T ∇v0) =−DJ1
0 dans Ω

v0 = 0 sur Γ1

T ∇v0.n = 0 sur Γ2

T ∇v0.n = 0 sur Γm

(2.15)
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Sensibilité topologique pour une perturbation du domaine

2.1.1.2 Résultats numériques

Nous décrivons dans ce qui suit, la procédure numérique de la méthode du gradient
topologique pour l’identification des puits à l’intérieur du domaine Ω dans le cas où nous
disposons d’observations à l’intérieur du domaine.

Tout d’abord, nous allons donner l’algorithme de localisation de puits basé sur le
calcul du gradient topologique. Puis, nous donnons quelques résultats numériques pour
valider notre algorithme.

L’étude numérique menée traite l’influence du maillage sur les résultats de l’algo-
rithme ainsi que l’effet du nombre des observations en procédant avec ou sans technique
d’interpolation.

Ci dessous nous donnons l’algorithme de la méthode du sensibilité topologique :

Algorithme 1 : Identification des positions des puits par la méthode du gradient
topologique : cas des observations à l’intérieur.

Données : Observations à l’intérieur du domaine.
Résultat : Localiser les positions des puits.
1) Résoudre les problèmes direct (2.2) et adjoint (2.15).
2) Calculer le gradient topologique δJ en tout nœud du maillage (1.39).
3) Déterminer les positions des trous : les valeurs les plus négatifs de δJ .

Remarque 1 L’avantage de la méthode du gradient topologique est d’identifier les posi-

tions des trous en une seule itération.

L’algorithme permet d’identifier à la fois les positions et le nombre des puits.

Comme application de l’algorithme 1 nous utilisons un domaine rectangulaire de
20 km par 10 km, contenant un seul puits comme il est indiqué dans la figure 2.2.
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FIGURE 2.2: Domaine étudié contenant un seul puits.
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2. Identification de positions de puits par quelques formules du gradient topologique

Pour comparer les positions identifiées à celles exactes nous calculons l’erreur relative
εP définie par :

εP = 100

∣

∣

∣

∣

∣

‖
−→
OPex‖2 −‖

−→
OPid‖2

‖
−→
OPex‖2

∣

∣

∣

∣

∣

(2.16)

pour l’identification des positions, avec ‖.‖2 la norme euclidienne, O est l’origine du
coordonné du système de coordonnées et OP est la position. Avec "ex" on désigne la
solution exacte et avec "id" on désigne la solution identifiée.

– Diminution du nombre des observations à l’intérieur du domaine : Dans ce cas,
nous allons examiner la diminution du nombre de mesures (voir la figure 2.3)

(a) Mesures complètes (100%) (b) Mesures en 1 nœud sur 2 (50%)

(c) Mesures en 1 nœud sur 4 (25%) (d) Mesures en 1 nœud sur 5 (20%)

FIGURE 2.3: Les points des observations.

à l’intérieur du domaine pour l’identification de la position d’un seul puits situé au
point de coordonnées z = (6 km,6 km). Nous traitons les cas où nous disposons de
mesures : complètes, en un nœud sur deux du maillage (1.39) et en un nœud sur
quatre.
Nous reportons dans le tableau 2.1 la position trouvée pour chaque cas ainsi que
les erreurs relatives. Pour le cas de mesures complètes nous retrouvons la position
exacte. Lorsqu’on diminue les mesures, nous constatons que la valeur la plus néga-
tive du gradient topologique se trouve sur les nœuds proches du puits (voir la figure
2.4) et l’erreur est égale à 33%.
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Sensibilité topologique pour une perturbation du domaine

(a) Mesures complètes
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(b) Mesures complètes

(c) Mesures en 1 nœud sur 2
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(d) Mesures en 1 nœud sur 2

(e) Mesures en 1 nœud sur 4
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(f) Mesures en 1 nœud sur 4

FIGURE 2.4: (a), (b) présentent la distribution du gradient topologique, (c), (d) les po-
sitions exactes et celles calculées.
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2. Identification de positions de puits par quelques formules du gradient topologique

Nombre de mesures 100% 50% 25%
Pid( km) (6.09,6.03) (5.8,5.8) (8,8)

εP [%] 1 3.3 33

TABLE 2.1: Les positions calculées en fonction des observations disponibles et les erreurs
associées.

– Interpolation des observations : Nous remarquons une dégradation des résultats
avec la diminution du nombre de mesures. Nous allons alors faire appel à une tech-
nique d’interpolation (interpolation par des splines [DEB 78]) pour compléter les
données dans un but d’améliorer les résultats.
En appliquant la procédure décrite précédemment dans l’algorithme 1, nous obser-
vons que la valeur la plus négative du gradient topologique est localisée dans un
voisinage du puits.
Les positions des puits ainsi que le gradient topologique sont présentés dans les
figures 2.5.

(a) Mesure en un nœuds sur 4 (b) Mesure en un nœuds sur 5
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(c) Mesure en un nœuds sur 4
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(d) Mesure en un nœuds sur 5

FIGURE 2.5: (a) et (b) présentent la distribution du gradient topologique, (c) et (d)
présentent les positions exactes et estimées avec une interpolation des observations.

Par ailleurs, le tableau 2.2 donne les positions exactes et celles identifiées ainsi que
les erreurs relatives pour chaque test. Nous remarquons que les erreurs ont diminué
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Sensibilité topologique pour une perturbation du domaine

par rapport au test précédent où nous avons pris des observations sans utiliser la
technique d’interpolation.
Ces résultats montrent bien l’efficacité de notre algorithme même si on a un nombre
réduit de mesures à l’intérieur du domaine (tableau 2.1).

Nombres des mesures 25% 20%
Pid( km) (6.36,6.2) (6.5,6.2)

εP [%] 4.67 5.86

TABLE 2.2: Les positions calculées avec des observations interpolées et les erreurs asso-
ciées.

2.1.1.3 Gradient topologique dans le cas de mesures surabondantes sur une partie
de la frontière

Dans cette section, nous allons identifier les positions des puits par la méthode du
gradient topologique en utilisant des mesures surabondantes sur une partie de la frontière
Γm du domaine. Donc le problème (1.31) s’écrit sous la forme :























−div(T ∇u1
ε) = 0 dans Ωε

u1
ε = H sur Γ1

T ∇u1
ε.n = Φ sur Γ2

u1
ε = H et T ∇u1

ε .n= Φ sur Γm

T ∇u1
ε.n = 0 sur Σε

(2.17)

Pour identifier les positions des puits, nous pouvons considérer deux problèmes issus du
problème (2.17). Chaque problème ne tient compte que d’une donnée sur la frontière Γm.

Donc, on a :
– u

1,N
ε est solution de :



























−div(T ∇u
1,N
ε ) = 0 dans Ωε,

u
1,N
ε = H sur Γ1,

T ∇u
1,N
ε .n = Φ sur Γ2,

T ∇u
1,N
ε .n = Φ sur Γm.

T ∇u
1,N
ε .n = 0 sur Σε

(2.18)

– u
1,D
ε est solution de :



























−div(T ∇u
1,D
ε ) = 0 dans Ωε,

u
1,D
ε = H sur Γ1,

T ∇u
1,D
ε .n = Φ sur Γ2.

u
1,D
ε = H sur Γm.

T ∇u
1,D
ε .n = 0 sur Σε

(2.19)
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2. Identification de positions de puits par quelques formules du gradient topologique

Pour trouver la position du puits il faut que u
1,D
ε = u

1,N
ε .

En se basant sur cette remarque, on définit la fonction objectif suivante :

J 1
ε (u

1,N
ε ,u1,D

ε ) =
∫

Ωε

|u1,N
ε −u

1,D
ε |2dx, (2.20)

Notre problème d’identification peut être formulé comme un problème d’optimisation
topologique comme suit : étant donné la charge hydraulique H et le flux hydraulique Φ,
trouver la position du puits Oε à l’intérieur du domaine en minimisant la fonction de forme
j1
s = J 1

ε (u
1,N
ε ,u1,D

ε ) :
(P 1

min) min
Oε⊂Ω

j1
s (Ωε) (2.21)

Pour résoudre le problème (P 1
min), nous nous basons sur la méthode du gradient topo-

logique. Le théorème suivant donne l’expression du développement asymptotique de la
fonction j1

s .

Théorème 3 [KAL 12] La fonction j1
s admet le développement asymptotique suivant :

j1
s (ε)− j1

s (0) = −2πT ε2[∇u
1,D
0 (x)∇v

1,D
0 (x)+∇u

1,N
0 (x).∇v

1,N
0 (x)

+
1
2
|u1,N

0 (x)−u
1,D
0 (x)|2]+o(ε2), ∀x ∈ Ω.

Avec

δJ(x) =−2πT [∇uN
0 (x).∇v

1,N
0 (x)+∇uD

0 (x).∇v
1,D
0 (x)]−π|uN

0 (x)−uD
0 (x)|

2.

v
1,N
0 et v

1,D
0 sont les solutions respectives des deux problèmes adjoints :



















−div(T ∇v
1,N
0 ) =−2(u1,D

0 −u
1,N
0 ) dans Ω,

v
1,N
0 = 0 sur Γ1,

T ∇v
1,N
0 .n = 0 sur Γ2,

T ∇v
1,N
0 .n = 0 sur Γm.

(2.22)

et


















−div(T ∇v
1,D
0 ) =−2(u1,N

0 −u
1,D
0 ) dans Ω,

v
1,D
0 = 0 sur Γ1,

T ∇v
1,D
0 .n = 0 sur Γ2.

v
1,D
0 = 0 sur Γm.

(2.23)

2.1.1.4 Résultats numériques

Le but de cette section est de mettre en œuvre la méthode du gradient topologique
pour identifier des puits à partir de mesures surabondantes sur la frontière Γm. Nous allons
distinguer deux cas : dans le premier, nous considérons que nous avons des mesures sur
toute la frontière et dans l’autre cas nous avons seulement quelques points d’observation
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Sensibilité topologique pour une perturbation du domaine

sur la frontière. Avant de présenter les résultats, nous donnons l’algorithme de localisation
de puits basé sur le calcul de la sensibilité topologique.

Algorithme 2 : Identification des positions des puits par la méthode du gradient
topologique utilisant des mesures sur la frontère.

Données : Des observations sur une partie de la frontière Γm

Résultat : Localiser les positions des puits
– Résoudre les deux problèmes direct (2.18) et (2.19) et les deux problèmes adjoint

(2.22) et (2.23) dans le domaine sain,
– Calculer le gradient topologique δJ en tous nœuds du maillage,
– Déterminer les positions des trous : les valeurs les plus négatifs de δJ .

Nous commençons par étudier l’influence du nombre de mesures sur le processus
d’identification. Puis, nous étudions l’efficacité de la méthode quand il s’agit d’identifica-
tion plusieurs puits. Ensuite, nous passons à l’étude de l’influence de la distance séparant
les puits sur les résultats de l’algorithme. Enfin, nous traitons l’influence du bruit sur les
résultats de l’algorithme.

Le domaine considéré est celui présenté dans la figure 2.2.
a) Influence du nombre de mesures : Dans ce paragraphe nous étudions la sensibi-

lité de la méthode par rapport au nombre des observations qui sont prises sur une
partie de la frontière Γm. Nous considérons une première situation où les mesures
ne sont pas interpolées puis dans une deuxième situation nous procédons à une
interpolation des données.

1) Diminution du nombre des observations sur la frontière Γm : Dans ce cas,
nous allons examiner l’influence de la diminution du nombre de mesures sur
la frontière sur l’identification du puits situé à l’intérieur du domaine.

Nous pouvons constater d’après la figure 2.6 que la position du puits estimée
dépend du nombre de mesures prises.

Les résultats résumées dans le tableau 2.3 montrent que la diminution du
nombre des observations provoque une augmentation de l’erreur.

Nombre de mesures 100% 50% 25% 20%
Pid(km) (6.03,6) (6.13,6.19) (6.26,6.29) (6.45,6.5)

εP [%] 0.25 2.66 4.5 7.91

TABLE 2.3: Cas des observations sans interpolation : les positions calculées et les erreurs
relatives pour un puits situé en z = (6 km,6 km).
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2. Identification de positions de puits par quelques formules du gradient topologique

(a) Mesure en 1 nœud sur 2
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(c) Mesure en 1 nœud sur 4
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(d) Mesure en 1 nœud sur 4

(e) Mesure en 1 nœud sur 5
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(f) Mesure en 1 nœud sur 5

FIGURE 2.6: Cas des observations sans interpolation : (a), (b) et (c) présentent la distri-
bution du gradient topologique, (d), (e) et ( f ) présentent les positions exactes et estimées.

2) Interpolation des observations sur la frontière Γm : D’après le test précédent,
nous remarquons que pour des mesures prises en un nœud sur 5, il est diffi-
cile de détecter la position du puits. On utilise donc la technique d’interpola-
tion avec des splines ce qui impliquera une diminution importante de l’erreur,
comme il est indiqué dans le tableau 2.4. Dans la figure 2.7, nous voyons bien
que les valeurs les plus négatives sont proches du puits.
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Sensibilité topologique pour une perturbation du domaine

(a) Mesures en un nœud sur 4 (b) Mesure en un nœud sur 5
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(c) Mesure en un nœud sur 4
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(d) Mesure en un nœud sur 5

FIGURE 2.7: Cas des observations avec interpolation : (a) et (b) présentent la distribution
du gradient topologique, (c) et (d) présentent les positions exactes et estimées.

Nombre de mesures 25% 20%
Pid( km) (6.19,6.2) (6.21,6.21)

εP [%] 3.2 3.5

TABLE 2.4: Cas des observations avec interpolation : les positions calculées et les erreurs
trouvées pour un puits situé en z = (6 km,6 km).

c) Influence de la distance entre les puits : Nous nous proposons dans ce test numé-
rique d’étudier l’influence de la distance qui sépare deux puits sur l’identification
des puits par la méthode du gradient topologique.
Nous considérons deux puits et nous faisons varier la distance qui les sèparent de
12 km à 1 km (voir la figure 2.8).
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2. Identification de positions de puits par quelques formules du gradient topologique

Ω
O1

Γ

O2

d

FIGURE 2.8: Le domaine Ω contient deux puits O1 et O2 qui ont les mêmes rayons.

La distribution du gradient topologique est représentée sur la figure 2.9 ainsi que
les positions exactes et celles estimées.

(a) d = 12 km (b) d = 8 km

(c) d = 3 km (d) d = 1 km

FIGURE 2.9: La distribution du gradient topologique pour les différents valeurs de la
distance d.

Les résultats du tableau 2.5 montrent que l’erreur reste faible jusqu’à une distance
d = 8 km et elle devient significative à une distance d = 5 km. Pour une distance
d inférieure ou égale à 1 km elle dépasse 12%. Ceci est essentiellement dû à l’in-
tersection des cônes de rabattement. Ce terme désigne la forme que prend la baisse
du niveau piezométriquedes qui est importante autour du puits et diminue en s’en
éloignant.

d) Cas avec de multiples puits : Dans la figure 2.10 nous représentons la variation du
gradient topologique ainsi que les positions exactes et calculées des puits. D’après
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Sensibilité topologique pour une perturbation du domaine

d( km) 12 10 8 5 3 1

εP [%] 1.2 3.35 5.22 9.48 10.05 12.4

TABLE 2.5: Les valeurs du d et les erreurs relatives.

cette figure, nous remarquons quatre zones où les valeurs du gradient topologique
sont les plus négatives. Donc, on peut déterminer le nombre des puits cherchés qui
est égale à quatre puits.

(a)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.2

0.4

 

 

exacte
estimee

20 Km

10 Km

(b)

FIGURE 2.10: Cas de quatre puits : (a) représente la distribution du gradient topologique,
(b) présente les positions exactes et estimées.

Nous résumons dans le tableau 2.6 les positions exactes et calculées des puits, ainsi
que les erreurs relatives associées. Les erreurs sur les positions pour quatre puits
sont inférieurs à 5%.

Pex( km) (5,2) (9,7) (14,3) (3,8)
Pid( km) (5.4,2.2) (9.4,7.4) (14.04,3.52) (3.6,8.2)

εP [%] 4.29 2 2.82 4.66

TABLE 2.6: Cas de quatre puits : les positions exactes et celles calculées et les erreurs sur
les positions calculées.

En se référant à ce résultat nous pouvons illustrer le fait que l’algorithme 2 est
capable d’identifier plusieurs puits en même temps sans connaitre a priori leurs
nombre.
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2. Identification de positions de puits par quelques formules du gradient topologique

e) Influence du bruit : Nous allons bruiter les mesures avec différents niveaux de
bruit blanc, dans le cas d’un puits situè au point de coordonnée x0 = 6 km et y0 =
6 km.
Dans la figure 2.11 nous représentons la distribution du gradient topologique pour
différents pourcentages de niveau de bruits. Nous notons que la zone la plus néga-
tive est plus étendue lorsque le niveau de bruit est élevé.

(a) 4 % (b) 6 %

(c) 8 %

FIGURE 2.11: La distribution du gradient topologique pour les différents niveaux de
bruits.

Nous remarquons l’erreur reste acceptable sauf lorsque le bruit est supérieur à 15%.

Bruits [%] 4 6 8
Pid( km) (6.29,6.19) (6.49,6.41) (6.79,7.12)

εP [%] 4 7.5 15.94

TABLE 2.7: Les positions et les erreurs sur ces positions pour les différents pourcentages
taux de bruits.
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Sensibilité topologique pour une perturbation du domaine

f) Identification de la position d’un puits dans un domaine circulaire : Nous al-
lons identifier la position d’un puits placé à différents endroits dans un domaine
circulaire. L’ analyse des résultats de la figure 2.12 montre que la méthode de sensi-
bilité topologique ne dépend pas de la nature de la géométrie du domaine. En effet,
l’identification des puits est aussi bonne dans un domaine de forme rectangulaire
que circulaire.

(a) Test 1 (b) Test 2

FIGURE 2.12: La distribution du gradient topologique pour les différents endroits.

Aussi, en se réfant au tableau 2.8, nous constatons que l’erreur de la localisation
reste faible et presque constante pour les deux emplacements du puits.

Test 1 Test 2
Pex (1.5,−0.2) (2.4,2.2)
Pid (1.6,−0.15) (2.3,2.25))

εP [%] 2.2 2.1

TABLE 2.8: Positions exacte et identifiée et erreur associée dans le cas d’un puits proche
de la frontière (Test1) ou du centre (Test2) d’un domaine.

2.1.1.5 Conclusion

Dans cette section, nous avons étudié la méthode du gradient topologique avec une
condition de type Neumann nulle sur le bord des puits. Nous avons calculé la sensibilité
topologique pour deux cas différents. Dans le premier cas, nous avons utilisé des ob-
servations à l’intérieur du domaine. Dans le deuxième cas, nous avons eu recours à des
mesures sur une partie de la frontière. Les résultats numériques trouvés dans les deux
cas, prouvent bien que cette méthode est efficace et permet d’identifier les positions et le
nombre de puits en même temps et en une seule itération.
Dans la section suivante, nous allons utiliser la méthode du gradient topologique pour une
condition de type Dirichlet sur le bord du puits.
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2. Identification de positions de puits par quelques formules du gradient topologique

2.1.2 Condition de type Dirichlet sur le bord du puits

Dans cette section, nous appliquons la méthode de sensibilité topologique pour l’iden-
tification de puits dans le cas d’une condition aux limites de type Dirichlet sur leurs fron-
tières. Nous commençons par étudier la sensibilité de la reconstruction pour la fonction
objectif définie à partir des observations à l’intérieur du domaine. Puis, nous considérons
la fonction construite à partir de mesures surabondantes sur la frontière Γm.

2.1.2.1 Gradient topologique dans le cas d’observations à l’intérieur du domaine

Contrairement au cas d’une condition aux limites de type Neumann, on utilise l’injec-
tion suivante qui est fournie par le prolongement par 0 à l’intérieur du trou Oε :

V 0
ε →֒ V0

Pour tout ε > 0, on définit la fonction moindre carré :

J2
ε (Ωε) =

∫
Ωε

|u2
ε −dobs|2dΩ, (2.24)

avec u2
ε est la solution du problème (2.4).

Remarque 2 Pour simplifier l’écriture, le prolongement d’une fonction u2
ε ∈ V 0

ε est égale

à zéro dans Oε.

L’analyse asymptotique de ce cas est basée sur le cadre abstrait développé par Amstutz
[AMS 03]. Afin d’avoir un développement asymptotique de la fonction J2

ε par rapport à
ε, on considère les deux hypothèses suivantes :

Hypothèse (HD1)

Pour tout ε ≥ 0, nous supposons qu’il existe une forme bilinéaire ãε sur V0 ×V0 et
une forme linéaire continue l̃ε sur V0 telles que :

ãε(w,v0) = l̃ε(v0) ∀v0 ∈ V0. (2.25)

Hypothèse (HD2)

On suppose qu’il existe des réels δa, δl et δ j et une fonction f définie sur R+ tels que :

lim
ε→0

f (ε) = 0

(ãε −a0)(u
2
ε,v0) = f (ε)δa +o( f (ε)),

(l̃ε − l0)(v0) = f (ε)δl +o( f (ε)),

où v0 est la solution du problème adjoint suivant :

a0(w,v0) =−DJ2
0 (u

2
0)(w), ∀w ∈ V0. (2.26)
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Sensibilité topologique pour une perturbation du domaine

J2
ε (u

2
ε)− J2

0 (u0) = DJ2
0(u0)(u

2
ε −u2

0)+ f (ε)δJ +o( f (ε))

Théorème 4 [AMS 03] on définit j2(ε) = J2
ε (u

2
ε), si les hypothèses (HD1) et (HD2) sont

vérifiées, alors j2 admet le développement asymptotique suivant :

j2(ε)− j2(0) = f (δa −δl +δ j)+o( f (ε))

Revenant à la formulation variationnelle du problème (1.32), on a : ∀ v0 ∈ V0 :

a0(u
2
ε,v0) =

∫
Ω

T ∇u2
ε∇v0dx

=
∫

Ωε

T ∇u2
ε∇v0dx

= −

∫
Ωε

div(T∇u2
ε)v0dx+

∫
Σε

T ∇u2
ε.nv0 +

∫
Γ2

Φv0ds+

∫
Γm

Φv0ds

=
∫

Ωε

div(T ∇u2
ε)v0dx+

∫
Γ2

Φv0ds+
∫

Γm

Φv0ds+
∫

Σε

T ∇u2
ε.nv0

=
∫

Ω
div(T ∇u2

ε)v0dx+
∫

Γ2

Φv0ds+
∫

Γm

Φv0ds+
∫

Σε

T ∇u2
ε.nv0

= l0(v0)+
∫

Σε

T ∇u2
ε .nv0ds

Donc, d’après ce développement nous pouvons choisir :

ãε(u
2
ε,v0) = a0(u

2
ε,v0)

l̃ε(v0) = l0(v0)+

∫
Σε

T ∇u2
ε.nv0ds

Comme par construction ãε = a0, nous avons automatiquement δa = 0. Le terme δ j dé-
pend de la fonction objectif considérée. Le calcul de f (ε) et de δl s’effectuera à partir de
l’égalité suivante :

I3 = (l̃ε − l0)(v0)

=

∫
Σε

T ∇u2
ε .nv0ds.

D’après [AMS 03], on a le développement suivant :

I3 =
−1

log(ε)
[2πTu0(x0)v0(x0)]+o(

−1
log(ε)

).

Ce théorème donne l’expression du gradient topologique pour la fonction objectif J2
ε .
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2. Identification de positions de puits par quelques formules du gradient topologique

Théorème 5 [AMS 03] Si la fonction objectif J2
ε vérifie les deux hypothèses (HD1) et

(HD2), on a :

δ j(x) = 0, ∀x ∈ Ω.

Et par suite, le développement asymptotique de la fonction j2 est donné par :

j2(ε)− j2(0) =
−1

log(ε)
[2πTu0(x0)v0(x0)]+o(

−1
log(ε)

). (2.27)

De plus,

δJ(x) = 2πT (x)u0(x)v0(x), ∀x ∈ Ω.

Résultats numériques Nous commençons par étudier l’influence du nombre de me-
sures sur le processus d’identification. Nous nous proposons ensuite d’explorer la sensi-
bilité de la méthode pour l’interpolation des observations. Nous considèrons le même
exemple présenté précédemment (voir la figure 2.2).

a) Influence du nombre de mesures : nous étudions la diminution du nombre de
mesures à l’intérieur du domaine pour l’identification d’un puits situé au point de
coordonné z = (6 km,6 km). Pour cela nous traitons le cas de mesures disponibles
en un nœud sur deux, en un nœud sur quatre et enfin en un nœud sur cinq.
Nous reportons dans le tableau 2.9 la position trouvée pour chaque cas ainsi que
les erreurs trouvées. Pour le cas de mesures complètes nous retrouvons la position
exacte. Lorsque le nombre de mesures diminue, nous constatons que la valeur la
plus négative du gradient topologique se trouve sur les nœuds proches du puits
(voir la figure 2.13) et l’erreur est égale à 10%.

Nombres de mesure 50% 25% 20%
Pid( km) (6,5.8) (6,6.5) (6.5,4)

εP [%] 1.65 4.2 10.05

TABLE 2.9: les positions calculées en fonction des observations disponibles et les erreurs
associées.
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Sensibilité topologique pour une perturbation du domaine

(a) Mesure en un nœud sur 2
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(b) Mesure en un nœud sur 2

(c) Mesure en un nœud sur 4
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(d) Mesure en un nœud sur 4

(e) Mesure en un nœud sur 5
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(f) Mesure en un nœud sur 5

FIGURE 2.13: Cas des observations sans interpolation : (a), (b) et (c) présentent la distri-
bution du gradient topologique, (d), (e) et ( f ) présentent les positions exactes et estimés.

b) Interpolation des observations : Dans le cas de mesures non totale, nous les
interpolons par la technique d’interpolation avec des splines. Ce qui permet d’ob-
server une amélioration de l’identification et une diminution importante de l’erreur,
comme il est indiqué dans le tableau 2.10.
Dans la figure 2.14, nous voyons bien que les valeurs les plus négatives sont proches
du puits.
Par ailleurs, le tableau 2.10 donne les positions exactes et celles identifiées ainsi que
les erreurs relatives pour chaque test. Nous remarquons que les erreurs ont diminué
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2. Identification de positions de puits par quelques formules du gradient topologique

(a) Mesure en un nœud sur 2
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(b) Mesure en un nœud sur 2

(c) Mesure en un nœud sur 4
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(d) Mesure en un nœud sur 4

FIGURE 2.14: Cas des observations sans interpolation : (a), (b) et (c) présentent la distri-
bution du gradient topologique, (d), (e) et ( f ) présentent les positions exactes et estimés.

par rapport au test précédent où nous avons pris des observations non interpolées.
Ces résultats montrent bien l’efficacité de l’algorithme même si nous disposons
d’un nombre réduit de mesures à l’intérieur du domaine.

Nombres de mesures 50% 25%
Pid( km) (6.16,6.2) (6.2,6.2)

εP [%] 3 3.33

TABLE 2.10: Les positions calculées avec des observations interpolées et les erreurs as-
sociées.

2.1.2.2 Gradient topologique dans le cas d’observations sur une partie de la fron-
tière

Dans cette section, nous allons identifier les positions des puits par la méthode du
gradient topologique en utilisant des mesures surabondantes sur une partie de la frontière
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Sensibilité topologique pour une perturbation du domaine

Γm du domaine. Donc le problème (2.4) est d’écrit sous la forme :






















−div(T ∇u2
ε) = 0 dans Ωε

u2
ε = H sur Γ1

T ∇u2
ε.n = Φ sur Γ2

u2
ε = H et T ∇u2

ε .n= Φ sur Γm

u2
ε = 0 sur Σε

(2.28)

Pour identifier les positions des puits, nous pouvons considérer deux problèmes issus du
problème (2.28). Chaque problème ne tient compte que d’une donnée surabondante sur la
frontière Γm.

Donc, on a :
– u

2,N
ε est solution de :



























−div(T ∇u
2,N
ε ) = 0 dans Ωε,

u
2,N
ε = H sur Γ1,

T ∇u
2,N
ε .n = Φ sur Γ2,

T ∇u
2,N
ε .n = Φ sur Γm.

u
2,N
ε = 0 sur Σε

(2.29)

– u
2,D
ε est solution de :



























−div(T ∇u
2,D
ε ) = 0 dans Ωε,

u
2,D
ε = H sur Γ1,

T ∇u
2,D
ε .n = Φ sur Γ2.

u
2,D
ε = H sur Γm.

u
2,D
ε = 0 sur Σε

(2.30)

La position du puits calculée sera une solution du problème de minimisation suivant :

(P 2
min) min

Oε⊂Ω
j2
s (Ωε) (2.31)

avec :
j2
s (Ωε) = J 2

ε (u
2,N
ε ,u2,D

ε ).

Et
J 2

ε (u
2,N
ε ,u

2,D
ε ) =

∫
Ωε

|u
2,N
ε −u

2,D
ε |2dx, (2.32)

Pour résoudre le problème (P 2
min), nous nous basons sur la méthode du gradient topo-

logique. Le théorème suivant donne l’expression du développement asymptotique de la
fonction j2

s .

Théorème 6 [KAL 12] La fonction j2
s admet le développement asymptotique suivant :

j2
s (Ωε)− j2

s (Ω) =
−1

log(ε)
δJ(x0)+o(

−1
log(ε)

)
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2. Identification de positions de puits par quelques formules du gradient topologique

avec

δJ(x) = 2πT [uN
0 (x).v

2,N
0 (x)+uD

0 (x).v
2,D
0 (x)], ∀x ∈ Ω. (2.33)

v
2,N
0 et v

2,D
0 sont les solutions respectives des deux problèmes adjoints :



















−div(T ∇v
2,N
0 ) =−2(u2,D

0 −u
2,N
0 ) dans Ω,

v
2,N
0 = 0 sur Γ1,

T ∇v
2,N
0 .n = 0 sur Γ2,

T ∇v
2,N
0 .n = 0 sur Γm.

(2.34)

et



















−div(T ∇v
2,D
0 ) =−2(u2,N

0 −u
2,D
0 ) dans Ω,

v
2,D
0 = 0 sur Γ1,

T ∇v
2,D
0 .n = 0 sur Γ2.

v
2,D
0 = 0 sur Γm.

(2.35)

Résultats numériques : Comme application numérique de la méthode de sensibi-
lité topologique, nous utilisons l’algorithme 2. Nous commençons par étudier l’influence
de la distance séparant deux puits sur les résultats de l’algorithme. puis, nous étudions
l’influence du bruit sur la méthode d’identification.
Nous considèrons le même exemple étudié précédemment (voir la figure 2.2).

a) Influence de la distance entre les puits : Dans le tableau 2.11 ci dessous, nous
donnons les erreurs sur les positions en fonction de la distance entre les puits. Nous
remarquons que l’erreur est faible sauf pour une distance d inférieur ou égale à
1 km où elle dépasse 14%. Ceci est essentiellement dû à l’intersection des cônes
d’interférence du rabattement du niveau piezométrique des puits.

d [ km] 12 10 8 5 3 1
εP [%] 2.1 3.22 4.84 9.16 10.59 14.2

TABLE 2.11: Les valeurs de la distance et les erreurs sur ces positions.

b) Cas de puits multiples :
Dans cet exemple numérique, nous identifions les positions de quatre puits à
l’intérieur du domaine. Sur la figure 2.15, nous observons que le gradient topo-
logique permet d’identifier les positions et le nombre de puits à partir de mesure
surabondantes sur Γm.

Le tableau 2.12 montre que l’erreur de localisation est inférieure à 5%. En plus, il
n’est pas nécessaire d’avoir une information a priori sur le nombre du puits.

46

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI078/these.pdf 
© [W. Mansouri], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



Sensibilité topologique pour une perturbation du domaine

(a)
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FIGURE 2.15: Cas de quatre puits : (a) représente la distribution du gradient topologique,
(b) présente les positions exactes et celles estimées.

Pex (km) (5,2) (9,8) (16,2) (3,8)
Pid (km) (4.8,1.6) (9,8.2) (16.08,2.36) (3.2,8.2)

εP [%] 4.23 3.23 3.68 3.95

TABLE 2.12: Cas de quatre puits : les positions exactes et celles calculées et les erreurs
relatives.

d) L’influence du bruit : Nous allons bruiter les mesures avec différents niveaux de
bruit blanc à moyenne nulle dans le cas d’un puits situé au point de coordonnées
x0 = 8 km et y0 = 4 km.
Nous présentons dans la figure 2.16 la distribution du gradient topologique pour les
différents pourcentages des bruits.
Nous remarquons que la zone la plus négative devient plus large lorsque la pour-
centage du bruit augmente.
Nous remarquons que l’erreur reste acceptable sauf pour un bruit égal à 10%, dans
ce cas dépasse 15% (voir tableau 2.13).

Bruits (%) 4 6 10
Pid (km) (8.2,4.4) (8.5,4.64) (9.1,4.98)

εP [%] 2 8.2 15.87

TABLE 2.13: Les positions, les erreurs relatives pour les différents niveau des bruits.
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2. Identification de positions de puits par quelques formules du gradient topologique

(a) 4 % (b) 6 %

(c) 8 %

FIGURE 2.16: La distribution du gradient topologique pour les différents niveaux de
bruits.

2.2 Gradient topologique basé sur une perturbation du
terme source

Dans cette section, nous allons présenter la méthode du gradient topologique pour
identifier les positions de points sources à l’intérieur du domaine en utilisant le modèle
décrit par l’équation (1.29).

L’identification de sources est d’une grande importance dans divers domaines de l’in-
génieur. Cependant, La difficulté de la localisation des sources est souvent liée à la fai-
blesse des informations disponibles. Donc, du point de vue mathématique, la détermina-
tion de la position des sources passe par la résolution d’un problème inverse.

On définit la fonction de forme :

j3(Q) = J(X) (2.36)

Avec J est une fonction objectif et X est le vecteur correspond à les positions inconnues.

Nous supposons qu’on a une seule source et nous définissons la perturbation du terme
source δQ par :

δQ = λχB(x,ε). (2.37)
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Gradient topologique basé sur une perturbation du terme source

Avec χB(x,ε) la fonction caractéristique de la boule B(x,ε) et λ est le valeur de la source
dans B(x,ε) (voir la figure 2.17). On cherchera ainsi à obtenir une expression de la forme :

j3(Q+δQ) = j3(Q)+µ(ε)δJ(x)+o(µ(ε)). (2.38)

x

FIGURE 2.17: Domaine avec une source.

Où
µ(ε) est une fonction positive et

lim
ε→0

µ(ε) = 0. (2.39)

On définit le Lagrangien par :

L(w, p,s) = j3(w)+a(w, p)− l(v). (2.40)

Pour tout u, p ∈ V0, s ∈ R.
p est la solution du problème adjoint associé au problème (1.29) qui est vérifie :















−div(T (x)∇p) =−DJ(x) dans Ω
p = 0 sur Γ1

T ∇p.n = 0 sur Γ2

T ∇p.n = 0 sur Γm

(2.41)

Donc, si on dérive L par rapport à Q, on a :

D j3(Q).δQ = DL(u, p,Q).δQ

=
∫

B(x,ε)
λp(x)dx. (2.42)

Comme p ∈ V0 alors p est localement intégrable. Nous pouvons utiliser le théorème de la
valeur moyenne et le développement de Taylor pour exprimer l’intégrale dans l’équation
(2.42) (pour ε petite) par :

D j3.δQ = |B(x,ε)|λp(x)+o(|B(x,ε)|) (2.43)

49

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI078/these.pdf 
© [W. Mansouri], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



2. Identification de positions de puits par quelques formules du gradient topologique

Pour ε petit on a :

j3(Q+δQ) = j3(Q)+D j3.δQ+o(|B(x,ε)|)

= j3(Q)+ |B(x,ε)|λp(x)+o(|B(x,ε|) (2.44)

D’après l’équation (2.44) on obtient le développement souhaité dans l’équation (2.38)
avec :

δJ(x) = λp(x) (2.45)

Où µ(ε) = |B(x,ε)|.
À partir de la formule (2.45), la fonction objectif J est optimal si nous choisissons :

λ =−
p(x)

|p(x)|

comme une direction de descendre. Donc par ce choie le gradient topologique sera égale :

δJ(x) =−|p(x)|,∀x ∈ Ω. (2.46)

Comme δJ(x) est négatif, cela signifie que, pour une valeur de δQ suffisamment petite, la
fonction objectif J sera diminuée si l’on ajoute une source au point x.

Remarque 3 D’après l’équation (2.46), le gradient topologique dépend de la solution

du problème adjoint (2.41).
Donc si on a plusieurs sources l’expression du gradient topologique reste la même.

2.2.1 Exemple d’une fonction objectif

On dispose sur la frontière Γm du modèle (1.29) des données surabondantes. On définit
la fonction objectif J par :

J(tN, tD) = ‖tN − tD‖
2
L2(Ω) (2.47)

Les deux champs tN et tD sont issues en décompose le problème (1.29) on deux pro-
blèmes :

– tN solution de














−div(T ∇tN) = Q dans Ω,
tN = H sur Γ1,
T ∇tN.n = Φ sur Γ2.
T ∇tN.n = Φ sur Γm.

(2.48)

– tD solution de














−div(T ∇tD) = Q dans Ω,
tD = H sur Γ1,
T ∇tD.n = Φ sur Γ2.
tD = H sur Γm.

(2.49)
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Gradient topologique basé sur une perturbation du terme source

En utilisant le champ de vecteur U = (tD, tN) et d’après la formule (2.46), on obtient
l’expression du gradient topologique pour la fonction J :

δJ(x) =−|v1|− |v2|. (2.50)

Avec v1 et v2 sont les solutions de deux problèmes adjoints suivants :














−div(T ∇v1) =−2(tD− tN) dans Ω,
v1 = 0 sur Γ1,
T ∇v1.n = 0 sur Γ2.
v1 = 0 sur Γm,

(2.51)















−div(T ∇v2) =−2(tN − tD) dans Ω,
v2 = 0 sur Γ1,
T ∇v2.n = 0 sur Γ2.
T ∇v2.n = 0 sur Γm.

(2.52)

2.2.2 Résultats numériques

Nous avons étudié le développement asymptotique pour une petite perturbation du
support de source. Nous trouvons que l’expression du gradient topologique ne dépend
que de la solution des problèmes adjoints associés.
Nous allons donner l’algorithme pour identifier les points sources. Ensuite, nous appli-
quons cet algorithme à différents exemples numériques.

2.2.2.1 Algorithme

Algorithme 3 : Identification de sources par la méthode du gradient topologique.

Données : Des observations sur la frontière surabondante Γm.
Résultat : Déterminer les positions de sources à l’intérieur du domaine.

1. Calculer les deux champs tD et tN dans un domaine sain c-à-d un domaine ne
contient pas des point source.

2. Calculer les deux champs adjoint v1 et v2 associé à respectivement tD et tN dans le
domaine sain.

3. Déterminer le minimum négative δJ(x) donné par l’équation (2.50).

Pour cette partie, les tests numériques sont effectués sur le domaine rectangulaire
traité dans les exemples de la section précédente (voir la figure 2.18), avec une transmis-
sivité constante T = 0.001 m2s−1. Les données surabondantes sont extraites à partir de
la solution exacte u(x,y) du problème direct (1.29) avec des sources ponctuelles connues
de coordonnées (xk,yk) et de débits λk. Le domaine a un maillage régulier d’éléments
triangulaires, caractérisé par 735 nœuds et 1366 éléments.
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2. Identification de positions de puits par quelques formules du gradient topologique

 Source

20 km

10 km

FIGURE 2.18: Domaine avec de sources.

L’étude numérique menée concerne différents cas : identifier une seule source, puis
nous passerons à l’identification de multiple sources (4 sources) et enfin nous étudierons
l’influence de la distance qui sépare deux sources, sur le processus de reconstruction.

2.2.2.2 Identification la position d’une seule source

Nous commençons par identifier la position d’une seule source en utilisant des me-
sures surabondantes sur une partie de la frontière du domaine. D’après la figure 2.19, nous
remarquons que le gradient topologique atteint son minimum aux alentours du centre de
la source.

(a) La variation du gradient topologique

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.2

0.4

 

 

exacte
estimØe

20 Km

  10 Km

(b) La position exacte et calculée

FIGURE 2.19: Cas d’une seule source : identification de la position d’une seule source.

Dans le tableau 2.14 L’erreur de l’identification est faible et reste inférieur à 3%.
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Gradient topologique basé sur une perturbation du terme source

Pex( km) (1.2,0.7)
Pid( km) (1.6,0.72)

εP [%] 2.6

TABLE 2.14: La positions exacte et calculée et l’erreur relatif

2.2.2.3 Étude d’un cas avec quatre sources

Dans ce test numérique, nous allons étudier le cas d’un domaine avec quatre sources
et nous identifions leur position.

Les positions inconnues ainsi que le gradient topologique sont présentés sur la figure
2.20. Cette figure montre que la méthode permet de localiser plusieurs sources en même
temps sans connaître leur nombre. En effet, la superposions des solutions exactes et calcu-
lées représentée sur la figure 2.20(b), permet de constater l’existence de quatre région où
les valeurs du gradient topologique sont les plus négatives, ce qui correspond au nombre
de sources inconnues.

(a) La variation du gradient topologique

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

 

 

exacte
estimØe

10 Km

20 Km

(b) Les positions exactes et calculées

FIGURE 2.20: La distribution du gradient topologique dans le cas du quatre sources.

Nous pouvons remarquer d’après le tableau 2.15 que les erreurs pour l’identification
sont acceptables.

Pex (km) (16,2) (9,8) (3,8) (5,2)
Pid (km) (15.4,1.8) (9.4,7.8) (3.2,8.2) (5.3,2.4)

εP [%] 3.8 1.43 2.14 8

TABLE 2.15: Les positions exactes et calculées et les erreurs relatifs.
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2. Identification de positions de puits par quelques formules du gradient topologique

2.2.2.4 Influence de la distance entre les sources

Nous considèrons deux sources et nous modifions la distance qui les sépare de 12 km

à 1 km. Les résultats dans le tableau 2.16 prouvent que les erreurs trouvées pour chaque
distance entre les sources sont faibles sauf pour une distance égale à 1 km où l’erreur dé-
passe 17%. Comme, nous l’avons expliqué au paragraphe 2.1.1.3, ceci est essentiellement
dû à l’interférence des cônes de rabattement du niveau piezométrique des puits.

d km 12 8 4 2 1

Erreur(%) 2.9 4.1 8.2 10.4 17

TABLE 2.16: Influence de la distance relative entre les puits, dans le cas de deux puits
avec Q1 = 100ls−1 et Q2 =−100ls−1.

Ces figures nous donnent la variation du gradient topologique pour chaque valeur de
la distance d. Plus les deux sources sont proches plus leur distinction par la méthode du
gradient topologique sera difficile.

(a) d = 12 km (b) d = 4 km

(c) d = 2 km (d) d = 1 km

FIGURE 2.21: Distribution du gradient topologiques pour différentes distances séparant
deux sources.
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Gradient topologique basé sur une perturbation du terme source

A la fin de ce chapitre, nous pouvons conclure que la méthode du gradient topologique
basée sur une perturbation du terme source, est efficace pour identifier les positions et
le nombre de puits ou de sources à partir de meures à l’intérieur et sur la frontière du
domaine.

Le problème d’identification des positions de sources est étudié sans informations
préalables sur leur débit. Donc, on peut traiter en plus le problème inverse d’identification
de sources (leurs positions, débits et nombre) qui est l’objectif du chapitre suivant.
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2. Identification de positions de puits par quelques formules du gradient topologique
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Chapitre 3

Identification multi-niveaux du nombre
de sources, leurs positions et leurs débits

Dans la réalité et sur le terrain, nous sommes plutôt confronté à la méconnaissance
de plusieurs caractéristiques hydrogéologiques en même temps, par exemple le nombre
de puits, leurs positions et débits. Ce qui rend le problème d’identification beaucoup plus
complexe. Dans ce chapitre on propose une méthode d’identification multi-niveaux basée
sur la résolution d’un problème de minimisation.

Dans cette approche, nous allons identifier les positions et le nombre de sources. Puis
connaissant les positions de tous les puits précédemment identifiés, on va chercher les
débits associés à ces puits. Cette dernière identification est réalisée par la minimisation de
fonctions objectifs exploitant des données surabondantes sur les frontières avec ou sans
observations additionnelles à l’intérieur du domaine.

Cette méthode a été largement analysée et appliquée dans différents domaines :
thermique [BEN 05, AZA 06, BEN 07, BAR 11b], élasticité linéaire tridimensionnelle
[BAR 08], en milieux fissurés [AND 13, AND 12, KAD 11], élasticité non linéaire
[AND 15], plasticité [BAR 15, AND 16], électrocardiographie [HAR 10], l’hydrologie
[ESC 07].

Deux cas sont considérés dans ce chapitre. Dans le premier on suppose qu’on dispose
de données/mesures surabondantes sur une partie de la frontière et sur le reste de la fron-
tière des conditions aux limites de type Neumann ou Dirichlet sont imposées et connues ;
dans le second cas on considère qu’une partie de la frontière est inaccessible et donc les
conditions aux limites sont manquantes. Dans les deux cas on suppose aussi qu’on peut
disposer de mesures/observations supplémentaires à l’intérieur du domaine.

Remarque 4 L’identification du nombre de puits et leurs positions peux faire à l’aide

des techniques du gradient topologique,avec perturbation du terme source, présentées

dans le chapitre précédent. Puis connaissant les positions de tous les puits précédemment

identifiés, on va chercher les débits associés à ces puits.
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3. Identification multi-niveaux du nombre de sources, leurs positions et leurs débits

3.1 Identification des paramètres des puits à partir de
donnée surabondantes sur une partie la frontière.

Soit le domaine Ω avec sa frontière ∂Ω = Γm ∪Γ1 ∪Γ2. On suppose le terme source
Q(x) = ∑M

j=1 λ jδ(x−P j) inconnu, des conditions aux limites surabondantes sur Γm sont
connues, une condition aux limites de type Dirichlet sur Γ1 connue, une condition de
Neumann sur Γ2 connue et quelques observations à l’intérieur du domaine connues et
qu’on notera dobs. Le problème direct ainsi posé s’écrit :



























−div(T ·∇u) = Q(x) dans Ω Q(x) =
M

∑
j=1

λ jδ(x−P j) ∈ R

u = H sur Γ1

T ∇u ·n = Φ sur Γ2

u = H T ∇u ·n = Φ sur Γm

(3.1)

Le nombre de puits M, leurs positions P j et débits λ j pour j = 1..M sont les seuls incon-
nues du problème et on va chercher à les identifier à partir des données dont on dispose.

3.1.1 Formulation continue du problème d’identification.

L’idée principale pour résoudre ce problème inverse (3.1) est d’exploiter les mesures
surabondantes en définissant deux problèmes mixtes bien posés. Chaque problème ne
tient compte que d’une seule des conditions surabondantes sur la frontière Γm :















−div(T ∇uD) = g(x) dans Ω,
uD = H sur Γ1,
T ∇uD.n = Φ sur Γ2.
uD = H sur Γm.

(3.2)















−div(T ∇uN) = g(x) dans Ω,
uN = H sur Γ1,
T ∇uN.n = Φ sur Γ2,
T ∇uN.n = Φ sur Γm.

(3.3)

avec g(x) =
M

∑
j=1

µ jδ(x−Y j) ∈ R.

Dans une seconde étape on construit une fonction permettant de quantifier l’écart entre
les champs solutions des problèmes (3.2) et (3.3). On construit la fonctionnelle dite erreur
en énergie suivante :

Ea(g(x)) =
∫

Ω
T (∇uD −∇uN)

2 (3.4)

Cette fonctionnelle peut être augmentée d’un terme tenant compte des observations faites
à l’intérieur du domaine, dans ce cas elle s’écrit :

Ea(g(x)) =

∫
Ω

T (∇uD−∇uN)
2 +a

[∫
Ω
(PobsuD −dobs)2 +

∫
Ω
(PobsuN −dobs)2

]

(3.5)
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Identification des paramètres des puits à partir de donnée surabondantes sur une partie la
frontière.

Avec

a =

{

1 si on a des mesures à l’interieur
0 sinon

(3.6)

dobs sont les observations à l’intérieur du domaine et Pobs est un opérateur de projection lié
aux positions des observations. Ea est positive et s’annulle lorsque les champs solutions
de (3.2) et (3.3) coïncident. Q(x) est la solution du problème de minimisation suivant :











Q(x) = arg min
g(x)∈R

Ea(g(x))≡ Ea(uD(g(x)),uN(g(x))).

uD solution de (3.2),
uN solution de (3.3).

(3.7)

Pour résoudre le problème de minimisation (3.7), nous utilisons la méthode de l’adjoint
pour calculer le gradient de la fonctionnelle Ea. Nous introduisons le Lagrangien suivant :

La(uD,uN,w
1
D,w

1
N ,g(n)) =

1
2

∫
Ω

T (∇uD−∇uN)
2

+

∫
Ω

T ∇uD ·∇w1
D +

∫
Ω

gw1
D −

∫
Γ2

Φw1
D

+
∫

Ω
T ∇uN ·∇w1

N +
∫

Ω
gw1

N −
∫

Γ2

Φw1
N −

∫
Γm

Φw1
N

+ a

[∫
Ω
(uD −dobs)2 +

∫
Ω
(uN −dobs)2

]

(3.8)

où (uD,uN,w
1
D,w

1
N ,g(n)) ∈V1(Ω)×V2(Ω)×V 0

1 (Ω)×V 0
2 (Ω)×R avec :

V1 = {v ∈ H1(Ω), v|Γ1 = H, v|Γm
= H},

V2 = {v ∈ H1(Ω), v|Γ1 = H},

V 0
1 = {v ∈ H1(Ω), v|Γ1 = 0, v|Γm

0},

V 0
2 = {v ∈ H1(Ω), v|Γ1 = 0}.

Les champs w1
D et w1

N sont les solutions des problèmes adjoints suivants :














−div(T ·∇w1
D) = a(uD−dobs) dans Ω,

w1
D = 0 sur Γ1

T ∇w1
D.n = 0 sur Γ2

w1
D = 0 sur Γm.

(3.9)















−div(T ·∇w1
N) = a(uN −dobs) dans Ω,

w1
N = 0 sur Γ1

T ∇w1
N .n = 0 sur Γ2

T ∇w1
N .n = T ∇uD.n−Φ sur Γm.

(3.10)

La dérivée de Ea(g(x)) par rapport à g(x) est donnée par :

dEa(g(x))
dg

.z =
∫

Ω
(w1

N +w1
D).z (3.11)
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3. Identification multi-niveaux du nombre de sources, leurs positions et leurs débits

Remarque 5 Nous remarquons que quand nous ne déposons pas de mesures à l’intérieur

du domaine (a = 0) le champ adjoint w1
D est nul.

3.1.2 Modélisation par éléments finis et discrétisation.

Nous considérons un maillage du domaine Ω caractérisé par n nœuds. On désigne
par p1, p2 et pm le nombre de nœuds sur les frontières Γ1, Γ2 et Γm, et par q le nombre
d’observations à l’intérieur du domaine. Les formes discrétisées des problèmes (3.2)) et
(3.3) sont données par :







KHD+L1Λt
D +LmΛt

m = F(Xµ)+FΦ
L1HD = Hdis

LmHD = Hdis

(3.12)

{

KHN +L1Λt
N = F(Xµ)+FΦ +FΦ

L1HN = Hdis
(3.13)

avec :
– K est la matrice de raideur.
– HD et HN ∈ Rn les vecteurs solutions de (3.12) et (3.13),
– Hobs ∈ Rq le vecteur contenant les q les observations à l’intérieur du domaine,
– Pobs est une matrice de projection des observations sur le maillage de dimension

q×n.
– L1 est une matrice de projection de la condition de Dirichlet sur Γ1, elle est de

dimension p1 ×n.
– Lm est une matrice de projection de la condition de Dirichlet sur Γm, elle est de

dimension pm ×n.
– ΛD, ΛN et Λm sont les vecteurs des multiplicateurs de Lagrange associés aux condi-

tions de Dirichlet sur Γ1, Γ2 et Γm

– FΦ est un vecteur de dimension n contenant la forme discrétisée de la condition de
Neumann sur Γ2,

– FΦ est un vecteur de dimension n contenant la forme discrétisée de la condition de
Neumann sur Γm,

– F(Xµ) est un vecteur de dimension n contenant la forme discrétisée des termes
sources,

– Xµ est le vecteur de dimension n− p1− p2− pm correspondant aux variables incon-
nues, ici ce sont les valeurs des termes sources discrétisés aux nœuds du domaine
excepté ceux situés sur les frontières.

La forme discrétisée de la fonctionnelle s’écrit :

E(Xµ) =
1
2
(HD−HN)

⊤K(HD−HN)+a
[

(PobsHD −Hobs)2 +(PobsHN −Hobs)2
]

(3.14)

Le gradient de la fonctionnelle est donné par :

∇Xµ
E(Xµ) =WD +WN (3.15)
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Identification des paramètres des puits à partir de donnée surabondantes sur une partie la
frontière.

Avec WD et WN sont les solutions des problèmes adjoints suivants :







KWD +Lt
1ϒD +Lt

mϒm = K(HD−HN)+aP⊤
obs(PobsHD −Hobs)

L1WD = 0
LmWD = 0

(3.16)

{

KWN +Lt
1ϒN = K(HN −HD)+aP⊤

obs(PobsHN −Hobs)
L1WN = 0

(3.17)

où ϒD, ϒN et ϒm sont les vecteurs des multiplicateurs de Lagrange associés aux conditions
de Dirichlet sur Γ1, Γ2 et Γm. Ces problèmes adjoints et le gradient de la fonctionnelle ont
étaient déterminés à partir des formes discrétisées de la fonctionnelle et des problèmes
directs.

3.1.3 Identification multi-niveaux

La procédure d’identification se déroule en deux étapes :
Étape 1 : On considère ici que chaque nœud du maillage (excepté ceux sur les fron-

tières) est porteur d’un terme source avec un débit inconnu à identifier. Le vecteur
Xµ de dimension n− p1 − p2 − pm contient les débits en ces nœuds. Donc en mini-
misant la fonction E(Xµ) par rapport à Xµ et sous les contraintes définies par (3.12)
et (3.13) on obtient une distribution de débits X1∗

µ ∈ Rn−p1−p2−pm . Ensuite, nous
extrayons les extremums locaux de X1∗

µ . L’emplacement de ces extremums locaux
sont les centres des puits que nous recherchons, par conséquent, le nombre puits M

est égale à celui des extremums. Finalement, les positions des puits recherchés sont
les coordonnées des nœuds où les extremums du vecteur X1∗

µ se trouvent et qu’on
notera ici P = 〈P j〉. Cette première étape se résume ainsi :
i. Résoudre le problème suivant :



















X1∗
µ = argmin

X1
µ

E(X1
µ )≡ E(HD(X

1
µ ),HN(X

1
µ )) X1∗

µ ∈ Rn−p1−p2−pm

sous les contraintes suivantes :
HD est solution de (3.12),
HN est solution de (3.13).

(3.18)

ii. Rechercher les extremums de X1∗
µ et extraire leurs positions. Le résultat de cette

première étape est le nombre de puits M et les coordonnées de leur position P j

pour j = 1..M.
Étape 2 : Dans cette étape, connaissant le nombre M et les positions des puits, on

cherche maintenant à identifier leur débit réel en minimisant la même fonctionnelle
E(X2

µ ), avec X2
µ de dimension M. Dans cette étape, seuls les valeurs des débits aux

positions précédemment identifiées sont pris comme variables. Cette seconde étape
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3. Identification multi-niveaux du nombre de sources, leurs positions et leurs débits

se résume ainsi : résoudre le problème suivant :



















X2∗
µ = argmin

X2
µ

E(X2
µ )≡ E(HD(X

2
µ ),HN(X

2
µ )) X2∗

µ ∈ RM

sous les contraintes suivantes :
HD est solution de (3.12),
HN est solution de (3.13).

(3.19)

A la fin de ces deux étapes nous avons identifié le nombre de puits, leur position ainsi que
leur débit : (M, Pj ,λ j, j = 1..M). L’algorithme d’identification est détaillé dans 4.

Algorithme 4 : Identification multi-niveaux du nombre, positions et débits des puits.

Données : Données surabondantes sur Γm et observations additionnelles à
l’intérieur du domaine. La transmissivité hydraulique T

Résultat : Nombre, coordonnées des positions et débits des puits
1 début

Étape 1 : Minimiser E(X1
µ ), X1∗

µ est la solution obtenue)
Entrées : X1

µ = X1
0 ∈ Rn−p1−p2−pm .

2 répéter
3 Calculer HD et HN qui sont définie par (3.12) et (3.13)
4 Calculer WD et WN en résolvant (3.16) et (3.17)
5 Calculer E(X1

µ ) avec (3.14)
6 Calculer ∇X1

µ
E(X1

µ ) avec (3.15)

7 jusqu’à Convergence

Sorties : X1∗
µ

Étape 2 : Extraire les extremum locaux et leur position du vecteur X1∗
µ .

Entrées : X1∗
µ

Sorties : Nombre de puits M et Pj = (Px j
,Py j

) pour j = 1..M.

Étape 3 : Minimiser E(X2
µ ), X2∗

µ = 〈λ1..λM〉 est la solution obtenue
Entrées : X2

µ = X2
0 ∈ Rn−p1−p2−pm

8 répéter
9 Calculer HD et HN qui sont définis par (3.12) et (3.13)

10 Calculer WD et WN en résolvant (3.16) et (3.17)
11 Calculer E(X2

µ ) avec (3.14)
12 Calculer ∇X2

µ
E(X2

µ ) avec (3.15)

13 jusqu’à Convergence

Sorties : Pj : (Px j
,Py j

,λ j), pour j = 1..M
14 fin
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Identification des paramètres des puits à partir de donnée surabondantes sur une partie la
frontière.

3.1.4 Applications numériques

L’étude numérique menée concerne différents cas. Dans le premier cas nous ne dis-
posons pas de mesures à l’intérieur du domaine : a = 0 dans l’expression de E. Nous
étudierons : l’influence de la distance qui sépare deux puits, la présence de multiple puits,
la robustesse de l’identification par rapport à des mesures bruitées. Dans le deuxième cas,
nous considérons des mesures additionnelles à l’intérieur du domaine a = 1 dans l’ex-
pression de E, pour améliorer certain résultats. Nous utilisons le domaine décrit dans la
figure 2.18 de la section précédente.

3.1.4.1 Influence de la distance qui sépare deux puits.

Dans ce cas test, nous testons la sensibilité à l’emplacement relatif de deux puits. Nous
considérons deux sources avec les débits suivants : Q1 = 100 Ls−1 et Q2 = 50 Ls−1.
Ces deux sources sont séparées par une distance variable d. Nous calculons les erreurs
relatives sur les valeurs des débits et les emplacements identifiés pour différentes valeurs
de d.

La figure 3.1 montre le vecteur X1∗
µ (obtenu à l’étape 1 de l’algorithme 4) ainsi que

la distribution de la charge hydraulique HD obtenue à la fin de l’algorithme 4 pour une
distance d = 8 km. On voit qu’on peut distinguer facilement les deux extremums locaux.
Dans ce cas on a M = 2. On peut observer à partir du tableau 3.1 que si les sources sont

(a) X1∗
µ (b) HD

FIGURE 3.1: Les extremums locaux de X1∗
µ et la distribution de HD dans le cas où d =

8 km.

relativement distantes (loin l’une de l’autre), les débits et les positions sont bien identifiés,
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3. Identification multi-niveaux du nombre de sources, leurs positions et leurs débits

d km 16 8 4 2
P1

ex (m) (2000,5000) (4000,5000) (4000,5000) (6000,5000)
P1

id km) (1923,5071) (4080,5196) (4210,5208) (6680,5296)
P2

ex (m) (18000,5000) (12000,5000) (8000,5000) (8000,5000)
P2

id (m) (18008,5052) (12021,5087) (8310,5263) (7068,5390)
εP [%] 1.94 3.31 4.84 10.49
Q1

id (10−3m3/s) 99.92 99.56 95.36 87.12
εP [%] 0.08 0.44 4.64 12.88
Q2

id (10−3m3/s) 50.02 50.15 53.2 57.08
εP [%] 0.04 0.3 6.4 14.16

TABLE 3.1: Positions et débits identifiés et exacts pour différentes valeurs de d ainsi que
les erreurs relatives.

mais lorsque la distance entre les sources diminue (moins de 2km ) la procédure d’iden-
tification est moins précise dans ce cas l’erreur est de l’ordre de 10%. Ce qui peut être
expliqué par le fait que lorsque les deux sources sont très proches leurs cônes d’interfé-
rences s’intersectent, ce qu’on voit aisément sur la figure 3.15.

FIGURE 3.2: Les iso-valeurs de la charge hydraulique HD pour d = 2 km.
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Identification des paramètres des puits à partir de donnée surabondantes sur une partie la
frontière.

3.1.4.2 Cas des multiples puits.

Nous considérons le cas de cinq puits de pompage et d’injection. Les positions et les
débits exacts et qui nous serviront de références sont reportés dans le tableau 3.2. Dans

P1 P2 P3 P4 P5

Pex (km) (2,3) (5,7) (10,5) 15,6) 18,4)
Qex (10−3m3/s) −50 −70 150 −30 80

TABLE 3.2: Les débits et les positions exacts pour le cas de cinq puits.

les figures 3.3, nous traçons simultanément les positions exactes et celles identifiées, ainsi
que le vecteur X1∗

µ . Ce vecteur contient cinq extremums qui est le nombre de source re-
cherchées. Les résultats obtenus sont satisfaisants. Les valeurs des positions, des débits et

(a) X1∗
µ (b) HD

FIGURE 3.3: Les extremums de X1∗
µ , la charge hydraulique HD, les positions exactes et

identifiées des puits.

les erreurs relatives sont donnés dans le tableau 3.3. Nous notons que les erreurs relatives
pour les positions ainsi que pour les débits sont inférieurs à 4%.

Well P1 P2 P3 P4 P5

Pid (km) (19.82,3.13) (4.95,7.128) (10,4.92) (15.22,6.57) (18.08,3.873)
εP (%) 3.64 1.6 0.76 3.81 0.83
Qid (10−3m3/s) −52 −68.7 147.9 −28.8 78.9
εQ (%) 4 1.85 1.4 4 1.37

TABLE 3.3: Les positions et les débits calculés et les erreurs relatives pour le cas de cinq
sources
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3. Identification multi-niveaux du nombre de sources, leurs positions et leurs débits

3.1.4.3 Influence du bruit de mesures.

Dans la réalité les mesures sont toujours entachées d’erreurs de mesures. Nous étu-
dions l’influence du bruit sur la processus d’identification des positions et des débits des
puits. Pour tenir compte de la sensibilité de l’algorithme à des mesures bruitées, un bruit
blanc uniforme, avec moyenne nulle, est appliqué aux données de Dirichlet sur Γm dans
le cas du dernier exemple avec 5 puits. La figure 3.4 montre le cas où le niveau du bruit
est de 4% puis de 8%. Les résultats d’identification sont donnés dans le tableau 3.4 pour

(a) HD (b) HD

FIGURE 3.4: (a) représente la charge hydraulique HD et les positions des puits identifiés
dans le cas d’un bruit de 4%, (b) représente la charge hydraulique HD, les positions des

puits identifiés dans le cas d’un bruit de 8%.

des niveaux de bruit de 2,4,6 et 8%, on remarque que l’erreur relative reste inférieure à
9%.
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Identification des paramètres des puits à partir de donnée surabondantes sur une partie la
frontière.

Noise level (%) 2 4 6 8
P1

id (m) (1845,3142) (1831,3710) (1803,3183) (1789,3198)
εP (%) 5.6 6.66 7.45 8.02
Q1

id (10−3m3/s) −52.8 −53.3 −53.9 −54.3
εQ (%) 5.6 6.6 7.8 8.6

P2
id (m) (4699,7017) (4631,6983) (4613,6971) (4596,6936)

εP (%) 2.33 4.29 4.51 4.75
Q2

id (10−3m3/s) −67.8 −66.1 −65.6 64.2
εQ (%) 3.14 5.57 6.28 8.2

P3
id (m) (10080,4857) (9950,4830) (9859,4803) (9801,4790)

εP (%) 1.49 1.58 2.16 2.58
Q3

id (10−3m3/s) 146.5 144.6 143.5 141.5
εQ (%) 2.33 3.6 4.33 5.66

P4
id (m) (15340,5840) (15896,5685) (16235,5780) (16310,5735)

εP (%) 2.3 5.87 7.76 8.27
Q4

id (10−3m3/s) −28 −27.4 −33.2 −34.2
εQ (%) 6.66 8.66 10.66 14

P5
id (m) (18180,4040) (18320,3964) (18398,3908) (18420,3832)

εP (%) 1.02 1.74 2.21 2.45
Q5

id (10−3m3/s) 78 77.3 3.87 75.9
εQ (%) 2.5 3.37 3.87 5.12

TABLE 3.4: Valeurs identifiées des débits, des positions ainsi que les erreurs relatives
pour différents niveaux de bruits.

3.1.4.4 Influence de l’ajout des observations à l’intérieur du domaine (a = 1)

Dans cette partie nous étudions l’influence de l’ajout d’observations prises à l’inté-
rieur du domaine sur le processus d’identification. Nous reprenons le cas où nous avons
étudié l’influence de la distance qui sépare deux puits, Sur la figure 3.5 on montre les po-
sitions des observations à l’intérieur du domaine ainsi que la positions des deux puits. Les

FIGURE 3.5: Les positions des observations.
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3. Identification multi-niveaux du nombre de sources, leurs positions et leurs débits

résultats de d’identification sont bons sauf pour le cas où les deux puits sont séparés par
une distance d = 2km. Donc, pour ce dernier cas, nous allons ajouter des observations à
l’intérieur du domaine comme c’est indiqué sur la figure 3.5. Sur la figure 3.6 nous traçons
la cartographie de la charge hydraulique HD ainsi que les postions exactes et identifiées
des puits, pour les cas sans et avec observations supplémentaires. L’analyse des résul-

(a) a = 0 (b) a = 1

FIGURE 3.6: La charge hydraulique HD et les positions identifiées des puits.

tats des deux tableaux 3.5 et 3.1 montre que l’erreur relative pour une distance d = 2km

décroit. Donc l’ajout des observations à l’intérieur du domaine améliore les résultats de
l’algorithme 4. Nous pouvons conclure que l’ajout de mesures supplémentaires prises à

P1
ex (m) (6000,5000)

P1
id (m) (6420,5190)

εP (%) 5.7
P2

ex (m) (8000,5000)
P2

id (m) (7825,4891)
εP (%) 2.13
Q1

id (10−3m3/s) 95.16
εQ (%) 4.84
Q2

id (10−3m3/s) 51.1
εQ (%) 2.2

TABLE 3.5: Les positions exactes et identifiées ainsi que les erreurs relatives pour a = 1

l’intérieur du domaine améliore de manière substantielle la précision de l’identification.
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Identification des conditions aux limites et des paramètres des puits à partir de donnée
surabondantes sur une partie la frontière.

3.2 Identification des conditions aux limites et des para-
mètres des puits à partir de donnée surabondantes
sur une partie la frontière.

Dans cette section nous considèrons le cas où des données sur une partie de la fron-
tière sont manquantes. Soit le domaine Ω avec sa frontière ∂Ω = Γm ∪Γ1 ∪Γ2 ∪Γu, voir
figure 3.7. On suppose le terme source Q(x) = ∑M

j=1 λ jδ(x−P j) inconnu, des conditions
aux limites surabondantes sur Γm connues, une condition aux limites de type Dirichlet
sur Γ1 connue, une condition de type Neumann sur Γ2 connue et quelques observations
à l’intérieur du domaine connues et qu’on notera dobs. La frontière Γu est considérée in-
accessible. En conséquence, les conditions aux limites (h,φ) sont aussi inconnues. Le
problème direct ainsi posé s’écrit :



































−div(T ·∇u) = Q(x) dans Ω Q(x) =
M

∑
j=1

λ jδ(x−P j) ∈ R

u = H sur Γ1,
T ∇u ·n = Φ sur Γ2,
u = H et T ∇u ·n = Φ sur Γm,
u = h et T ∇u ·n = ϕ sur Γu.

(3.20)

Le nombre de puits M, leur position P j et débit λ j pour j = 1..M, ainsi que (h,φ) sont les
seules inconnues du problème et nous allons chercher à les identifier à partir des données
disponibles. Beaucoup de travaux ont traité les problèmes de complétion de données sur

source

FIGURE 3.7: Example du domaine.

une partie de la frontière d’un domaine à partir de mesures sur une autre partie de la
frontière du domaine. Dans cette section nous nous basons sur la méthode détaillée dans
[BAR 11b]. Cette méthode a été appliquée avec succés sur diverses applications telle que
l’élasticité et l’élastoplasticité [BAR 08, AND 08, BAR 10, AND 15, BAR 15, AND 16],
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3. Identification multi-niveaux du nombre de sources, leurs positions et leurs débits

la thermique [RIS 11], l’électro-cardiograhie [HAR 10], l’hydrologie [ESC 07, ESC 08],
l’intrusion martine [HAR 13] etc.

Dans cette section nous nous intéressons à la reconstitution de données aux limites
manquantes et de termes sources. Ce n’est autre que la résolution d’un problème de Cau-
chy avec des termes sources inconnus. Le caractère mal posé de ces problèmes rend leur
résolution très délicate, voir les travaux [BEN 05, AZA 06, BEN 07].

3.2.1 Formulation continue du problème d’identification

Il s’agit de compléter les données (h,φ) sur une partie de la frontière du domaine noté
Γu et de déterminer les caractéristiques des puits λ j et (Px j

,Py j
) en utilisant des données

surabondantes (H, Φ) sur une autre partie de la frontière Γm.
L’idée principale pour résoudre le problème inverse (3.20) est d’exploiter les mesures

surabondantes en définissant deux problèmes mixtes bien posés. Chaque problème ne
tient compte que d’une seule des conditions surabondantes sur la frontière Γm :























−div(T ∇uD) = g(x) dans Ω,
uD = H sur Γ1

T ∇uD.n = Φ sur Γ2

uD = H sur Γm,
T ∇uD ·n = η sur Γu.

(3.21)























−div(T ∇uN) = g(x) in Ω,
uN = H sur Γ1

T ∇uN .n = Φ sur Γ2

uN = τ sur Γu,
T ∇uN .n = Φ sur Γm.

(3.22)

où (uD,uN) ∈V1 ×V2.
Les champs solutions des problèmes (3.21) et (3.21) sont en général distincts pour

des valeurs quelconques de η , τ et g(x). Mais lorsqu’elles coïncident, le problème (3.20)
est résolu. Donc, il faut s’assurer que h = hD = hN dans Ω et donc vérifier que le charge
imposée ainsi que le flux imposé coïncident sur Γu. Il s’agit donc de mettre en place
un procédé qui minimise l’écart entre les deux solutions uD et uN pour résoudre le pro-
blème de complétion de données et d’identification des paramètres (3.20). On construit
une fonctionnelle d’erreur type énergie du problème étudié :

Ea(uD,uN) =
∫

Ω
T (∇uD−∇uN)

2 ≡ Ea(η,τ,g(x)) (3.23)

Cette fonctionnelle peut être augmentée d’un terme tenant compte des observations faites
à l’intérieur du domaine, dans ce cas elle s’écrit :

Ea(η,τ,g(x)) =
∫

Ω
T (∇uD −∇uN)

2 (3.24)

+a

[∫
Ω
(PobsuD−dobs)2 +

∫
Ω
(PobsuN −dobs)2

]

(3.25)
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Identification des conditions aux limites et des paramètres des puits à partir de donnée
surabondantes sur une partie la frontière.

Avec

a =

{

1 si on a des mesures à l’interieur
0 sinon

(3.26)

dobs sont les observations à l’intérieur du domaine et Pobs est un opérateur de projection
lié aux positions des observations. Ea est positive et s’annule lorsque les champs solutions
de (3.21) et (3.22) coïncident. Les conditions aux limites et le terme source h, ϕ et Q(x)
sont solutions du problème de minimisation suivant :











(h,ϕ,Q(x)) = arg min
τ,η,g(x)

Ea(τ,η,g(x))≡ Ea(uD(τ,g(x)),uN(η,g(x)).

uD solution de (3.21),
uN solution de (3.22).

(3.27)

La fonctionnelle Ea est positive, convexe et quadratique, son minimum est zéro. Pour
résoudre le problème de minimisation (3.27), nous utilisons la méthode de l’adjoint pour
calculer le gradient de la fonctionnelle Ea. Nous procédons de la même façon que dans la
section précédente. Les dérivées de la fonction sont :

∂Ea(η,τ,g)

∂η
.p = −

∫
Γu

2w1 p (3.28)

∂Ea(η,τ,g)

∂τ
.q = −

∫
Γu

2(η−T ∇hN.n−T ∇w2.n)q (3.29)

∂Ea(η,τ,g)

∂g
.z =

∫
Ω
(w1 +w2).z (3.30)

pour tout (p,q,z) ∈ H− 1
2 (Γu)×H

1
2 (Γu)×R.

Les champs (w1,w2) ∈V 0
1 ×V 0

2 sont solutions de deux problèmes adjoints suivants :






























−div(T ∇w1) =−2aP⊤
obs(PobshD −dobs) dans Ω,

w1 = 0 sur Γ1

T ∇w1.n = 0 sur Γ2

w1 = 0 sur Γm,

T ∇w1.n = T ∇hN.n−η sur Γu.

(3.31)































−div(T ∇w2) =−2aP⊤
obs(PobshN −dobs) dans Ω,

w2 = 0 sur Γ1

T ∇w2.n = 0 sur Γ2

w2 = 0 sur Γu,

T ∇w2.n = T ∇hD.n−Φ sur Γm.

(3.32)

Remarque 6 Contrairement au cas précédent, nous remarquons ici que quand on ne

dépose pas de mesures à l’intérieur du domaine (a = 0), le champ adjoint w1
D n’est pas

nul.
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3. Identification multi-niveaux du nombre de sources, leurs positions et leurs débits

3.2.2 Modélisation par éléments finis et discrétisation

Nous considérons un maillage du domaine Ω caractérisé par n nœuds. On désigne par
p1, p2, pm et pu le nombre de nœuds sur les frontières Γ1, Γ2, Γm et Γu, et par q le nombre
d’observations à l’intérieur du domaine.

Les formes discrétisées des problèmes (3.21)) et (3.22) sont données par :







KHD+L1Λt
D +LmΛt

m = F(Xµ)+F(Xη)+FΦ
L1HD = Hdis

LmHD = Hdis

(3.33)







KHN +L1Λt
N +LuΛt

u = F(Xµ)+FΦ +FΦ
L1HN = Hdis

LuHN = Xτ

(3.34)

avec :
– K est la matrice de raideur.
– HD et HN ∈ Rn les vecteurs solutions de (3.33) et (3.34),
– Hobs ∈ Rq le vecteur contenant les q observations à l’intérieur du domaine,
– Pobs est une matrice de projection des observations sur le maillage de dimension

q×n.
– L1 est une matrice de projection de la condition de Dirichlet sur Γ1, elle est de

dimension p1 ×n.
– Lm est une matrice de projection de la condition de Dirichlet sur Γm, elle est de

dimension pm ×n.
– ΛD, ΛN et Λm sont les vecteurs des multiplicateurs de Lagrange associés aux condi-

tions de Dirichlet sur Γ1, Γ2 et Γm

– FΦ est un vecteur de dimension n contenant la forme discrétisée de la condition de
Neumann sur Γ2,

– FΦ est un vecteur de dimension n contenant la forme discrétisée de la condition de
Neumann sur Γm,

– F(Xµ) est un vecteur de dimension n contenant la forme discrétisée des termes
sources,

– Xµ est le vecteur de dimension n− p1 − p2 − pm − pu correspondant aux variables
inconnues, ici ce sont les valeurs des termes sources discrétisés aux nœuds du do-
maine excepté ceux situés sur les frontières,

– Xη est le vecteur de dimension pu correspondant aux variables inconnues de la
condition de Neumann discrétisée sur Γu,

– Xτ est le vecteur de dimension pu correspondant aux variables inconnues de la
condition de Dirichlet sur Γu,

– Λu est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associés à la condition de Dirichlet
sur Γu,

– Lu est une matrice de projection de la condition de Dirichlet sur Γu, elle est de
dimension pu ×n.
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Identification des conditions aux limites et des paramètres des puits à partir de donnée
surabondantes sur une partie la frontière.

La forme discrétisée de la fonctionnelle s’écrit :

Ea(Xη,Xτ,Xµ)≡ Ea(HD(Xη,Xµ),HN(Xτ,Xµ))

=
1
2
(HD−HN)

⊤K(HD−HN)+a
[

(PobsHD −Hobs)2 +(PobsHN −Hobs)2
]

(3.35)

Le gradient de la fonctionnelle est donné par :

∇Ea =







∇XηE(Xµ) = LuWD

∇XτE(Xµ) = LuK (HD −HN −WN)
∇Xµ

E(Xµ) =WD +WN

(3.36)

Avec WD et WN sont les solutions des problèmes adjoints suivants :






KWD +Lt
1ϒD +Lt

mϒm = K(HD−HN)+aP⊤
obs(PobsHD −Hobs)

L1WD = 0
LmWD = 0

(3.37)







KWN +Lt
1ϒN +Lt

uϒu = K(HN −HD)+aP⊤
obs(PobsHN −Hobs)

L1WN = 0
LuWN = 0

(3.38)

où ϒD, ϒN , ϒm et ϒu sont les vecteurs des multiplicateurs de Lagrange associés aux condi-
tions de Dirichlet sur Γ1, Γm et Γu des problèmes adjoints (3.17) et(3.38). Ces problèmes
adjoints et le gradient de la fonctionnelle ont étaient déterminés à partir des formes dis-
crétisées de la fonctionnelle et des problèmes directes.

3.2.3 Identification multi-niveaux

La procédure d’identification se déroule en trois étapes :
Étape 1 : On considère ici que chaque nœud du maillage (excepté ceux sur les fron-

tières) est porteur d’un terme sources avec des valeurs inconnues à identifier. Le
vecteur Xµ de dimension n− p1− p2− pm− pu contient les débits en ces nœuds. Xη

et Xτ chacun de dimension pu sont les vecteurs correspondants aux variables dis-
crétisées des conditions aux limites manquantes. Donc en minimisant la fonction
Ea(Xη,Xτ,Xµ) définie par (3.35), par rapport à Xη, Xτ et Xµ et sous les contraintes
définies par (3.33) et (3.34) on obtient une distribution de débits X1∗

µ ∈Rn−p1−p2−pm

ainsi que les conditions aux limites discrétisées X∗
η et X∗

τ . Cette première étape se
résume ainsi : résoudre le problème suivant :



























(

X∗
η,X

∗
τ ,X

1∗
µ

)

= arg min
X∗

η,X
∗
τ ,X1∗

µ

Ea(Xη,Xτ,X
1
µ )

avec (Xη,Xτ,X
1∗
µ ) ∈ R

p
u ×R

p
u ×Rn−p1−p2−pm−pu

sous les contraintes suivantes :
HD est solution de (3.33),
HN est solution de (3.34).

(3.39)
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3. Identification multi-niveaux du nombre de sources, leurs positions et leurs débits

Étape 2 : Ensuite, nous extrayons les extremums locaux de X1∗
µ . L’emplacement de

ces extremums locaux sont les centres des puits que nous recherchons, par consé-
quent, le nombre puits M est égale à celui des extremums. Finalement, les positions
des puits recherchés sont les coordonnées des nœuds où les extremums du vecteur
X1∗

µ se trouvent et qu’on notera ici P = 〈P j〉. Cette étape se résume ainsi : recher-
cher les extremums de X1∗

µ et extraire leurs positions. Le résultat est le nombre de
puits M et les coordonnées de leur position P j pour j = 1..M.

Étape 3 : Dans cette étape, identique à celle présentée dans la section précédente,
connaissant le nombre M et les positions des puits ainsi que les conditions aux
limites manquantes sur Γu, on cherche maintenant à identifier les débits réels en
minimisant la fonctionnelle Ea(X

2
µ ) définie par (3.14), avec X2

µ de dimension M.
Dans cette étape, seules les valeurs des débits aux positions précédemment identi-
fiées sont prises comme variables. Cette seconde étape se résume ainsi : résoudre le
problème suivant :



















X2∗
µ = argmin

X2
µ

Ea(X
2
µ )≡ Ea(HD(X

2
µ ),HN(X

2
µ )) X2∗

µ ∈ RM

sous les contraintes suivantes :
HD est solution de (3.12),
HN est solution de (3.13).

(3.40)

A la fin des ces trois étapes on a identifié les conditions aux limites discrétisées (X∗
η,X

∗
τ ),

le nombre de puits, leur position ainsi que leur débit : (M, Pj,λ j, j = 1..M). L’algorithme
est détaillé dans 5.
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Identification des conditions aux limites et des paramètres des puits à partir de donnée
surabondantes sur une partie la frontière.

Algorithme 5 : Identification multi-niveaux du nombre, positions et débits des puits
dans le cas de conditions aux limites manquantes

Données : Données surabondantes sur Γm et observations additionnelles à
l’intérieur du domaine. La transmissivité hydraulique T

Résultat : Conditions aux limites manquantes, nombre, coordonnées des positions
et débits des puits

1 début
Étape 1 : Minimiser Ea(Xη,Xτ,X

1
µ ), X1∗

µ est la solution obtenue)
Entrées : (Xη = X0

η,Xτ = X0
τ ,X

1
µ = X1

0 ) ∈ R
p
u ×R

p
u ×Rn−p1−p2−pm−pu .

2 répéter
3 Calculer HD et HN qui sont définies par (3.33) et (3.34)
4 Calculer WD et WN en résolvant (3.37) et (3.38)
5 Calculer E(X1

µ ) avec (3.35)
6 Calculer ∇X1

µ
E(X1

µ ) avec (3.36)

7 jusqu’à Convergence

Sorties : X1∗
µ

Étape 2 : Extraire du vecteur X1∗
µ les extremums locaux et leur position.

Entrées : X1∗
µ

Sorties : Nombre de puits M et Pj = (Px j
,Py j

) pour j = 1..M.

Étape 3 : Minimiser Ea(X
2
µ ), X2∗

µ = 〈λ1..λM〉 est la solution obtenue
Entrées : X2

µ = X2
0 ∈ Rn−p1−p2−pm

8 répéter
9 Calculer HD et HN qui sont définies par (3.12) et (3.34)

10 Calculer WD et WN en résolvant (3.16) et (3.17)
11 Calculer E(X2

µ ) avec (3.14)
12 Calculer ∇X2

µ
E(X2

µ ) avec (3.15)

13 jusqu’à Convergence

Sorties : Pj : (Px j
,Py j

,λ j), pour j = 1..M
14 fin
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3. Identification multi-niveaux du nombre de sources, leurs positions et leurs débits

3.2.4 Applications numériques

L’étude numérique menée concerne différents cas. Dans les deux premiers cas nous ne
disposons pas de mesures à l’intérieur du domaine : a = 0 dans l’expression de Ea. Nous
étudierons d’abord le cas d’un puits. Ensuite, nous analyserons l’influence de la distance
qui sépare deux puits. Enfin, nous étudions l’aquifère de Rocky Mountain présenté dans
[VOS 84].

3.2.4.1 Cas d’un seul puits

Nous considèrons le cas présenté dans la figure 3.8. Nous commençons par compléter

b

b

b

Puits
ΩΓ2 Γ2

Γm

Γu

FIGURE 3.8: Description du domaine.

la donnée sur Γu et identifier la position ainsi que le débit d’un puits. Sur la figure 3.9,
nous représentons le vecteur X1∗

µ identifié à l’étape 1 de l’algorithme 5 et la cartographie
de la charge hydraulique HD obtenue à la fin de l’étape 1 de l’algorithme 5. Sur la figure
3.10 nous représentons les conditions aux limites identifiées à l’étape 1. On remarque une
très bonne adéquation avec les valeurs exactes. Sur la figure 3.11 nous avons représenté
l’évolution des fonctions objectif au cours des processus de minimisation de l’étape 1 et
3.
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Identification des conditions aux limites et des paramètres des puits à partir de donnée
surabondantes sur une partie la frontière.

(a) X1∗
µ (b) HD

FIGURE 3.9: Les extremums de X1∗
µ , la charge hydraulique HD, les positions exacte et
identifiée du puits.

(a) h = HD sur Γu (b) ϕ = ∇HD ·n sur Γu

FIGURE 3.10: La charge hydraulique h et le flux ϕ sur Γu
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(b) Fonction Ea(X
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µ ) à l’étape 3.

FIGURE 3.11: Évolution au cours des itérations des fonctions Ea.
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3. Identification multi-niveaux du nombre de sources, leurs positions et leurs débits

3.2.4.2 Influence de la distance qui sépare deux puits

Dans cet exemple, nous étudions la sensibilité de l’identification par rapport à la
distance qui sépare deux puits. Les deux puits ont des débits de Q1 = 100Ls−1 et
Q2 = 50Ls−1 et sont séparés par une distance variable d. Nous identifions les conditions
aux limites et nous calculons les erreurs relatives sur les débits et les emplacements pour
différentes valeurs de d.

Sur la figure 3.12 nous traçons, pour d = 8km, le vecteur X1∗
µ obtenu à l’étape 1 de

l’algorithme 5), où on voit bien les deux extremums locaux liés aux positions des puits.
Sur la seconde figure nous avons représenté la distribution de la charge hydraulique HD à
la fin de cette étape. Sur la figure 3.13 nous représentons les conditions aux limites iden-
tifiées à l’étape 1. On remarque une très bonne adéquation avec les valeurs exactes. Sur
la figure 3.14 nous représentons l’évolution des fonctions objectif au cours des processus
de minimisation de l’étape 1 et 3. Dans le tableau 3.6 nous avons reporter les résultats
obtenus dans les cas où la distance d varie de 8km à 2km. On remarque que si les puits
sont relativement distants (loin l’un de l’autre), les débits et les positions sont bien iden-
tifiés, mais lorsque la distance entre les puits diminue (moins de 2 km ) l’identification
est beaucoup moins précise (l’erreur est de l’ordre de 14%). La figure 3.15 montre les
iso-valeurs dans le cas où les deux puits sont distant de 2km.

(a) X1∗
µ (b) HD

FIGURE 3.12: X1∗
µ et la charge hydraulique HD pour une distance d = 8km.
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Identification des conditions aux limites et des paramètres des puits à partir de donnée
surabondantes sur une partie la frontière.

(a) Compléter de la charge hydraulique sur Γu (b) Compléter du flux hydraulique sur Γu

FIGURE 3.13: La charge hydraulique h et le flux ϕ sur Γu
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FIGURE 3.14: évolution au cours des itérations des fonctions Ea.

FIGURE 3.15: Les iso-valeurs de la charge hydraulique pour d = 2 km.
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3. Identification multi-niveaux du nombre de sources, leurs positions et leurs débits

d km 16 8 4 2
P1

ex (m) (2000,5000) (4000,5000) (4000,5000) (6000,5000)
P1

id (Km) (1923,5071) (4080,5196) (4210,5208) (6680,5296)
P2

ex (m) (18000,5000) (12000,5000) (8000,5000) (8000,5000)
P2

id (m) (18008,5052) (12021,5087) (8310,5263) (7068,5390)
εP [%] 1.94 3.31 4.84 10.49
Q1

id (10−3m3/s) 99.92 99.56 95.36 87.12
εP [%] 0.08 0.44 4.64 12.88
Q2

id (10−3m3/s) 50.02 50.15 53.2 57.08
εP [%] 0.04 0.3 6.4 14.16

TABLE 3.6: Les résultats obtenus en fonction des valeurs de d.

3.2.4.3 Exemple de Rocky Mountain

Nous considérons l’exemple de l’aquifère de Rocky Mountain au Colorado (Etats-
Unis), représenté sur la figure 3.16. Ce modèle est inspiré d’un cas test du code de calcul
SUTRA développé par Voss [VOS 84] et initialement étudié par Konikow [KON 77].

Le milieu poreux est supposé homogène, isotrope et l’aquifère est saturé en eau.
L’aquifère est représenté par un rectangle homogène de 6100m par 4880m, d’épaisseur
e = 12m, avec la valeur de la transmissivité T = 2.510−8 m2/s. Il est délimité au nord par
un lac agissant comme une charge piézométrique constante de H1

N = 75m, au sud par une
rivière à piézométrie linéaire variant de 5m à l’ouest jusqu’à 23.5m à l’est. Les bords laté-
raux sont supposés imperméables. A l’intérieur du domaine, il y a trois puits de pompage
de débit volumétrique Q

2,3,4
out =−0.510−3 m3/s et une mare représentant une source d’in-

jection et de débit volumétrique Q4
in = 1.810−3 m3/s. Nous reportons sur le tableau 3.7

les valeurs exactes des coordonnées des positions et des débits pour tous les puits ainsi
que la mare considérée comme un puits d’injection. La frontière horizontale inférieure

P1 P2 P3 P4

Pexact(m) (915,1220) (2135,1220) (3355,1220) 2747,4270)
Qexact(10−3 m3/s) −0.5 −0.5 −0.5 1.8

TABLE 3.7: Les débits et les positions exacts.

est celle où on dispose de données surabondantes Γm, la frontière horizontale supérieure
est inaccessible Γu. On considère qu’on dispose de quelques observations à l’intérieur du
domaine comme indiqué sur la figure 3.16. L’identification des conditions aux limites
sur Γu et des paramétres des puits est effectuée avec l’algorithme décrit dans 5. Sur la
figure 3.18 nous représentons les résultats de la complétion des données sur Γu obtenus
à la fin de l’étape 1 de l’identification et comparés aux valeurs exactes. Dans le tableaux
3.9 sont reportées les paramètres exacts et identifiés des puits. A partir de ces résultats,
nous pouvons conclure que la complétion de données et l’identification des paramètres
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Identification des conditions aux limites et des paramètres des puits à partir de donnée
surabondantes sur une partie la frontière.

(a) Aquifère de Rocky Mountain [KON 77]

Γ
b

Γ
u

Γ
m

Γ
b

(b) Les observations à l’intérieur du
domaine (cercles rouges)

FIGURE 3.16: Le domaine géométrie et observations à l’intérieur du domaine.

(a) La distribution de la charge hydraulique
exacte

(b) Valeurs et positions identifiéss

FIGURE 3.17: La charge hydraulique et les positions trouvées par l’algorithme 5 pour
l’aquifère de Rocky Mountain.

des puits sont très satisfaisants car les erreurs relatives restent inférieures à 2%. La figure
(3.19) nous montre la variation de la fonction Ja au cours des itérations pour les diférents
étapes de l’algorithme 5.
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3. Identification multi-niveaux du nombre de sources, leurs positions et leurs débits

(a) h = HD sur Γu (b) ∇HD ·n = ϕ sur Γu

FIGURE 3.18: Résultats de la complétion des données sur Γu pour le cas de l’aquifère de
Rocky Mountain, étape 1 de l’identification.

Puits P1 P2 P3 P4

Pid (m) (885,1195) (2096,1197) (3398,1190) 2637,4241)
εP (%) 3.05 2.91 1.21 2.86
Qid (10−3 m3/s) −0.494 −0.492 −0.492 1.82
εQ (%)) 1.2 1.8 1.6 0.01

TABLE 3.8: Les débits, les positions et les erreurs calculés pour l’aquifère de Rocky
Mountain.
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(b) Fonction Ea(X
1
µ ) à l’étape 3.

FIGURE 3.19: Evolution de la fonction Ea dans l’étape 1 et 3 de l’algorithme. 5

Identification avec des données bruitées. Nous considérons que les données sur
Γm pourraient être bruitées par un bruit blanc. Sur la figure 3.20, nous montrons les don-
nées identifiées sur Γu pour plusieurs niveaux de bruit allant de 2% à 8%. On observe que
la reconstruction des conditions aux limites reste robuste pour des niveaux du bruit rai-
sonnables (inférieur à 10%). Dans le tableau 3.9, nous avons reporté les résultats d’iden-
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Identification des conditions aux limites et des paramètres des puits à partir de donnée
surabondantes sur une partie la frontière.

tification des paramètres des puits et on peut faire les mêmes constations.
En conclusion, la procédure d’identification présentée dans ce chapitre pour retrouver

les paramètres de puits et les conditions aux limites sur la frontière Γu dans un aquifère
en utilisant des données surabondantes sur une partie de la frontière et des observations à
l’intérieur du domaine donne de bons résultats.

La méthode semble pertinente dans toutes les situations que nous avons considéré : la
multiplicité des puits, les données bruitées, les positions relatives des puits et pour le cas
de l’aquifère de Rocky Mountain. Cependant, il est important de noter que le problème
inverse présenté est très sensible à la quantité des données. En effet, dans certains cas,
nous devons ajouter des observations dans le domaine pour bien identifier les puits.

(a) h = HD sur Γu (b) [∇HD ·n = ϕ sur Γu

FIGURE 3.20: Résultats de la complétion des données sur Γu pour le cas de l’aquifère de
Rocky Mountain, étape 1 de l’identification avec données bruitées.
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3. Identification multi-niveaux du nombre de sources, leurs positions et leurs débits

Bruits (%) 2 4 6 8

P1
id (m) (880,1188) (872,1173) (927,1141) (935,1130)

εP %) 3.05 4.15 3.60 3.82
Q1

id(10−3m3/s) −0.0487 −0.0480 −0.0472 0.0450
εQ (%) 2.5 4 5.6 10
P2

id (m) (2189,1270) (2185,1291) (2078,1118) (2070,1102)
εP (%) 2.91 3.21 4.04 4.63
Q2

id (10−3m3/s) −0.0486 −0.0481 −0.0474 0.0452
εQ (%) 2.8 3.8 5.2 9.6
P3

id (m) (3415,1180) (3270,1161) (3258,1115) (3242,1109)
εP (%) 1.21 2.80 3.54 4.02
Q3

id (10−3m3/s) −0.0488 −0.0485 −0.048 0.0466
εQ (%) 2.4 3 4 6.8
P4

id (m) (2812,4401) (2818,4429) (2823,4469) (2831,4469)
εP (%) 2.86 3.90 4.02 4.20
Q4

id (10−3m3/s) 0.177 0.174 0.171 0.168
εQ (%) 1.6 3.3 5 6.6

TABLE 3.9: Les valeurs exactes et identifiées des débits et des positions des puits ainsi
que les erreurs relatives
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Chapitre 4

Identification de paramétrisation et de
positions de puits

Dans ce chapitre, nous considérons un milieu poreux hétérogène dans le sens qu’il
contient plusieurs zones géologiques. Nous supposons que la transmissivité hydraulique
est un paramètre qui reste constant dans chaque zone géologique.

Nous nous proposons de localiser les interfaces entre les zones géologiques, de dé-
terminer les valeurs des transmissivités hydrauliques dans chaque zone et d’identifier les
positions des puits (voir la figure 4.1). Ce qui fait que par la résolution d’un tel problème
inverse nous fournissons des informations riches et importantes sur l’aquifère.
Nous considérons le modèle défini par (1.31) où on impose une condition de type Neu-
mann sur le bord du puits.
La première partie de ce chapitre, sera consacrée à déterminer à la fois la partition géo-

logique (zonation) et la valeur de la transmissivité dans chaque zone. La résolution de
ce problème inverse est basée sur la méthode de paramétrisation adaptative [BEN 02a].
Dans la deuxième partie, nous allons développer une approche pour identifier à la fois les
zones géologiques, les transmissivités hydrauliques et les positions des puits. Pour cela,
nous combinons la méthode de paramétrisation adaptative avec la méthode du gradient to-

FIGURE 4.1: Exemple de domaine d’étude avec trois zones géologiques et un puits.
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4. Identification de paramétrisation et de positions de puits

pologique qui a été utilisée dans les chapitres précédents. Un algorithme numérique sera
développé et appliqué à plusieurs cas.

4.1 Problème inverse d’identification de la transmissivité
hydraulique

Dans cette section, on s’intéresse à l’estimation de la transmissivité hydraulique dans
un écoulement souterrain gouverné par l’équation (1.29). Ce paramètre dépend de la va-
riable d’espace. Il est constant par morceaux et présente des discontinuités à l’interface
entre les différentes zones géologiques.
Dans le problème inverse que nous considérons les interfaces entre les zones aussi bien
que la valeur du paramètre hydraulique T dans les zones sont des inconnues que nous
cherchons à déterminer. L’estimation des transmissivités hydrauliques s’effectue en utili-
sant des observations dobs

j dans certains points x j à l’intérieur du domaine. Ce problème
inverse est posé comme un problème de minimisation d’une fonction moindre carrée J

[BON 97, SUN 06] définie par :

J(T ) = ∑
j

|uh(x j)−dobs
j |2. (4.1)

où uh(x j) est la solution de (1.29) calculée au point x j avec un paramètre courant T .
Pour calculer le gradient de J nous utilisons la méthode de l’état adjoint.

Ce gradient est défini par :

∂J

∂TEh

=

∫
Eh

∇uh(x)∇ph(x)dx =
Ne

∑
i=1

ui

Ne

∑
j=1

p j

∫
Eh

∇Φi∇Φ jdx,∀Eh ∈ Th. (4.2)

Avec Φ j, j = 1 : n les fonctions de base qui engendrent l’espace Vh (voir (1.38)) et Ne le
nombre de nœuds pour chaque élément Eh (voir (1.40)).

Vu le coût des observations dans un milieu poreux, le nombre de celles ci ne peut
être que très réduit : il serait insuffisant d’estimer les valeurs d’un paramètre comme une
inconnue par maille de calcul. Il est essentiel alors de réduire le nombre d’inconnues. Pour
cela nous utilisons une méthode de paramétrisation qui réduit le nombre de paramètres à
estimer et tient compte du nombre d’observations disponibles.

4.1.1 Paramétrisation

Le choix d’une bonne paramétrisation est un problème important en hydrogéologie.
Différentes méthodes de paramétrisation sont proposées dans la littérature. Nous citons la
paramétrisation multiéchelle utilisée par Chavent et Liu [CHA 91] et la paramétrisation
adaptative développée par Ben Ameur et al. [BEN 02a].

La méthode de paramétrisation adaptative a l’avantage de minimiser le nombre des
inconnus de paramètres permettant d’interpréter au mieux les données disponibles.

86

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI078/these.pdf 
© [W. Mansouri], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



Problème inverse d’identification de la transmissivité hydraulique
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o

FIGURE 4.2: A gauche paramétrisation avec un paramètre par maille de calcul. A droite
paramétrisation avec un paramètre par zone.

L’idée est de prendre une discrétisation du paramètre indépendante de maillage du cal-
cul, de sorte que le paramètre reste constant dans un grand nombre de mailles appartenant
à une même zone (voir 4.2).

Nous supposons dans ce travail que les interfaces entre les zones sont portées par les
arrêtes du maillage de calcul. Nous procéderons à un raffinement itératif de la paramétri-
sation. Les courbes définissant les coupes induisant les raffinements sont portées par les
arrêtes du maillage et appartiennent à un ensemble prédéfini. Nous développons une mé-
thode de paramétrisation qui minimise le nombre de paramètres à estimer et tient compte
du nombre d’observations disponibles.

4.1.2 Indicateur de raffinement

La méthode de paramétrisation adaptative consiste à construire une partition du do-
maine, appelée paramétrisation, dont les parties sont de formes diverses et correspondent
à des zones où le paramètre à estimer est constant. Les degrés de liberté du paramètre
à identifier sont en nombre égal au nombre de parties de cette partition. Les degrés de
liberté sont ajoutés impérativement par raffinement d’une seule zone à chaque itération.
Le choix du "bon" raffinement est fait à travers des indicateurs de raffinement. Ces indi-
cateurs s’obtiennent par des calculs simples utilisant le gradient de la fonction objectif.

On peut citer les travaux de Ben Ameur et al [BEN 02a, BEN 02b], Chavent et Bis-
sel [CHA 98], Hayek et al [HAY 09] comme des références pour plus de détails sur les
indicateurs de raffinement.

L’idée de cette technique est de passer de l’itération i à l’itération i+ 1 en ajoutant
un degré de liberté qui est sélectionné suivant les indicateurs de raffinement de façon
que l’optimisation à l’itération i+ 1 produise une diminution importante de la fonction
moindre carrés. La paramétrisation guidée par les indicateurs de raffinement réduit le
nombre de paramètres et n’introduit que des zones qui correspondent à des discontinuités
du paramètre.

Dans le cadre de ce travail, nous choisissons une famille de coupes F formée par
les coupes verticales (a) et coupes horizontales (b) portées par les arêtes de maillage du
calcul comme dans la figure 4.3 :
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4. Identification de paramétrisation et de positions de puits

(a) Coupe verticale

 

 

(b) Coupe horizontale

FIGURE 4.3: Les coupes élémentaires.

4.1.3 Algorithme

Nous rappelons un algorithme de paramétrisation adaptative initialement proposé dans
[BEN 02a] :

Algorithme 6 : Paramétrisation adaptative.

Données : Connaître des observations à l’intérieur du domaine.
Résultat : Déterminer les zones géologiques et les valeurs de la transmissivité dans

chaque zone.
1 Initialisation : Paramétrisation P .

1. Minimiser la fonction J avec la paramétrisation courante P .

2. Pour chaque zone Zi de P , calculer les indicateurs de raffinement pour chaque
coupe dans F .

3. Calculer Imax le plus grand, en valeur absolue, parmi tous les indicateurs calculés.
Minimiser J en considérant toutes les coupes correspondants aux indicateurs qui
ont des valeurs absolues plus grandes que 80% |Imax|.

4. Choisir l’interface qui correspond à la valeur minimale de la fonction objectif.

5. Mettre à jour la paramétrisation P .

Les critères d’arrêt de l’algorithme sont :

– Après un nombre donné d’itérations, la fonction objectif ne diminue que très faible.
– La valeur de la fonction objectif est proche de zéro.
– Les valeurs des indicateurs de raffinement sont très petites.
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Problème inverse d’identification de la transmissivité hydraulique
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FIGURE 4.4: Paramétrisation exacte.

Nous définissons l’erreur relative sur les valeurs estimées de la transmissivité εT par :

εT =

(∑
i

((T i
ex −T i

id)
2)

1
2

(∑
i

(T i
ex)

2)
1
2

. (4.3)

4.1.4 Résultats numériques

Dans cette partie nous allons identifier simultanément la transmissivité hydraulique et
les zones géologiques dans un milieux poreux où l’écoulement souterrain est gouverné
par l’équation (1.29). Nous avons appliqué l’algorithme 6 à deux exemples, le premièr est
synthétique, le deuxième correspond à une version simplifiée d’un cas réel.

4.1.4.1 Exemple 1

L’exemple numérique que nous présentons ci-dessous porte sur une situation simple
qui nous permet de tester la technique de raffinement adaptatif que nous avons présenté
au paragraphe précédent.

Nous présentons dans la figure 4.4 la paramétrisation exacte que nous cherchons à
identifier.

Nous initialisons l’optimisation en supposant la transmissivité constante dans tout le
domaine et nous commençons par minimiser la fonction objectif avec cette paramétrisa-
tion.

Les paramétrisations données par l’algorithme 6 au cours des itérations sont représen-
tées sur la figure 4.5. La variation de la fonction objectif est reportée sur la figure 4.6 et les
différentes valeurs que prend la transmissivité hydraulique sont données au tableau 4.1.
L’algorithme est arrêté avec la condition que la valeur de la fonction objectif est proche
de zéro.

89

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI078/these.pdf 
© [W. Mansouri], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



4. Identification de paramétrisation et de positions de puits
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(c) Itération 3

0 0.5 1 1.5 2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

 

3

4

5

6

7

8

9

x 10
-3

(d) Itération 4
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(e) Itération 5
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(f) Itération 6

FIGURE 4.5: Exemple 1 : paramètres calculés au cours des itérations.
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Problème inverse d’identification de la transmissivité hydraulique

1 2 3 4 5 6
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

nb iteration

va
ria

tio
n 

de
 la

 fo
nc

tio
n

FIGURE 4.6: Variation de la fonction objectif au cours des itérations.

Itération

T m2/s

T1 T2 T3 T4 T5 T6

1 4.6 10−3

2 1.8 10−2 7.1 10−3

3 7.9 10−3 2.5 10−3 1.2 10−3

4 7.3 10−3 2.1 10−3 8.7 10−3 9.4 10−3

5 7.1 10−3 2 10−3 1 10−2 8.7 10−3 1.03 10−2

6 6.95 10−3 2.1 10−3 1 10−2 7 10−3 1.1 10−2 7 10−3

Tex 7 10−3 2 10−3 1 10−2 7 10−3 1 10−2 7 10−3

εT 0.0640

TABLE 4.1: Exemple 1 : les valeurs de la transmissivité hydraulique pour chaque itéra-
tion.

Nous remarquons que nous avons pu retrouver la paramétrisation exacte à trois zones
à la sixième itération de l’algorithme 6.

4.1.4.2 Exemple 2 : aquifère de "Rocky Mountain"

Nous considérons l’exemple de l’aquifère de "Rocky Mountain" qui nous avons
présenté dans le chapitre précédent. La position de la transmissivité hydraulique est
donnée à la figure 4.7 avec une transmissivité T = 2.5 10−4 m2/s dans le domaine
extérieur et deux inclusions de transmissivité T = 2.5 10−7 m2/s.
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4. Identification de paramétrisation et de positions de puits

FIGURE 4.7: Modèle de "Rocky Mountain" avec ses zones géologiques.
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(a) La paramétrisation exacte (b) Variation de la charge hydraulique

FIGURE 4.8: La paramétrisation exacte et variation de la charge hydraulique.

Les observations considérées sont des mesures de la charge hydraulique, prises dans
une maille sur deux du maillage de calcul. On trace dans la figure 4.8 la distribution de la
charge hydraulique et la paramétrisation exacte de la transmissivité.

La figure 4.9 représente l’évolution de la paramétrisation au cours de quelques itéra-
tions de l’algorithme. Nous avons choisi de représenter les itérations où nous remarquons
des changements remarquables dans la paramétrisation retenue à la fin de l’itération.

Nous remarquons qu’après la quatrième itération, nous avons trouvé une zone qui
contient les deux inclusions recherchées. A la huitième itération, nous voyons l’apparition
d’une zone correspondant à l’endroit où se trouve le puits d’injection. En effet autour de
ce puits la charge hydraulique varient de façon importante.

Dans la figure 4.9(e) (itération 12) nous remarquons l’apparition d’une partie de la
deuxième inclusion recherchée. À la quinzième itération, on identifie 15 zones avec leurs
valeurs de la transsmissivité hydraulique. Parmi ces zones les deux inclusions cherchées.
Après l’optimisation des valeurs de la transmissivité nous retrouvons la bonne paramétri-
sation.

Dans la figure 4.10 nous traçons la variation de la fonction objectif qui décroit au
cours des itérations.
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Problème inverse d’identification de la transmissivité hydraulique
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FIGURE 4.9: Paramètres calculés au cours des itérations.
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4. Identification de paramétrisation et de positions de puits
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FIGURE 4.10: Exemple de "Rocky Mountain" : variation de la fonction objectif au cours
des itérations.

Ainsi, l’analyse des résultats indiqués dans le tableau (4.2), montre que les valeurs de
la transmissivité T convergent vers les valeurs exactes.

Nous avons validé la méthode de paramétrisation adaptative sur une situation déduite
d’un cas réel. Dans la section suivante, on va coupler la technique de paramétrisation
adaptative et la méthode du gradient topologique, pour identifier simultanément les po-
sitions des puits ainsi que les zones géologiques et les transmissivités hydrauliques dans
chaque zone.
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P
roblèm

e
inverse

d’identifi
cation

de
la

transm
issivité

hydraulique

Iter
T m2/s

T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9 T10 T11 T12 T13 T14 T15

1 9 10−3

2 5 10−3 7.9 10−3

3 3.7 10−3 0.6 10−3 7.9 10−3

4 2.9 10−3 3.6 10−3 7.1 10−3 5.2 10−3

5 1.5 10−3 0.95 10−3 5 10−3 3.7 10−3 6.5 10−3

6 0.9 10−3 7.3 10−3 2.5 10−3 2.8 10−3 4.2 10−3 5.5 10−3

7 0.28 10−3 0.16 10−3 1.1 10−3 0.8 10−3 2 10−3 2.9 10−3 3.9 10−3

8 0.27 10−3 0.2 10−3 0.9 10−3 0.75 10−3 0.11 10−5 0.5 10−3 2.3 10−3 1.8 10−3

9 0.28 10−3 0.22 10−3 0.18 10−3 0.6 10−3 0.9 10−3 1 10−4 1.3 10−3 0.95 10−3 0.55 10−3

10 0.26 10−3 0.23 10−3 0.2 10−3 0.4 10−3 0.7 10−3 0.8 10−4 0.9 10−310 0.65 10−3 0.35 10−3 1 10−3

11 0.25 10−3 0.23 10−3 0.25 101 0.28 10−3 0.31 10−3 0.5 10−5 0.6 10−3 0.35 10−3 0.25 10−3 0.7 10−3 0.9 10−3

12 0.25 10−3 0.23 10−3 0.25 10−3 0.28 101 0.27 101 0.3 10−5 0.3 10−3 0.26 10−3 0.25 10−3 0.4 10−3 0.5 10−3 3 10−4

13 0.25 10−3 0.23 10−3 0.25 10−3 .28 10−3 0.27 10−3 3 10−7 0.3 10−313 0.26 10−3 0.25 10−3 0.21 10−3 0.36 10−3 3 10−1 1 10−5

14 0.25 10−3 0.23 10−3 0.25 10−3 0.28 10−3 0.27 10−3 9 10−4 0.29 10−314 0.26 10−3 0.25 10−3 0.22 10−3 0.31 10−3 0.1 10−3 5 10−7 3.6 10−7

15 0.25 10−3 0.245 10−3 0.25 10−3 0.25 10−3 0.25 10−3 0.25 10−3 0.248 10−3 0.25 10−3 0.22 10−3 0.25 10−3 0.26 10−3 0.25 10−3 2.1 10−7 2.5 10−7 0.25 10−3

Tex 0.25 10−3 0.25 10−3 0.25 10−3 0.25 10−3 0.25 10−3 0.25 10−3 0.25 10−3 0.252 10−3 0.25 10−3 0.252 10−3 0.25 10−3 0.25 10−3 2.5 10−7 2.55 10−7 0.25 10−3

εT 0.0710

TABLE 4.2: Exemple de "Rocky Mountain" : les valeurs de la transmissivité hydrauliques pour chaque itération.
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4. Identification de paramétrisation et de positions de puits

4.2 Estimation de paramètre et localisation de puits

L’objectif de cette section, est de résoudre le problème inverse d’identification des
positions des puits et d’estimer la transmissivité hydraulique en se basant sur le modèle
gouverné par l’équation (2.3) où le puits est modélisé par un trou sur le bord duquel nous
imposons une condition de type Neumann.

Nous supposons dans cette section que le nombre de puits est connu, nous identi-
fions seulement leurs positions. La méthode présentée ici est basée sur le couplage de la
méthode de sensibilité topologique avec la méthode de paramétrisation adaptative pour
développer un algorithme qui nous permet de résoudre le problème inverse considéré.

Nous considérons la fonction objectif J1
ε définie par l’équation (2.20). Pour simplifier

la présentation de la technique de fonctionnement du couplage de la méthode des indica-
teurs de raffinement et de la méthode du gradient topologique, considérons le cas où nous
identifions deux zones géologiques et localisons la position d’un seul puits.

FIGURE 4.11: Paramétrisation P1.

Nous initialisons la procédure d’identification avec un domaine sain dont la partition
est à une seule zone Z1 (voir la figure 4.11), la transmissivité hydraulique est constante
dans tout le domaine. Nous avons alors une seule valeur de la transmissivité hydraulique
T1 à estimer. Ceci est fait par la minimisation de la fonction objectif par rapport à la
variable T1.

Notons T ∗
1 et J1,∗ les valeurs optimales respectivement de T et de la fonction objectif.

Puis à la première itération, nous calculons le gradient topologique par son expression
donnée en utilisant l’algorithme 1 (section 2.1) par :

δJ(x) =−2πT ∗
1 ∇u0(x)∇v0(x) (4.4)

Avec u0 et v0 les solutions respectives du problème direct (2.2) et du problème adjoint
(2.15) dans le domaine sain.
La position identifiée du puits est notée P∗

1. Nous insèrons un puits O, de rayon ε, à cette
position. À la deuxième étape, le raffinement consiste à construire une paramétrisation
formée de deux zones Z2,1 et Z2,2 (figure 4.12) en utilisant l’algorithme de paramétrisation
adaptative 6. L’ajout de l’interface D∗ au domaine divise Z1 en deux sous zones ayant des
valeurs différentes de paramètres. Le choix de cette interface est guidé par les indicateurs
de raffinement. Les valeurs du paramètre seront T 1

2 et T 2
2 respectivement dans les deux
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Estimation de paramètre et localisation de puits

FIGURE 4.12: Les deux zones géologiques et la position du puits.

zones Z2,1 et Z2,2. Nous optimisons la fonction objectif considérant la paramétrisation à
deux zones.

Notons T ∗
2 = (T

1,∗
2 ,T

2,∗
2 ) et J

2,∗
ε les valeurs optimales respectives des paramètres et de

la fonction objectif. À la deuxième itération, on ignore la première position du puits. On
calcule le gradient topologique et on retient une nouvelle position. On passe ensuite à la
deuxième étape qui consiste à raffiner la zonation.

Algorithme 7 : Paramétrisation et localisation de puits.

Données : Connaître des observations à l’intérieur du domaine et le nombre de
puits.

Résultat : Déterminer les zones géologiques, les valeurs de la transmissivité pour
chaque zone et déterminer les positions des puits.

1 Initialisation :
– Choix d’une paramétrisation initiale.
– Optimisation de la fonction objectif avec la paramétrisation initiale.
Itération :

1. Déterminer les positions des puits en utilisant le gradient topologique dans chaque
zone en utilisant les valeurs de la transmissivité calculées.

2. Utilisant l’algorithme de la paramétrisation :
a) Choisir une paramétrisation par le calcul des indicateurs de raffinement pour

déterminer les zones géologiques .
b) Calculer les valeurs de la transmissivité hydraulique.

3. Mettre à jour le domaine en considérant la nouvelle paramétrisation et les
nouvelles positions de puits.

Les critères d’arrêt de l’algorithme sont :

– Après un nombre donné d’itérations, la fonction objectif ne diminue plus ou dimi-
nue très faiblement.

– La valeur de la fonction objectif est proche de zéro.
– Les valeurs des indicateurs de raffinement sont très petites.
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4. Identification de paramétrisation et de positions de puits

4.2.1 Résultats numériques

Comme Application de l’algorithme 7, nous allons étudier deux exemples :
– Exemple 1 : Cas synthétiques : identification d’une paramétrisation à trois zones et

localisation d’un seul puits.
– Exemple 2 : Étudier l’exemple de l’aquifère de "Rocky Mountain" : identifier la

paramétrisation et les positions des puits.

4.2.1.1 Exemple 1

Nous appliquons l’algorithme 7 sur un exemple simple où nous allons identifier trois
zones et déterminer la position d’un seul puits. La paramétrisation exacte et la variation
de la charge hydraulique sont présentés dans la figure 4.13.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

3

4

5

6

7

8

9

x 10
−3

(a) La paramétrisation exacte (b) Variation de la charge hydraulique exacte

FIGURE 4.13: La paramétrisation exacte variation et de la charge hydraulique avec la
présence d’un seul puits.

On initialise la procédure d’identification avec un domaine sain dont la partition est
à une seule zone géologique et la transmissivité hydraulique est constante dans tout le
domaine. Nous avons alors une seule valeur de la transmissivité hydraulique à estimer.
Ceci est fait par la minimisation de la fonction objectif par rapport à cette variable.

Puis à la première itération, nous calculons le gradient topologique (étape 1 de l’algo-
rithme 7) et nous déduisons une première position du puits.

Dans la deuxième étape, on part d’une seule zone où on insère un puits identifié dans
l’étape précédente. On applique l’algorithme 6 pour choisir l’interface qui divise le do-
maine en deux zones et on minimise la fonction objectif. Cette interface est guidé par les
indicateur de raffinement. Dans cette étape, nous remarquons l’apparition d’une inclusion
où la valeur du gradient topologique est négative. À la fin de cette étape nous obtenons
une nouvelle paramétrisation qui contient deux zones avec la présence d’un puits (voir la
figure 4.14 itération 1).

À la deuxième itération, on part d’un domaine avec deux zones en ignorant la posi-
tion du puits identifié dans l’itération 1. On utilise le gradient topologique pour localiser
les nouvelles positions. Ensuite, on applique l’étape deux de l’algorithme 7. À la fin de
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Estimation de paramètre et localisation de puits

Itération

T m2/s

T1 T2 T3 T4 T5

1 0.077 0.0034
2 0.0072 0.0021 0.008
3 0.0071 0.0021 0.0087 0.0063
4 0.007 0.002 0.099 0.0099 0.0097

Tex 0.007 0.002 0.01 0.01 0.01
εT 0.0191

TABLE 4.3: Les valeurs de la transmissivité hydraulique pour chaque itération.

cette itération nous obtenons un domaine avec trois zones et une seule position du puits
identifiée (voir la figure 4.14 itération 2).

On continue l’algorithme jusqu’à ce que la fonction objectif tend vers zéro (figure
4.15). Nous voyons que la valeur négative du gradient topologique s’approche de la posi-
tion exacte. À l’itération 4, nous identifions les trois zones géologiques et la position du
puits ainsi que les valeurs de la transmissivitès hydrauliques pour chaque zone (tableaux
4.3 et 4.4).

Les résultats obtenus montrent l’efficacité de l’algorithme 7. En effet les résultats du
tableau 4.3 nous montrent que les valeurs de la transmaissivité hydraulique converge vers
les valeurs exactes. Le tableau 4.4 montre que l’erreur sur l’identification du puits décroit
au cours des itérations jusqu’à atteindre 1%.

Pid (km) (1.1,0.28) (1.1,0.28) (0.59,0.28) (0.47,0.26) (0.36,0.45)

εp [%] 99.102 99.102 14.55 5.78 1.08

TABLE 4.4: Les positions calculées au cours des itérations et les erreurs sur ces positions
pour un puits situé en z = (0.35 km,0.45 km).
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FIGURE 4.14: Exemple 1 : Valeurs identifiées du paramètre (à gauche) et variation du
gradient topologique (à droite) au cours des itérations.

100

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI078/these.pdf 
© [W. Mansouri], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



Estimation de paramètre et localisation de puits

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

nb iteration

va
ria

tio
n 

de
 la

 fo
nc

tio
n

FIGURE 4.15: Variation de la fonction objectif au cours des itérations.

4.2.1.2 Exemples l’aquifère de "Rocky Mountain"

Le deuxième cas que nous allons présenter est celui de l’aquifère de "Rocky Moun-
tain" présenté dans la section précédente. Il s’agit d’identifier les deux inclusions et les
valeurs de la transmissivité et les positions des puits.
Dans cet exemple nous allons aussi étudier l’influence du nombres des observations sur
le processus d’identification (voir la figure 4.16).

Mesures complètes                          Mesures en un  nœuds sur deux                  Mesures en un  nœuds sur quatre

FIGURE 4.16: Les positions des nœuds de mesure sur la grille de calcul.

1) Mesures complètes : On commence avec un domaine sain dont la partition est à
une seule zone géologique et la transmissivité hydraulique est constante dans tout
le domaine. On minimise la fonction objectif par rapport à cette variable.

Au cour de la première itération nous identifions deux puits et deux zones géolo-
giques (voir la figure 4.17 itération 1). On commence la deuxième itération avec
deux zones géologiques en ignorant les puits identifiés.

À la troisième itération, on débute avec trois zones et les puits identifiés dans l’ité-
ration 2. À la fin de cette itération, on identifie quatre zones et les positions des puits
qui sont liés aux valeurs les plus négatives du gradient topologique (voir le figure
4.17 itération 3).
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FIGURE 4.17: Mesure complètes : les zones et les puits identifiés aux itération 1, 3 et 6.

On continue le processus du couplage. Nous remarquons que les coupes introduites
à l’itération 9 sont localisées autour les deux bords de la première inclusion
recherchée. Les zones identifiées (10 zones) au cours de cette itération, sont
retenues pour étudier l’itération 10 (figure 4.19) en ignorant les positions des puits
identifiés dans cette itération.

Dans le cas de mesures complètes, on termine le processus de l’identification à l’ité-
ration 16 (figure 4.18) où on a identifié la paramétrisation exacte de la transmissivité
hydraulique et la fonction objectif tend vers zéro (figure 4.19). La distribution du
gradient topologique montre qu’on a quatre inclusions où ses valeurs sont les plus
négatives (figure 4.18).

Au cours des itérations, les positions des puits sont liées aux valeurs les plus néga-
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FIGURE 4.18: Mesures complètes : les zones et les puits identifiés aux itération 9, 12 et
16.
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FIGURE 4.19: Variation de la fonction objectif au cours des itérations.

tives du gradient topologique. On trace dans la figure 4.18 et plus précisément au
niveau de l’itération 16 les positions exactes et calculés qui sont très proches. Dans
la figure 4.19, nous traçons la variation de la fonction objectif qui diminue au cours
des itérations.

Puits P1 P2 P3 P4

Pex (m) (900,1200) (2100,1200) (3300,1200) (2700,4200)
Pid (m) (923,1259) (2198,1229) (3343,1221) (2789,4220)
εP (%) 4.07 4.11 1.35 1.3

TABLE 4.5: Mesures complètes : les positions des puits et les erreurs sur ces positions.

Les analyses des résultats du tableau 4.5 montrent que nous avons identifié les po-
sitions des puits. Les erreurs sur les positions sont inférieures à 5 %.

Donc, on peut conclure que l’algorithme 7 a convergé. Il nous donne de bons résul-
tats, nous arrivons à localiser les inclusions et à déterminer les positions des puits.

2) Mesure en un nœud sur deux : Nous avons vu dans le deuxième chapitre que
pour identifier les positions des puits en utilisant des observations à l’intérieur, sans
utiliser la technique d’interpolation, l’erreur est grande, d’où le recours à la tech-
nique d’interpolation des mesures. Dans ce test nous considérons que nous dispo-
sons d’une mesure en un nœud sur deux du maillage de calcul et nous interpolons
ces données.

D’après la figure 4.20, nous remarquons que nous trouvons les mêmes résultats nu-
mériques que lorsqu’on a des mesures complètes. Dans le tableau 4.6, nous donnons
les positions des puits estimées. Les erreurs relatives sur ces positions sont faibles
et sont inférieures à 5%.
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FIGURE 4.20: Mesures en un nœud sur deux : les zones et les puits identifiés aux itération
9, 12 et 16.
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4. Identification de paramétrisation et de positions de puits

Puits P1 P2 P3 P4

Pex (m) (900,1200) (2100,1200) (3300,1200) (2700,4200)
Pid (m) (923,1259) (2198,1229) (3343,1221) (2789,4220)
εP (%) 4.07 4.11 1.35 1.3

TABLE 4.6: Mesures en un nœuds sur deux : les positions et les erreurs relatives associées.

Nous finissons par l’étude de la diminution du nombre des observations en prenant
une mesure en un nœud sur quatre du maillage de calcul.

3) Mesures en un nœud sur quatre : Dans ce test numérique nous utilisons aussi
la technique d’interpolation des observations pour compléter les données dans les
nœuds où nous ne disposons pas de mesures. On suit les étapes de l’algorithme
7. Nous commençons par un domaine sain avec une partition d’une seule zone
géologique et la transmissivité est constante dans tout le domaine. Puis, on mi-
nimise la fonction objectif par rapport à cette constante. À la première itération,
nous identifions les positions des puits en utilisant le gradient topologique. Après
la localisation des positions des puits, nous utilisons la technique des indicateurs
de raffinement pour choisir l’interface qui divise le domaine en deux zones (voir la
figure 4.21 itération 1).

À l’itération 12 de l’algorithme 7, nous commençons à localiser les zones contenant
les deux inclusions (figure 4.22).

Les résultats de l’algorithme sont présentés dans les deux figures 4.21 et 4.22
où nous présentons les paramétrisations et les positions des puits obtenues pour
quelques itérations de l’algorithme 7.

Dans la figure 4.22, on remarque qu’on n’arrive pas à identifier exactement les
frontières des deux inclusions. Pour les positions de puits, les analyses des résultats
dans le tableau 4.7 donnent que les erreurs sur l’identification sont acceptables et
restent inférieures à 8 %.

On peut conclure que malgré la réduction du nombre de mesures à l’intérieur du
domaine, nous arrivons à localiser deux zones qui entourent les deux inclusions et
nous arrivons à localiser les quatre puits.

Dans la figure 4.23 nous présentons la variation de la fonction objectif. Au cours
des dernières itérations, cette fonction varie faiblement, c’est le critère d’arrêt pour
l’algorithme 7.
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FIGURE 4.21: Mesures en un nœud sur quatre : les zones et les puits identifiés aux itéra-
tion 2, 6 et 8.
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FIGURE 4.22: Mesures en un nœud sur quatre : les zones et les puits identifiés aux itéra-
tion 12, 16 et 20.
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FIGURE 4.23: Mesures en un nœud sur quatre : variation de la fonction objectif au cours
des itérations.

Puits P1 P2 P3 P4

Pexact(m) (900,1200) (2100,1200) (3300,1200) (2700,4200)
Pid (m) (800,1180) (2100,1199) (3000,1190) (2650,4290)
εP (%) 4.95 0.02 8.08 0.99

TABLE 4.7: Mesures en un nœud sur quatre : les positions et les erreurs relatives dans le
cas de l’aquifère de de "Rocky Mountain".

4.2.2 Conclusion

On peut conclure que le couplage de la méthode du gradient topologique avec la tech-
nique de la paramétrisation adaptative nous permet à la fois d’identifier les zones géolo-
giques, de déterminer les valeurs de la transmissivité hydraulique dans chaque zone et de
localiser les positions des puits.

Nous avons combiné les deux algorithmes de la méthode du gradient topologique et
de la paramétrisation adaptative pour résoudre ce problème inverse complexe en nous
appuyant sur l’algorithme de paramétrisation adaptative guidé par les indicateurs de raf-
finements et sur l’algorithme du gradient topologique. Cet algorithme de résolution a été
appliqué sur la nappe de "Rocky Mountain". Les tests numériques effectués, montrent
l’efficacité de la méthode même lorsqu’on a réduit le nombre d’observations à l’intérieur
du domaine.
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Conclusion

Les travaux menés au cours de cette thèse ont pour but de proposer des méthodes de
résolution du problème inverse d’identification du nombre, des positions et des débits de
puits d’injection ou de pompage ainsi que des transmissivités hydrauliques des zones géo-
logiques constituants le domaine et ce dans le cas de l’équation d’écoulement en régime
stationnaire.

Dans la première partie, nous avons utiliser la méthode du gradient topologique pour
identifier les positions des puits. Cette méthode, qui dépend de la représentation géomé-
trique du puits dans le domaine, consiste à calculer le développement asymptotique d’une
fonction objectif lorsque la géométrie du domaine est perturbée. L’expression du gradient
topologique ne dépend que de la variable d’état et de celle de l’état adjoint associé, défi-
nies dans le domaine sain.

Le calcul de la sensibilité topologique nous a permis de mettre en œuvre un algorithme
simple et rapide qui localise les positions des puits dans les régions des minimaux locaux
négatifs de cette sensibilité.

Les résultats trouvés prouvent qu’on peut localiser plusieurs puits en une seule itéra-
tion en utilisant des données surabondantes sur une partie de la frontière parfois complé-
tées par des mesures à l’intérieur du domaine.

Il est souvent difficile d’accéder aux conditions aux limites sur toutes la frontière du
domaine. Comme c’est le cas, par exemple, pour les nappes côtières s’étendant sous le
fond marin et où la limite de l’aquifère côté mer est inaccessible. Nous auront alors des
données manquantes sur une partie du bord du domaine. Donc, nous sommes en pré-
sence d’un problème inverse d’identification de conditions aux limite en plus de celui des
sources. Ce problème est traité dans le troisième chapitre en ayant recours à la minimi-
sation d’une fonctionnelle d’erreur qui représente l’écart énrergétique entre deux champs
distincts solutions de problèmes mixtes bien posés.

Par ailleurs, dans la plupart des cas d’étude en l’hydrogéologie, la connaissance quan-
titative des propriétés de l’aquifère telle que la transmissivité hydraulique, est le problème
majeur lors de l’élaboration d’un modèle. Dans ce travail, nous avons utilisé la méthode
de la paramétrisation pour identifier les zones hydrauliques et leurs valeurs. La méthode
de paramétrisation permet de réduire le nombre des paramètres à estimer en décomposant
le domaine en différentes zones caractérisées chacune par des paramètres constants. La
recherche de la géométrie des zones se fait en utilisant l’algorithme des indicateurs de raf-
finement. Le calcul des indicateurs de raffinement nécessite la connaissance du gradient
de la fonction objective par élément de calcul (par maille).
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Conclusion

À la fin de cette thèse, nous avons étudier le problème inverse d’identification des
positions des puits et de la transmissivité hydraulique où le puits est modélisé par un trou
sur le bord duquel nous imposons une condition de type Neumann. Pour cela, nous avons
combiné les deux algorithmes de la méthode du gradient topologique et de la paramétri-
sation adaptative pour résoudre ce problème inverse complexe.

Les tests numériques effectués aussi bien sur des cas simples que des cas proches de la
réalité comme celui de la nappe de "Rocky Mountain", montrent l’efficacité des méthodes
utilisées.
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