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Résumé 
 

Les engrenages roues et vis sans fin sont une solution avantageuse pour transmettre le 
couple entre des axes perpendiculaires non concourants.  Ces engrenages offrent une solution 
simple et efficace en terme de coût dans les applications de transmission de puissance, où un 
grand rapport de réduction est nécessaire, en comparaison avec les engrenages classiques à axes 
parallèles qui nécessitent normalement deux ou trois étapes pour obtenir les mêmes réductions 
avec une augmentation conséquente de complexité et du nombre de pièces. 
 
  L’usure de surface est un des modes de défaillance observés dans la vie des engrenages 
roues et vis sans fin qui influe sur la portée de contact, les caractéristiques de transmission et le 
bruit résultant. 
 
  La première étape de ces travaux est la mise au point d’un modèle numérique pour 
étudier le comportement quasi statique des engrenages roues et vis sans fin avec une roue en 
bronze et une vis en acier. Le modèle est basé sur la résolution des équations de compatibilité 
des déplacements ainsi que sur la méthode des coefficients d’influence. Les effets globaux de 
flexion et les effets locaux de contact ont été séparés. Les effets de contact ont été obtenus par 
la théorie de Boussinesq. Les coefficients de flexion sont estimés par la combinaison d’un calcul 
Éléments Finis et des fonctions d’interpolation, permettant d’une part de prendre en compte 
l’environnement de l'engrenage (la géométrie des arbres, des jantes et des voiles, l’emplacement 
des roulements,...) et d’autre part de réduire significativement les temps de calculs. 
 

Dans une seconde étape, une méthodologie est proposée pour modéliser l’usure de la 
surface de dent de la roue. Le modèle de contact quasi-statique de la répartition des charges est 
combiné avec un modèle d’usure d’Archard. Ce modèle suppose que la profondeur d’usure est 
directement proportionnelle à la pression de contact et à la distance de glissement et 
inversement proportionnelle à la dureté du matériau. Cette loi d’usure est modifiée pour prendre 
en compte l’influence des conditions de lubrification en utilisant un coefficient d’usure local, 
dépendant de l’épaisseur du film lubrifiant, rapportée à l’amplitude des rugosités des surfaces. 
L’enlèvement de matière par l’usure du flanc de la roue influe sur la répartition des pressions 
et donc les modifications de la géométrie des dents doivent être incluses dans la prédiction de 
l’usure. Le calcul des pressions de contact est ainsi mis à jour pour tenir compte des 
changements de géométrie. 
 

Enfin, pour valider le modèle développé des comparaisons du modèle avec des résultats 
expérimentaux issus de la bibliographie ont été effectuées. 
 
Mots-Clés : engrenages, roues et vis sans fin, usure, partage des charges, coefficients 
d’influence.  
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Abstract 
 

Worm gears are one of the technical devices for transmitting torque between spatial 
crossed axes. They provide a simple and cost effective solution in power transmission 
applications, where a high reduction ratio is required. Comparable conventional parallel axis 
gearing would normally require two or three stages to achieve the same reduction, with a 
consequent increase in complexity and number of parts. 
 

Surface wear is one of the failure modes observed in life worm gear sets which affects 
the contact patterns, the other transmission characteristics and the resultant noise. 
 

The first step of this work is the development of a numerical model to provide the quasi-
static behavior of worm gears with bronze wheel and steel worm.      
The model is based on solving the equation of displacement compatibility and the influence 
coefficient method. The global effects of bending and local effects of contact are separated. The 
contact effects are obtained with the theory of Boussinesq. Bending effects are estimated by the 
combination of one standard FEM computation and interpolation functions. These methods 
allow, on the one hand, to take into account the environment of the gear (shaft shape, rim, web, 
bearing location ...) and on the other to reduce significantly the computation time.  
 
  In a second step, a methodology is proposed for predicting the wear of the wheel tooth 
surface. In this process, a quasi-static contact model of the load distribution is combined with 
Archard's wear model. This model assumes that the wear depth is directly proportional to the 
contact pressure and sliding distance and inversely proportional to the hardness of the material. 
The wear law is modified to take into account the influence of the lubrication conditions using 
a local wear coefficient, depending on the lubricant film thickness, relative to the amplitude of 
surface roughness. Removal of material by wear on the wheel flank affects the pressure 
distribution, therefore the changes in teeth must be included in the prediction of wear. The 
calculation of contact pressures must also be updated to take into account the modification of 
the gear flank geometry. 
 

The last step concerns the validation of the numerical. Comparisons have been carried 
out between the model results and experimental ones issued from the bibliography. 

 
 
 
 
 
 
 

Key words: worm gears, wear, load sharing, influence coefficients. 
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Notations 

 

ip Pression au point i 
a n g
ie i  Écart initial au point i entre les surfaces des dents de la roue et des 

filets ����� Écart final au point i entre les surfaces des dents de la roue et des 
filets de la vis sous charge 

1
a n g
iU  Déplacement angulaire de la vis au point i autour de l’axe de la roue 

2
a n g

iU  Déplacement angulaire de la roue au point i autour de l’axe de la roue ���� Rapprochement global des surfaces en contact 
Cmoteur Le couple sur la vis 

in
r

 Direction de pression ��� Coefficient d'influence ���	  Coefficient d’influence de surface ���
� Coefficient d'influence de flexion de la vis ����� Coefficient d'influence de flexion de la roue � Erreur de transmission sous charge   ��, �� Nombres de filets de la vis et de dents de la roue respectivement ����é����, ����  Raideur d’engrènement linéaire et angulaire respectivement �(���) Pression de contact au point ��� �(���) Distance de glissement au point ��� �� ���! Vitesse de glissement au point ��� �2 ���! Vitesse de point ��� de la roue #(���) Demi-largeur de contact au point ��� ℎ(���) Profondeur d’usure au point  ��� %�� Coefficient d’usure local au point ��� ℎ&�� Épaisseur minimale de film lubrifiant '( Rugosité composite des surfaces )*+, Épaisseur minimale de film lubrifiant sans dimension ∅. Facteur de réduction thermique / Viscosité dynamique du lubrifiant 0 Coefficient de thermo-viscosité du lubrifiant �� Conductivité thermique du lubrifiant 
T Température de fonctionnement 12 Module d’Young équivalent 3ℎ(���) Profondeur d’usure au point  ���	 dans un cycle ∆ℎ6 ���! Profondeur d’usure au point  ���	 dans une étape d’usure 	�6 Nombre de cycles dans une étape d’usure 76 ���! Écart initial au point ��� 	après 	% − 1	 étapes d’usure ℎ ���! Profondeur d’usure totale cumulée �6�:��� Nombre de cycles total prédéfini pour calculer la profondeur d’usure ; Nombre de positions cinématiques 
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Définition des repères 
 
 

 
 
 
 

Figure 0.1 : Présentation des axes de fonctionnement 
 
(x1, y1, z1) : repère fixe lié à la vis. L’axe  x1 est confondu avec l’axe de la vis. L’axe  y1 est 
orienté en direction du centre de la roue et l’axe  z1 complète le repère direct. 
 
(x2, y2, z2) : repère fixe lié à la roue. L’axe z2  est confondu avec l’axe de la roue. Les axes y2 de 
la roue, et y1 , de la vis, sont parallèles et orientés selon la même direction. Le plan (x2, y2) est 
confondu avec le plan médian de la roue. 
 
a :    entraxe de fonctionnement. 
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Introduction générale 
 
Les engrenages roues et vis sans fin sont largement utilisés dans les industries pour de 
nombreuses applications. Ils sont choisis pour leur précision dans les machines-outils, les 
plateaux rotatifs et la robotique. La faible maintenance et l’endurance deviennent un avantage 
pour l'installation dans les centrifugeuses et les ascenseurs, tandis que leur nature compacte 
avec un grand rapport de réduction et leur capacité de charge relativement élevée les rend utiles 
pour les turbines à vapeur.  Toutefois, cet engrenage présente un glissement élevé, qui impose 
d’utiliser deux matériaux différents pour éviter le grippage. En général, la vis est en acier, alors 
que la roue est taillée dans un matériau plus tendre, un bronze ou un nylon. La fonte a été 
également essayée comme matériau pour la roue, mais elle est généralement moins résistante 
au grippage que le bronze. 
 
Il existe un certain nombre de modes de défaillance qui influent sur la performance et la durée 
de vie des engrenages à vis et qui peuvent créer un comportement indésirable. Parmi eux, 
l'usure de la surface du flanc de la roue est le phénomène le plus courant dans le cas acier/bronze. 
La vis est également soumise à l’usure, mais beaucoup plus lentement que la roue. 
L’usure est caractérisée par une perte de matière sur le profil et donc sur l'épaisseur de la dent. 
Cette usure change significativement la portée de contact et la répartition des charges, ainsi que 
les caractéristiques de vibration et de bruit du système.  
 

 
Figure 0.2 : Engrenage à vis sans fin avec une roue en bronze [1] 

 
Toute tentative visant à améliorer la durée de vie des réducteurs à vis sans fin nécessite une 
meilleure compréhension de son comportement. 
Il est donc utile de prévoir les caractéristiques de transmission des engrenages à vis sans fin 
(erreurs de transmission, portée de contact, le partage des charges, usure...) dans la phase de 
conception, afin de réduire les coûts de fabrication. 
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Les objectifs principaux de cette thèse sont : 

 
1. Tout d’abord, mettre au point une simulation quasi-statique du partage des charges, afin de 

fournir les informations nécessaires à la conception des engrenages. Ce modèle est une 
adaptation d’un modèle déjà existant au Laboratoire LaMCoS pour étudier le comportement 
des engrenages roues et vis sans fin avec une roue en nylon. L’approche consiste à résoudre 
les équations de compatibilité des déplacements avec la méthode des coefficients 
d’influence, qui permet de prendre en compte, de manière séparée, les effets de volume et 
de surface. Le processus de calcul est divisé en trois étapes : 

o Calcul de la géométrie initiale issue des conditions de fabrication. À partir de cette 
définition, un modèle CAO de la géométrie de l’engrenage est produit automatiquement, 

o Étude de la cinématique à vide, qui correspond au fonctionnement de l’engrenage sans 
appliquer aucune charge. Elle permet de définir les écarts à vide entre les flancs de roue 
et de vis et les zones potentielles de contact, 

o Étude du comportement sous charge afin d’obtenir le partage des charges entre les 
différentes dents simultanément en contact. 
 

Cette démarche a l’avantage d’être efficace et rapide en temps de calcul. Elle a déjà été utilisée 
et validée pour différents types d’engrenages : cylindriques hélicoïdaux extérieurs et intérieurs, 
pignon-crémaillère, engrenages faces et spiro-coniques. Récemment cette méthode a été 
adaptée aux engrenages en polymère. Elle a été adaptée dans un premier temps pour un 
engrenage roue vis sans fin avec la roue en nylon et la vis en acier ainsi que pour des engrenages 
cylindriques en Polyamide 6-6 et PA6 renforcé fibres de verre. 
 
2. La deuxième étape est d’intégrer l’usure de la roue dans le modèle quasi-statique. 

 
Le mémoire de thèse est divisé en 4 chapitres : 
 
Le premier chapitre synthétise l’état de l’art dans le domaine. Dans un premier temps, des 
généralités sur le couple roue et vis sans fin sont présentées ainsi que les différents profils de 
vis et de roue.  
Ensuite, une synthèse des travaux concernant le comportement sous charge des engrenages est 
présentée, les modélisations du comportement élastique et du contact entre les dents sont 
détaillées. Une synthèse bibliographique relative à l’usure dans les engrenages : généralités sur 
l’usure, différents modes d’usure et de défaillance dans les engrenages roues et vis sans fin, 
principaux modèles utilisés dans la littérature. Une partie de la bibliographie est consacrée à la 
fatigue de contact par pitting : courbe de Wöhler, différents critères de fatigue et l’étude du 
pitting dans les engrenages à vis sans fin. 
Enfin, différents travaux expérimentaux permettant de valider les démarches numériques ou 
pour aider à la conception sont décrits. 
 
Le deuxième chapitre concerne la modélisation du comportement sous charge. Il porte 
essentiellement sur la modification de la troisième étape du processus de calcul développé par 
le LaMCoS pour les engrenages roues et vis dans le cas d’une roue en nylon et où la vis était 
considérée comme rigide et indéformable. Dans cette thèse, les deux premières étapes de ce 
processus ne sont pas détaillées, car la nature du matériau ne nécessite pas de modification de 
la méthode. Tout ce qui concerne la viscosité de la roue a été supprimé. Avec un contact 
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acier/bronze, les déformations de contact et de flexion de la vis ne sont plus négligeables, mais 
elles ont été intégrées dans la résolution du partage des charges.  
Comme il a été dit précédemment, le modèle quasi-statique est basé sur la résolution des 
équations de comptabilité de déplacement et la méthode des coefficients d’influence. Les 
coefficients d’influence de contact sont calculés par la théorie de Boussinesq, alors que les 
coefficients d’influence de flexion sont estimés par un modèle mixte basé sur un seul calcul EF 
et des fonctions d’interpolations permettant de calculer rapidement les flexions de denture dans 
leur environnement. Afin de valider les fonctions de forme, des comparaisons ont été réalisées 
entre les déplacements de différents points sur une dent par un calcul Éléments Finis et les 
déplacements de ces mêmes points obtenus avec les fonctions. Le modèle permet d'obtenir le 
partage des charges entre toutes les dents simultanément en contact, les pressions de contact, 
l'erreur de transmission, etc.  
 
Dans le troisième chapitre est abordé le modèle d’usure développé. Il s’agit de combiner une 
loi d’usure de type Archard, incluant l’influence du film lubrifiant, avec un modèle de contact 
de partage des charges dans les conditions quasi-statiques. La perte de matière par l’usure du 
flanc de la roue influe sur la répartition des pressions, donc les modifications de dents dues à 
l’usure doivent être prises en compte dans le modèle. Le calcul des pressions de contact est 
aussi mis à jour pour tenir compte des changements de géométrie. La réactualisation de la 
géométrie n’est pas effectuée après chaque cycle et le concept de l’étape de l'usure est introduit, 
cette étape correspond au temps durant lequel la géométrie de base du flanc de la roue n’est pas 
changée de manière significative. Des exemples de résultats obtenus avec le modèle numérique 
développé sont présentés. La sensibilité de l'usure et les caractéristiques de transmission telles 
que les pressions de contact, l’erreur de transmission et le jeu de battement à la taille de l’étape 
d'usure sont étudiées. Deux approches peuvent être utilisées pour calculer l’usure : la première 
utilisant des étapes d’usure de même taille (durée) et la deuxième approche avec des étapes 
d’usure de différentes tailles, définies par un enlèvement maximum de matière. Cette dernière 
permet de calculer l’usure sur une longue durée, avec moins d’étapes. 
  
Le quatrième chapitre est dédié à la validation du modèle numérique. Des résultats 
expérimentaux issus de la bibliographie sont utilisés pour évaluer l’usure des engrenages roues 
et vis sans fin, en mesurant l’augmentation de jeu de battement avec le temps de fonctionnement. 
Les essais montrent que les deux phénomènes d’usure abrasive et de pitting sont couplés et 
évoluent avec le temps. Les résultats de chaque essai présentent plusieurs phases d’usure et de 
pitting. Les comparaisons des résultats du modèle avec les résultats expérimentaux permettent 
de montrer un bon accord entre le jeu de battement simulé et mesuré, quand les engrenages 
s’usent dès le début de fonctionnement : les courbes se superposent jusqu’à certain moment, 
puis elles se séparent, dû au phénomène de pitting qui survient. Durant cette phase de pitting le 
jeu de battement reste presque constant. Le pitting n’étant pas pris en compte dans le modèle, 
l’usure prévue est donc plus importante et par conséquent le jeu de battement calculé est plus 
élevé que dans les résultats expérimentaux.  
Pour bien recaler les résultats de calculs avec les essais, un processus pour prendre en compte 
l’usure et le pitting est présenté. Le pitting est pris en compte en couplant le calcul des 
répartitions de pressions avec une courbe d’endurance du bronze (Pression-Nombre de cycles).  
 
Enfin, une conclusion rappelle et résume les contributions principales de ce travail, ainsi que 
les développements restant à réaliser et les perspectives. 
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Étude bibliographique 

 

1. Introduction 
 
Ce premier chapitre présente un état de l’art des travaux sur les engrenages roues et vis sans 
fin. 
 
Ce chapitre débutera par des généralités sur les engrenages roues et vis sans fin : présentation 
du couple roue et vis, des différents profils de vis et de roue, de la portée à vide et de la vitesse 
de glissement. 
 
Dans la deuxième partie, l’étude du comportement sous charge de ces engrenages sera 
largement développée. Différentes méthodes existent, allant de formulations analytiques 
complètes aux modèles Éléments Finis, en passant par des modèles mixtes. 
 
Une troisième partie sera axée sur l’usure : présentation des différents modes et lois d’usure, 
puis une liste des modes des défaillances dans les engrenages roues et vis sans fin sera 
présentée. Les différentes méthodes utilisées dans la littérature pour modéliser l’usure des 
dentures et l’étude de son influence sur le comportement de transmissions mécaniques seront 
alors synthétisées. Ces méthodes sont basées sur des méthodes normalisées ou sur des modèles 
d’usure. 
 
Une part de la littérature concernant la fatigue de contact est présentée dans la quatrième partie. 
Tout d’abord, plusieurs aspects généraux seront abordés concernant l’étude de la fatigue : 
courbes de fatigue (Wöhler), critères de fatigue, ensuite une analyse bibliographique détaillée 
portant sur l’étude du phénomène de pitting dans les engrenages à vis sans fin sera présentée.   
 
Enfin, la cinquième et dernière partie de ce chapitre est relative aux travaux expérimentaux. 
Ceux-ci permettent de valider les modèles numériques développés, ou d’étudier l’influence de 
divers paramètres sur l’usure et le pitting de la roue, ou encore des tests d’endurance de cet 
engrenage. 
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2. Généralités des engrenages roues et vis 

 Couple roue et vis sans fin  
 

 
 
 L’engrenage roue et vis se compose d’une roue dentée, fréquemment appelé roue creuse, 
et d’un pignon hélicoïdal, placé tangentiellement à la roue (Figure I.1 ). En raison du faible 
nombre de dents, le pignon hélicoïdal se présente sous la forme d’une vis. 
 
L’engrenage roue et vis est un engrenage gauche et les axes de la roue et de la vis sont, en 
général, perpendiculaires. 
 

 
 

Figure I.1 : Présentation d’un engrenage roue et vis [2] 
 
Par rapport aux engrenages classiques, les engrenages roue et vis se caractérisent par la 
possibilité de transmettre un grand rapport de réduction avec : 
 

- deux pièces mobiles seulement, 
- une faible inertie, 
- un volume restreint. 

Toutefois, l’engrenage roue et vis présente quelques inconvénients : 
- difficulté de fabrication, 
- fortes vitesses de glissement impliquant une usure assez rapide. 
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La difficulté de fabrication réside dans le fait que les deux pièces, la roue et la vis, présentent 
une géométrie propre et les outils et les méthodes de taillage ne sont pas les mêmes. 
 
De plus, les fortes vitesses de glissement imposent d’utiliser des matériaux différents pour la 
vis et pour la roue. Généralement, la vis est en acier, alors que la roue est taillée dans un 
matériau plus tendre, un bronze ou un nylon. 
 
 

 
 
Le profil est la trace des filets de la vis ou de la dent de la roue dans un plan particulier. 
Différents plans sont fréquemment utilisés dans l’étude des engrenages roues et vis et sont 
définis comme suit (Figure I.2) : 

 
 

  Figure I.2 : Définition des différents plans [3] 
 

- Plan radial : plan perpendiculaire à l’axe de la vis, 
- Plan normal ou réel (N) : plan perpendiculaire à l’hélice de référence, 
- Plan axial (X) : plan contenant l’axe de la vis, 
- Plan crémaillère (D) : plan parallèle au plan axial. 

 

 
 
Le mouvement des engrenages roue et vis sans fin peut être représenté comme un roulement 
sans glissement du cylindre primitif de la roue sur le plan primitif lié à la vis [3] [4] [5] (voir 
Figure I.3). 
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Figure I.3 : Présentation des éléments primitifs [3] 

 
La rotation de la vis autour de son axe a pour conséquence un mouvement de translation des 
filets, parallèle à l’axe de la vis. La translation des filets entraîne la rotation de la roue, comme 
une crémaillère engendrerait la rotation d’un pignon. L’engrènement des engrenages roue et 
vis peut alors être étudié comme celui d’un pignon avec une crémaillère [6] (Figure I.4). 
Contrairement aux engrenages classiques, l’engrènement ne peut pas être étudié dans un seul 
plan. En effet, les profils de la vis évoluent en fonction du plan parallèle au plan médian de la 
roue. Donc, les engrenages roues et vis doivent être étudiés comme une transmission pignon 
crémaillère, dont les profils sont évolutifs. 
 

 
 

Figure I.4 : Engrenages roues et vis tangentes [6] 
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 Présentation de la vis 
 
La vis est en réalité un pignon hélicoïdal, dont les éléments de référence sont définis à partir de 
la Figure I.5. 
La forme des flancs de la vis dépend du mode d’usinage (tournage, rectification), de la forme 
et de la position de l’outil par rapport au plan axial de la vis. 

 
Figure I.5 : Définition de la vis [3] 

 

 
 
 Selon le mode d’usinage et la position de l’outil, différentes formes de flancs peuvent être 
obtenues : 

 
 Dans le cas du type A, l’outil à flanc rectiligne est placé dans le plan axial. Le profil de la vis 
est alors linéaire dans ce même plan axial [3] [7] (voir Figure I.6). 
 

 
Figure I.6 : Génération du profil de type A [3] 

 
 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI037/these.pdf 
© [D. Jbily], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



 

30 / 203 

 
Dans le cas du type I, l’outil de tour est placé dans un plan crémaillère différent du plan axial, 
appelé plan de base. Le profil est donc linéaire dans le plan de base [3] [7] (voir Figure I.7). 
 

 
Figure I.7 : Génération du profil de type I [3] 

 

 
Pour le type N, l’outil de tour est placé dans le plan réel, perpendiculaire à l’hélice de référence. 
Le profil est alors rectiligne dans le plan normal [3] [7] (voir Figure I.8). 

 

 
Figure I.8 : Génération du profil de type N [3] 
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Lors de la rectification, le profil de la vis dépend de la meule utilisée. Deux cas très fréquents 
existent [3] [8] [9] [10] [11] : 
 - rectification à la meule plane (voir Figure I.9), 
           - rectification à la meule bi-conique (voir Figure I.10). Le profil ainsi obtenu est appelé 
profil K. 
 
Il est aussi possible de rectifier la vis avec des meules particulières, comme la meule à flanc en 
arc de cercle (profil de type C) [3] [9] [12] [13]. 
 

 

 
 

 

Figure I.9 : Rectification de la vis à la meule 
plane [3] 

 

Figure I.10 : Profil de la meule bi-
conique 

 
Selon le procédé de fabrication de la vis, le profil dans le plan axial diffère. La Figure I.11 
montre une comparaison des différents profils axiaux. 
 

 
Figure I.11 : Comparaison des profils de vis  

 

γ1 

α0n 

Type K évoluant entre N et I 
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Les écarts entre les profils dépendent du module et du nombre de filets. Les écarts augmentent 
lorsque : 

- le module augmente,  
- le nombre de filets augmente.  

 
Pour des vis à un filet et des modules inférieurs à 2, les profils A, I, N et K sont quasiment 
confondus [3]. 
 

 Présentation de la roue 
 
La roue comporte des paramètres très semblables à ceux d’une roue d’engrenage cylindrique 
hélicoïdale classique. Toutefois, la roue hérite de paramètres qui lui sont propres comme le 
rayon de gorge, le diamètre extérieur et l’angle de largeur de denture (Figure I.12). 
 

 
Figure I.12 : Présentation d’une roue creuse  

 
Le profil de la roue est conjugué au profil de la fraise-mère dans les conditions de taillage : 
entraxe, inclinaison et décalage de l’outil. Pour déterminer le profil de la roue, différentes 
méthodes ont été mises en œuvre : méthode des roulettes [3] [7], méthode des vitesses normales 
[4] [5] [7], taillage à l’outil mouche [7]. Ces méthodes ne seront pas détaillées dans cette étude. 
 

 Portée à vide 
 
La portée de denture est un élément très utilisé dans le cas des engrenages roues et vis tangentes, 
elle permet de caractériser la qualité de l’engrenage roue et vis. 
À partir de la portée de denture à vide, Colbourne [4] [5], Janninck [15], Vintila et al. [16] et 
Hiltcher [7] [14] ont proposé des techniques pour optimiser le taillage des engrenages roues et 
vis. 
En général, la portée de denture est obtenue à l’atelier par une méthode appelée « portée au 
bleu » [17] où la vis est recouverte d’un marqueur de couleur qui forme, sur le filet de la vis, 
une pellicule d’épaisseur j. Après un essai d’engrènement à vide, tous les points de la roue qui 
s’approchent de la vis d’un jeu inférieur à j sont marqués. La surface de la roue ainsi colorée 
représente la portée de denture (voir Figure I.13). 
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Figure I.13 : Portée de denture [17] 
 
Pour tracer une portée de denture, il suffit de calculer le jeu de tous les points du flanc de la 
roue et de tracer la surface contenant les points dont le jeu est inférieur au jeu j. 
Soit un point M de la roue. Le jeu j en ce point est la distance minimale durant l’engrènement, 
entre le point M et son correspondant axial sur le flanc de la vis (voir Figure I.14). 
 

( ) ( )( )
2

2min ,j M e M
θ

θ=  

 

 
Figure I.14 : Définition du jeu en un point [7]  

 
Différentes méthodes sont proposées par plusieurs auteurs pour calculer le jeu en un point et 
définir la portée de denture. Janninck [15] utilise la définition du jeu, Colbourne [4] et Vintila 
et al. [16] ont développé des méthodes basées sur les enveloppes alors que Hiltcher [7] [14] et 
Fang et Tsay [10] [18] utilisent les résultats de l’erreur cinématique à vide.  
 

 Vitesse de glissement 
 
La vitesse de glissement est très importante dans les engrenages roues et vis sans fin. Elle est 
induite par (Figure I.15) : 
 

• la translation des filets de la vis et la rotation de la roue, 
• la rotation de la vis. 

O2

ω2

θ2+θ

e(M,θ2)

x2

y2

Cercle primitif

Plan primitif
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Cette dernière fournit la composante majeure du phénomène de glissement.  
 

 
Figure I.15 : Vitesse de glissement [7] 

 
 
 
𝑉𝑉𝑎𝑎���⃗ = 𝑉𝑉2���⃗ − 𝑉𝑉1���⃗                                                                (I.1) 
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(I.3) 
 

 
Cette forte vitesse de glissement impose d’utiliser deux matériaux différents pour la roue et la 
vis pour éviter le grippage. En général, la vis est en acier alors que la roue est taillée dans un 
matériau plus tendre. 
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3. Modélisation du comportement sous charge des 
engrenages 

 

 Méthode basée sur la norme ISO  
 
Les méthodes normalisées permettent d’obtenir rapidement des résultats pour dimensionner 
des engrenages, la norme ISO_TR_14521 [19] est dédiée aux engrenages roue est vis sans fin. 
Dans cette norme, la capacité de charge des engrenages à vis est déterminée au moyen de 
calculs traitant des contraintes admissibles pour les piqûres et l'usure, les flexions de la vis, des 
arbres et de la température. Le couple admissible doit être déterminé à partir de la plus faible 
des valeurs calculées. Dans la suite, la méthode proposée par la norme pour calculer la 
contrainte moyenne de contact et le calcul à la pression superficielle seront présentées. 
 
Afin d'évaluer la capacité des engrenages à vis, des paramètres adimensionnels sont définis. 
Les paramètres sont calculés selon les méthodes A, B et C. 
 

 
 
La contrainte moyenne de Hertz σHm est un paramètre essentiel pour le chargement des flancs. 
 

 
 

(I.4) 
 

 
Module d'élasticité équivalent :  
  

 
 
 
Le paramètre applicable à la contrainte moyenne de contact pm

*, est calculé selon les méthodes 
suivantes :  
  
a) méthode A 
 
Il n'est pas possible de déterminer pour le moment un paramètre décrivant avec exactitude les 
relations complexes entre la pression de Hertz et le chargement des flancs. 
 
b)  méthode B  
 
La contrainte moyenne de Hertz utilisée pour déterminer le paramètre est calculée avec un 
algorithme, par exemple en prenant comme hypothèse l'égalité de la pression de Hertz pour 
toutes les lignes de contact en engrènement simultané. Les lignes de contact sont tout d'abord 
déterminées, puis les rayons de courbure des flancs sur des sections de lignes de contact 
spécifiques. En règle générale, il est possible de calculer la pression de Hertz pour les flancs 
qui ont été remplacés par des cylindres équivalents le long des lignes de contact. Deux dents 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI037/these.pdf 
© [D. Jbily], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



 

36 / 203 

au minimum sont en prises dans chaque position d'engrènement. La contrainte de contact de 
Hertz le long de ces lignes de contact est supposée constante. La pression de Hertz moyenne 
pHm, est ainsi calculée à partir de toutes les contraintes de Hertz de toutes les positions 
d'engrènement. 
Cette pression de Hertz permet de déterminer un paramètre adimensionnel, pm

*. Ce paramètre 
de pression de Hertz dépend uniquement de la géométrie de la denture d'engrenage et est 
indépendant du module d'élasticité E des matériaux utilisés et de l'entraxe (dimension). Le 
paramètre pm

*, est utilisé dans l'Équation (I.4) pour calculer la contrainte de contact moyenne 
σHm.  
 
c) méthode C 
 
Les calculs effectués selon la méthode B permettent d'obtenir un paramètre adimensionnel utile 
pour la pression de Hertz moyenne pm

*.  
 
Pour les engrenages à vis de profil A, I, N, K : 
 

 

(I.5) 
 

 
Pour les engrenages à vis de profil C : 
 

 

(I.6) 
 

 

Où : a  entraxe, 𝑑𝑑𝑚𝑚1 diamètre de référence de la vis, 𝑥𝑥2 coefficient de déport de la roue creuse, 

𝑞𝑞1 coefficient diamétral, 𝑧𝑧2  nombre de dents de la roue creuse, 𝛼𝛼𝑎𝑎 angle de pression normal, 

𝑧𝑧1 nombre de filets de la vis. 

 
 
Les flancs peuvent être endommagés, puis détruits, suite à l'apparition de piqûres. Dans la 
plupart des cas, les flancs les moins durs, c'est-à-dire les flancs de la roue, constituent le risque 
le plus important. 
Le coefficient de sécurité aux piqûres est défini comme suit : 
 

 
(I.7) 

 
 
Valeur limite de la contrainte de contact : 
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(I.8) 

 
σHlimT contrainte admissible aux piqûres, σHG valeur limite de la contrainte de contact 
moyenne,  σHm contrainte de contact moyenne. 
Coefficient de sécurité minimum : 

    
Zh représente Facteur de durée, Zv le facteur de vitesse, Zs le facteur de dimension, Zu le 
facteur de rapport d'engrenage, Zoil le facteur lubrifiant. 
 

 Méthode de modélisation sous charge des engrenages 
 
Par rapport aux méthodes normalisées, la modélisation complète du partage des charges permet 
d’obtenir rapidement plusieurs résultats essentiels pour dimensionner des engrenages : les 
pressions de contact, l’erreur de transmission, la raideur d’engrènement, le rapprochement des 
corps et les déplacements de la dent. La modélisation du partage des charges permet également 
de prendre en compte la géométrie exacte de l’engrenage et les défauts d’assemblage. 
 
L’étude de la modélisation du comportement des engrenages nécessite de prendre en 
considération plusieurs aspects : le contact entre le pignon et la roue, le comportement élastique 
des couples d’engrenages (la déformation des dents et parfois de leurs supports) et le partage 
de charges entre les différentes dents participant simultanément à l’engrènement. 
Il existe une grande diversité de méthodes utilisées dans ce domaine pour modéliser ces 
comportements de différents types d’engrenages. Certaines méthodes découplent les effets, 
d’autres modélisent le comportement dans sa globalité. Dans la suite, les méthodes s’intéressant 
à un seul effet sont d’abord étudiées, puis les méthodes globales. Les différents processus, 
souvent complexes, ne seront décrits que brièvement. 
 

 
 
Pour calculer les déformations élastiques des dentures, la méthode des Éléments Finis peut être 
utilisée. Elle a l’avantage de prendre en compte les différentes géométries, mais les temps de 
calcul sont relativement longs. Afin de les réduire, certains auteurs ont proposé des solutions :  
 
La méthode des Prismes Finis est utilisée par Olakorédé [20][21][22], Guingand [23], de 
Vaujany [24] [25] et Kim [26][27][28][29] pour étudier le comportement élastique des 
engrenages cylindriques droits et hélicoïdaux. Cette modélisation utilise une fonction de 
déplacement obtenue à partir de deux fonctions polynomiales dans deux directions et des 
fonctions séries dans la troisième direction (largeur de denture). Cette méthode permet de 
réduire les temps de calcul (beaucoup plus faible que celui d’une méthode classique par 
Éléments Finis 3D) et la mémoire requise (80 fois plus rapide et 6 fois moins de mémoire 
nécessaire). Par contre, elle est limitée aux cas dont la géométrie de l'engrenage ne varie pas, 
ou peu, selon la largeur de denture.  
 
D’autres auteurs comme Vijayakar et al.[30] utilisent la méthode des Éléments Quasi-Prismes 
pour étudier le comportement élastique de structures dont la section reste constante ou quasi-
constante selon une direction. Ce type de modélisation est applicable pour des structures 
comme les dents d’engrenages, les aubes de turbines, les arbres de transmission… La Figure 
I.16 montre un élément quasi-prisme dans le repère local et global ainsi que l’utilisation de ce 
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type d’élément pour modéliser le comportement élastique d’une aube de turbine. Cette méthode 
peut être intéressante, car suivant la direction où la structure a une section quasi-constante, elle 
permet de diminuer le nombre total d’éléments nécessaires pour obtenir une bonne précision. 
Cela se traduit donc par une réduction du temps de calcul par rapport à une modélisation 
classique par Éléments Finis 3D. Cependant, cette méthode est limitée à des géométries quasi-
prismatiques et la précision finale du résultat dépend du degré d’interpolation des fonctions de 
formes (polynômes de Chebyshev) suivant la direction de la section quasi-constante. 
  
 

 
 

 

 
(a) : Élément Quasi-Prisme dans le repère 

local et global 
(b) : Modélisation d’une aube de turbine 

avec des Éléments Quasi-Prismes 

Figure I.16 : Méthode des Éléments Quasi-Prismes [30] 
 
La méthode des Bandes Finies est utilisée dans les travaux de Gagnon [31] et de Gosselin [32] 
[33] [34] (Figure I.17) pour étudier le comportement élastique des engrenages spiro-coniques. 
Cette méthode utilise une matrice de rigidité variable pour tenir compte de la largeur évolutive 
des dents d’engrenages spiro-coniques (Figure I.17).  L’avantage de cette méthode est qu’elle 
offre des temps de calcul très inférieurs à ceux d’une méthode classique par Éléments Finis. 
Par contre, elle ne prend en compte que la flexion des dents, leurs supports éventuels tels que 
les jantes et les voiles ne sont pas modélisés. De plus, la théorie des plaques utilisée dans cette 
méthode modélise difficilement les encastrements. 
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a) Bande Finie circulaire pour une 
plaque de hauteur et de rayon variables 

b) Modèle classique de Bandes Finies 

Figure I.17 : Méthode des Bandes Finies utilisée pour un couple d’engrenages spiro-
coniques [32] 

 
Certains auteurs ont adapté des fonctions de déplacement de volume pour modéliser la flexion 
des dents pour différents types d’engrenage comme par exemple dans les travaux de Umezawa 
[35] pour les engrenages hélicoïdaux, de Sudoh [36] pour les engrenages roues et vis sans fin 
de type I et N et de Simon [37] [38] pour les engrenages roues et vis sans fin de type K. L’intérêt 
d’utilisation de fonctions de déformations est qu’elle permet de réaliser des calculs très rapides. 
Toutefois, ces fonctions restent applicables aux cas d’engrenages standards et il n’est pas 
possible de généraliser les fonctions pour des cas particuliers de denture présentant par exemple 
des jantes ou des voiles. Une méthode a été développée au laboratoire LaMCoS dans les travaux 
de Hiltcher [39] pour les engrenages roues et vis sans fin avec une roue en nylon, de Teixeira 
et al. [40] pour les engrenages spiro-coniques, qui estiment les effets de flexion des dents, par 
une combinaison de calcul Éléments Finis et des fonctions de déplacement de volume. Cette 
méthode mixte permet d’une part de prendre en compte tout type de géométrie (arbres, voiles, 
paliers, …) et d’autre part de réduire considérablement les temps de calculs. Récemment, cette 
méthode est utilisée aussi dans le cas des engrenages cylindriques en matériau polymère [41] 
[42]. 
  
 

 
 
La mise en contact des dents d’engrenage crée une déformation locale qui dépend de la taille 
de la zone de contact et de la valeur des pressions. 
Pour intégrer les effets du contact, il existe de nombreuses méthodes : Hertz, Kalker, 
Boussinesq … 
Tout d’abord, un rappel sur les conditions d’utilisation de la théorie d’Hertz est nécessaire, 
ensuite les différents modèles de contact utilisés seront présentés. 
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Les principales conditions d’application de la théorie de Hertz (Johnson [43]) sont : 
 

- Les corps en contact sont des massifs semi-infinis, 
- Le contact entre les deux solides doit être non-conforme (Figure I.18) et sans friction, 
- La largeur du contact entre les deux solides doit être très petite devant les autres 

dimensions. 
  

a) Contact non-conforme b) contact conforme 

 

 

 
 

Figure I.18 : Définition d’un contact conforme et non-conforme 
 
Le modèle de Hertz peut être utilisé pour estimer la zone de contact entre les dents d’un 
engrenage. Cependant, ce modèle n’est pas assez précis pour résoudre les problèmes de contact 
dans le cas de surface complexe. 
 

 
 
Les travaux de Kalker [44] à [49] sont une référence pour la résolution des problèmes de contact 
tridimensionnel, élastique, plastique, roulant et glissant.  
Kalker a développé des modèles bidimensionnels et tridimensionnels de contact pour des 
chargements normaux, tangentiels et mixtes, avec possibilité de dépendance entre le 
chargement normal et tangentiel. Des études statiques et dynamiques peuvent être réalisées, 
aussi bien dans le domaine élastique que plastique. À partir de la théorie des milieux continus, 
Kalker définit la résolution du problème qui est applicable à des solides en contact avec la 
possibilité de présence de la friction entre ceux-ci.  
Tous les modèles de Kalker utilisent les équations, les relations et les définitions suivantes : 

- Les équations d’équilibre, 
- Les relations de l’élasticité, ou de la viscoélasticité, ou de la plasticité, 
- Les équations de compatibilité, 
- Les conditions de non-pénétration, 
- La définition du glissement, 
- La définition des zones d’adhérence et de glissement. 

Kalker propose quatre algorithmes pour résoudre les différents problèmes de contact. Leurs 
principaux avantages sont la grande rapidité de convergence et la possibilité de les intégrer 
dans d’autres modèles comme pour l’étude du comportement élastique, par exemple avec un 
modèle Éléments Finis. Mais l’inconvénient majeur provient de la nécessité de connaître les 
champs de contraintes à chaque itération du calcul. Dans le cas d’un couplage avec une méthode 
par éléments finis pour le calcul des contraintes, les temps de calcul deviennent donc très 
importants. 
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Boussinesq [55] utilise une formulation analytique pour calculer les déplacements de contact.  
Vijayakar [50] [51], Cheng et Lim [52], Guingand [23], Jacquin [53], Letzelter [41], et Teixeira 
[54] utilisent un modèle de contact basé sur la théorie de Boussinesq [55] pour étudier le 
comportement sous charge des engrenages cylindriques droits et hélicoïdaux.  Cette méthode a 
été aussi utilisée pour d’autres types d’engrenage, comme par exemple dans les travaux de 
Jacquin [53] et Guingand [23] [56] dans le cas des engrenages faces, de Icard [57] pour les 
engrenages spiro-coniques, de Bruyère [58] pour les engrenages coniques, de Hiltcher [39] qui 
s’est aussi inspiré de ce modèle dans le cas des roues et vis sans fin. 
À partir de la simulation cinématique à vide, les différentes lignes de contact sont déterminées. 
La taille de la zone de contact est estimée par la théorie de Hertz, puis cette zone est discrétisée 
avec des rectangles (Figure I.19). Des efforts sont appliqués aux nœuds du maillage et les 
déplacements sont obtenus à chaque nœud, en utilisant les caractéristiques des matériaux en 
contact et des coefficients d’influence de surface 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑘𝑘𝑠𝑠  .  
 

 
Figure I.19 : Maillage de la zone de contact potentiel [53] 

 
Les 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑘𝑘𝑠𝑠   représentent le déplacement au point 𝑗𝑗 lorsqu’une charge unitaire est appliquée au 
point 𝑘𝑘 (Figure I.20), ces coefficients sont connus analytiquement. 

 

 
Figure I.20 : Calcul des coefficients de surface de Boussinesq [57]  
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Altidis et Savage [59] [60], Simon [61] pour les engrenages spiro-coniques et hypoïdes, et 
Zhang [62] pour les engrenages à double arc circulaire, ont développé des modèles analytiques 
pour déterminer les points potentiels de contact à partir de la géométrie des engrenages et des 
forces appliquées. 
Tous ces modèles analytiques de contact sont très simplifiés et ne permettent d’obtenir qu’une 
estimation plus ou moins précise des zones de contact. Comme ces modèles ne fournissent ni 
la distribution de pression, ni le rapprochement des surfaces, il ne sera pas donné plus de détails 
à propos de ces méthodes.  
 
Krishna et Burton [63] utilisent deux méthodes pour la résolution d’un contact non hertzien, 
appelées RFP (Redundant Field Points) et FR (Functional Regularization). Ces méthodes sont 
très efficaces et donnent de bons résultats mais peu de détails sont fournis par les auteurs sur 
ces méthodes. 
  

 
 
L’utilisation d’une modélisation complète permet d’obtenir les déformations dues aux flexions 
des dentures et de son environnement (arbres, jantes, voiles, …), ainsi que celles dues au 
contact. Certaines approches appliquent les Éléments Finis pour les deux types de déformation, 
alors que d’autres utilisent les Éléments Finis pour obtenir les déformations de flexion 
seulement, les déformations de contact étant obtenues d’une autre manière. 
L’utilisation de ces modélisations complètes permet de calculer le partage des charges, qui 
consiste à déterminer la manière dont le couple est distribué instantanément sur les flancs de 
dentures. 
   

 
   
Deux types de modélisation complète par Éléments Finis, incluant à la fois le modèle élastique 
et le modèle de contact, peuvent être utilisés pour résoudre le comportement sous charge de 
différents types d’engrenages. La première modélisation est basée sur le calcul de la matrice de 
rigidité instantanée globale ainsi que sur celui de la matrice de rigidité et de flexibilité normale 
localisées tout au long du contact. Ces matrices sont ensuite utilisées pour modifier les matrices 
de rigidité du modèle Éléments Finis pour le comportement élastique du couple d’engrenage et 
ainsi prendre en compte le contact. Cette modélisation est utilisée pour étudier le comportement 
sous charge des engrenages cylindriques droits, des engrenages coniques (Li [64] [65]) et des 
engrenages roue et vis (Qin et al. [66]). La Figure I.21 donne une représentation du modèle 
Éléments Finis de deux dents en contact dans le cas d’un engrenage conique. 
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Figure I.21 : Modèle EF pour un 
engrenage conique [65] 

Figure I.22 : Maillage EF distordu pour 
une orientation correcte des « GAP 

ELEMENT » [68] 
 
La deuxième modélisation est basée sur un maillage Éléments Finis classique du pignon et de 
la roue, ainsi que sur l’utilisation d’éléments de contact ("GAP ELEMENT"). Les éléments de 
contact modifient la surface du maillage (Figure I.22) du pignon et de la roue afin de garantir 
la même normale extérieure pour les Éléments Finis dans la zone de contact. Ce type de 
modélisation est utilisé pour étudier le comportement sous charge des engrenages cylindriques 
hélicoïdaux (Ambruosi et al. [67]) et des engrenages spiro-coniques (Bibel [68] [69]). 
Ces modélisations complètes sont très intéressantes, car elles permettent un calcul automatique 
à partir de la géométrie. De plus, les résultats sont précis et sont en accord avec l’expérimental. 
L'inconvénient majeur de ces modélisations est qu’elles nécessitent des temps de calculs très 
importants (de l'ordre de la dizaine de jours) pour obtenir une précision acceptable. 
 
 

 
 
La modélisation par Éléments Finis Polynomiaux a été utilisée par Baret et al. [70], Curti et al. 
[71] et Piazza et Uberti [72] pour étudier le comportement sous charge des engrenages 
cylindriques droits et hélicoïdaux. Cette modélisation utilise un maillage classique (Figure 
I.23_a) mais les fonctions de forme des Éléments Finis utilisés sont des polynômes dont le 
degré varie en fonction de la zone à mailler et de la précision désirée (Figure I.23_b) : dans la 
zone de contact entre les deux dents d’engrenage, le degré du polynôme est élevé, dans la zone 
de flexion des dents, le degré du polynôme est faible et dans la celle du pied de denture, il est 
élevé. 
 
 

a) Maillage EF classique [70] b) Variation du degré des polynômes en 
fonction de la zone [71] 

  
 

Figure I.23 : Exemple de modélisation par Éléments Finis Polynomiaux 
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L’intérêt de cette modélisation réside dans le fait que le maillage est effectué une seule fois et 
il suffit d’augmenter le degré des polynômes d’interpolation pour améliorer la précision du 
calcul. L'inconvénient majeur est que ces modélisations nécessitent un temps de calcul 
important en fonction du nombre de positions cinématiques étudiées. Par contre, cette approche 
est plus rapide que les modélisations complètes par Éléments Finis, mais moins que les 
modélisations mixtes par Éléments Finis présentées dans le paragraphe suivant. 
  

 
 
Deux types de modélisations mixtes par Éléments Finis existent dans la littérature. Le modèle 
de comportement élastique est un modèle classique par Éléments Finis, mais le modèle de 
contact est basé soit sur la méthode TCA/LTCA développée par GLEASON et Litvin [73], soit 
sur la méthode de Boussinesq [55] présentée dans le §3.2.2.3. 
Fang [74] [75], Yongping et Zhongkai [76] et Zhang et Fang [77] utilisent le modèle de contact 
basé sur la méthode TCA/LTCA développée par GLEASON et Litvin [73] pour étudier le 
comportement sous charge des engrenages cylindriques hélicoïdaux, coniques et hypoïdes. 
Cette méthode prend en compte la friction s’opposant au glissement relatif entre les dents 
d’engrenages. Dans cette méthode, les matrices de flexibilité sont calculées dans la direction 
normale dans un premier temps, puis dans la direction tangentielle et dans les directions 
croisées pour les N points de contact. Les flexibilités  expriment le déplacement au point 
i dans la direction  dû au chargement unitaire au point j dans la direction . Le problème de 
contact élastique avec friction entre les dents d’engrenage peut-être ensuite linéarisé et résolu 
de façon conventionnelle en utilisant l’algorithme « SIMPLEX Modifié ». L’inconvénient 
majeur de cette méthode est le problème de convergence de l’algorithme « SIMPLEX Modifié 
» qui dépend essentiellement des valeurs initiales données aux différentes variables. 
 
Ces modélisations mixtes par Éléments Finis sont très intéressantes car, à partir de la géométrie, 
il est possible d’automatiser le maillage. En plus, il est effectué une seule fois afin de calculer 
les coefficients de flexion pour toutes les positions cinématiques. Ces modélisations mixtes 
sont les plus rapides de toutes les modélisations globales et l’utilisation des calculs par 
Éléments Finis permet de prendre en compte l’environnement de l’engrenage (présence des 
arbres, des voiles,..).  
 

 
 

 
 
Börner [78], Conry et Seireg [79] et Savage et al. [80] calculent le partage des charges entre les 
dents pour des couples d’engrenages cylindriques droits et hélicoïdaux. Les travaux de Elkholy 
et al. [81] et de Sentoku [82] s’appliquent aux engrenages coniques. Gosselin et al. [83], 
Kolivand et Kahraman [84] et Simon [85] s’intéressent aux engrenages spiro-coniques et 
hypoïdes et Simon [37] [86] et Sudoh [36] aux engrenages roues et vis. 
Dans ces travaux, les auteurs utilisent des équations basées sur des coefficients issus d’essais 
ou d’approximations (par exemple, la flexion d’une dent est calculée par la flexion d’une 
poutre) pour modéliser le comportement en flexion et le partage des charges. La théorie de 
Hertz est utilisée pour calculer la pression de contact entre les dents. La Figure I.24 présente 
un exemple de modèle utilisé pour calculer le partage des charges entre les différents points de 
contact dans le cas de deux dents en prise. 
 

( )pq
ijf

p q
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Figure I.24 : Modèle de partage de charge entre deux dents en prise [81] 
 
L’avantage de tous ces modèles est la rapidité d’obtention des résultats. Les inconvénients sont 
la précision des résultats, qui est fonction des modèles d’approximation. De plus, l’utilisation 
de la théorie de Hertz n’est pas toujours adaptée. 
 
 

 
 
Les équations de compatibilité des déplacements ont été mises en place par Conry et Seireg 
[87] pour calculer le partage des charges. Ces équations sont utilisées dans la plupart des 
méthodes présentées précédemment. 
Tout d’abord, une étude cinématique à vide est réalisée, afin d’obtenir la zone de contact 
potentiel, qui est par la suite maillée. Sur chaque point i de la zone de contact, la somme des 
déformations élastiques et des écarts initiaux doit être supérieur ou égal au rapprochement 
global des corps : 
 

 (I.9) 
 

 
Où 𝑈𝑈1𝑖𝑖  et 𝑈𝑈2𝑖𝑖  sont les déformations élastiques aux points 𝑖𝑖 sur le pignon (1) et sur la roue (2) 
respectivement, 𝑒𝑒𝑖𝑖  et 𝑦𝑦𝑖𝑖  sont les écarts initiaux et finaux entre les surfaces, et α est le 
rapprochement global des corps. 
 
La condition de contact est la suivante :  
 
Dans le contact,  et  

  
(I.10) 

 
Hors du contact,  et  (I.11) 

 
Avec ,  les pressions aux différents points i. 
 

0iy = 0ip ≥

0iy ≥ 0ip =

ip

1 2 0i i i iy U U e α= + + − ≥
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Les déplacements sont obtenus dans cette méthode par l’utilisation de coefficients d’influence 
 où  . Ces coefficients correspondent à l’influence d’un effort unitaire 

appliqué au point j sur les déplacements du point i. 
 
Ces coefficients prennent en compte à la fois les effets de flexion et de contact. Pour une 
modélisation optimale, ces effets sont séparés (Vijayakar [50] [51], Olakorede [20], de Vaujany 
[24], Kim [26], Icard [57],  Jacquin [53]). Les coefficients d’influence de flexion sont en 
général calculés par Éléments Finis, alors que les coefficients de contact sont obtenus soit par 
une approximation de Hertz, soit par la théorie de Boussinesq présentée précédemment. 
L'équation de compatibilité des déplacements peut être résolue par une méthode itérative 
comme par exemple la méthode du point fixe, qui ne pose aucun problème de convergence. 
Ce processus de calcul du partage des charges présenté ci-dessus a été utilisé au cours de la 
thèse et sera présenté plus en détail dans le chapitre suivant. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

j
iC 1 2 .i i j j

i
j
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4. Usure des engrenages 
 

  Notions générales 
 
L’usure est une des principales causes de défaillance des équipements mécaniques. C’est un 
phénomène très complexe s'accompagnant de transformations physiques et chimiques des 
surfaces. Il est caractérisé par la perte de matière sur les surfaces, l’enlèvement des débris, la 
forme des surfaces dégradées et par la réduction des dimensions. 
L’usure des surfaces de l’engrenage se déroule sur une période de temps relativement longue 
et impacte la fonctionnalité d'un engrenage de deux manières distinctes. Un impact évident est 
les vibrations et le bruit des engrenages [88] [89].  L’usure accumulée entraîne une erreur de 
transmission qui agit comme une excitation de déplacement, ayant une influence négative sur 
le comportement dynamique et par conséquent sur le bruit résultant de l’engrenage [90]. Avec 
l'accumulation de l’usure le long des surfaces des dents, l'engrenage, silencieux au début de son 
utilisation, pourrait devenir plus bruyant au cours de la durée de vie prévue du système. En plus, 
l'usure de surface modifie la répartition des charges et la portée de contact à l’interface de 
l’engrènement des engrenages. Les surfaces des dents usées accélèrent souvent l'apparition 
d'autres modes de défaillance tels que le pitting et la rupture des dents [91]. La Figure I.25 
montre une photo d’une roue usée. 

 

 
Figure I.25 : Surface usée d’une roue [92] 

 
L’usure peut se produire soit au cours des premiers cycles de fonctionnement, période appelée 
rodage, pendant laquelle les plus grosses aspérités vont être rasées, soit après une longue 
période de fonctionnement, période d’endurance pendant laquelle l’usure évolue linéairement. 
(Figure I.26). 
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Figure I.26 : Evolution de l’usure [93] 

 

 Généralités sur les modes d’usure 
 
La classification de l’usure est un sujet ouvert et les avis des spécialistes restent encore 
différents. Il n’existe pas de classement standard des différents types d’usure. La difficulté de 
classification vient du fait que l’usure est un phénomène extrêmement complexe et les 
différents aspects mécaniques, thermiques et chimiques sont souvent superposés. Une tentative 
de classification des différents modes d’usure proposée par Williams [94] est représentée au 
Tableau I.1.  
 
 

 
Tableau I.1: Classification de modes d’usure [94] 

 
Actuellement il existe un consensus de classification pour les principales formes d’usure 
proposé par Burwell [95], qui distingue généralement quatre principaux modes d’usure : 
 

- usure par adhésion, 
- usure par abrasion, 
- usure par fatigue, 
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- usure par corrosion. 
 
Les trois premières sont des processus mécaniques alors que le dernier est un processus 
chimique ou tribo-chimique.  
Dans la suite, une brève description de chacun de ces quatre modes indiquées à la Figure I.27 
sera présentée. 

 
 

Figure I.27 : Images schématiques de modes d'usure [96] 
 

 
 
L’usure par adhésion apparait au niveau de deux surfaces glissant l’une sur l’autre lorsque la 
pression entre les aspérités en contact est suffisante pour provoquer des déformations plastiques 
localisées, des microsoudures ou des adhésions locales. Lorsqu’il y a génération d’une 
déformation plastique, il y absorption d’énergie, se traduisant par un échauffement dû au 
frottement. La manifestation la plus légère de cette usure par adhésion est la formation de poli 
miroir sur les flancs actifs des dents. Lorsque les conditions de charge et de frottement 
deviennent plus intenses et lorsque la température au niveau de contact augmente, on peut 
assister à l’apparition de grippage. 
 

 
 
Elle se caractérise par de l'enlèvement de la matière par frottement, deux types d’usure abrasive 
peuvent être distingués : à deux et trois corps. Dans le cas de l’usure abrasive à deux corps, il 
s’agit des interactions entre les aspérités des surfaces antagonistes qui provoquent l’enlèvement 
des matériaux à l’interface de contact. 
 
L’abrasion à trois corps est due à des particules dures intercalées entre les deux surfaces en 
contact provenant des débris d’usure du contact ou liés à la pollution du milieu. Parmi les causes 
de l’usure abrasive dans les engrenages, on peut citer : 

- l'épaisseur du film lubrifiant trop mince, 
- la pollution de l'huile,  
- la rugosité trop importante. 
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L’usure abrasive est en général un phénomène qui se traduit par : 
 

- une augmentation du jeu de l’engrenage en service pouvant entrainer des modifications 
de son comportement dynamique, 

- une déformation de la forme du profil qui est une source de bruits et de vibrations. 
 
 

 
 
La fatigue de contact est une détérioration des surfaces en présence, qui est le résultat de 
contraintes répétées à la surface ou en sous couche, dont les valeurs dépassent les limites 
d’endurance des matériaux. Des fissures se produisent alors dans le matériau. Contrairement 
aux autres types d’usure, cette dégradation se produit dans le cas d’engrenage bien lubrifié. Ce 
type d’usure n’apparaît pas instantanément et exige un certain nombre, des milliers voire des 
millions de cycles pour se manifester. Avec le temps, ces fissures évoluent vers la surface très 
rapidement on observe des petits détachements de matière, avec création de micro-cratères. 
L’usure par fatigue peut aussi être initiée à partir de la surface. Elle est fonction du type de 
matériau utilisé et de son mode de traitement thermique, du procédé de fabrication employé 
(qui définit la rugosité de la surface) et de la charge au niveau de contact. Notons que la fatigue 
de contact peut être mécanique ou thermique. La fatigue mécanique est provoquée par des 
contraintes répétées au niveau du contact. La fatigue thermique est due à d’importantes 
variations de température cycliques dans le contact. 
 

 
 
Le système est constitué de trois composantes : la réactivité chimique entre les surfaces, la 
réactivité chimique avec le milieu environnant et la réactivité physico-chimique avec les débris. 
Ce type de dégradation résulte d’une ou de plusieurs réactions chimiques sous l’effet d’agents 
corrosifs (environnement, lubrifiant) et des contraintes mécaniques pendant le frottement. 
Suivant l’état structural superficiel, des oxydes réactionnels dépendant de l’environnement 
peuvent être créés. Suite au frottement entre les surfaces, la rupture des aspérités qui s’oxydent 
conduit à des débris en général très stables et très durs. Ces derniers jouent alors un rôle abrasif 
et viennent dégrader les surfaces antagonistes et donc entretenir l’usure. Par contre, il est 
possible de rencontrer une configuration moins agressive par la formation de films d’oxydes 
adhérents à la surface d’un des antagonistes et suffisamment résistants au cisaillement pour 
jouer un rôle protecteur [97]. 
 
 

  Généralités sur les lois d’usure 
 
Comme on l’a vu précédemment, il existe de nombreux types d’usure. Chacun de ces    
mécanismes se différencie par ses conditions d’apparition et par ses effets. La plupart du temps, 
l'usure est due à plusieurs processus qui agissent simultanément, plus rarement à une seule 
cause bien définie et identifiable. 
L’étude de l’usure se fait principalement par des moyens expérimentaux. Même si dans la 
littérature, il existe des formulations empiriques, elles contiennent au moins un facteur qui doit 
être déterminé de façon expérimentale.  
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Jusqu’à présent, il n'y pas un modèle d’usure universellement accepté, en raison de la 
complexité de ce phénomène qui fait intervenir un nombre important de mécanismes plus ou 
moins quantifiables tel que : 
 

- la modification des surfaces par enlèvement de matière à l’interface, 
- la présence de débris et de troisième corps à l’interface, 
- le flux de ces débris à l’intérieur et vers l’extérieur du contact, 
- les mécanismes de transfert, 
- l’influence de l’environnement, 
- le couplage entre les aspects thermodynamiques, physico-chimiques et mécaniques. 

 
De nombreuses lois d’usure ont été présentées dans la littérature. Meng et Ludema [98] ont 
dénombré plus de 300 lois relatives à l’usure sur une période allant de 1947 à 1995 et ont 
proposé un classement chronologique de ces lois en trois catégories : 
 

- Les lois d’usure empiriques, qui sont apparues entre les années 1947 et 1970. Elles 
prennent en compte principalement des paramètres relatifs aux conditions de tests. Ces 
lois sont précises, mais seulement valables pour le type et les conditions du test qui les 
ont validées. 
 

- Les lois basées sur la mécanique du contact ont vu le jour entre les années 1970 et 1980. 
Elles considèrent les propriétés mécaniques des matériaux en contact comme les 
modules d’Young ou bien les duretés, qui ont un impact sur les cinétiques d’usure.  
 

- Les lois basées sur les mécanismes d’endommagement se sont développées entre les 
années 1980 et 1995.  La résistance à l’usure n’est plus considérée comme une propriété 
intrinsèque aux matériaux et le seul calcul des propriétés mécaniques du contact (tel 
que l’aire réelle de contact) ne suffit plus. Ces lois incluent les mécanismes de 
dislocations, les propriétés en fatigue et la rupture en cisaillement. 

 
Dragon-Louiset et Stolz [99] [100] utilisent des lois d’usure basées sur les analyses 
micromécaniques des interfaces, en s’appuyant sur la thermodynamique des processus 
irréversibles. Les auteurs considèrent l’usure comme un phénomène dissipatif. Ce modèle a 
l’avantage d’être utilisable pour tout type de système à deux corps en contact dans le cas d’usure 
douce. Il permet aussi de prendre en compte le comportement du troisième corps, qu’il soit fait 
de particules, de lubrifiant ou d’un mélange des deux. Cependant, les équations proposées et 
les formalismes sur lesquels elles reposent se révèlent assez lourds à mettre en œuvre. 
D’autres auteurs comme Doelling et al.[101] et Ling et al. [102] travaillent également sur ce 
type d’approche, en se basant sur les lois de la thermodynamique. Ils considèrent 
l’endommagement comme un ensemble de processus irréversibles (usure, fracture). 
 
Mohrbacher et al. [103] et Fouvry et al.[104] introduisent le concept de l’énergie dissipée dans 
l’étude de l’usure. Ils montrent qu’il existe une relation linéaire entre l’énergie dissipée et le 
volume usé. Cette approche a été aussi utilisée par Huq et Celis [105] pour exprimer le taux 
d’usure sous forme de volume de matière perdue par unité d’énergie dissipée. 
 
Dans ce travail de thèse, nous modélisons l’usure en utilisant la célèbre loi d’Archard [106] qui 
est basée sur la mécanique du contact, elle sera présentée par la suite dans le mémoire.  
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 Usure des engrenages roues et vis sans fin 
 

 
 
Dans les engrenages roues et vis sans fin, le matériau de la vis est différent du matériau de la 
roue, cette différence de matériau s’impose pour une raison tribologique principale : le 
coefficient de frottement entre les dents de la roue et les filets de la vis devant être minimum 
(Octrue [6]). 
 
La vis est généralement constituée d’un matériau beaucoup plus dur que celui de la roue, ce 
matériau doit être sélectionné pour favoriser le glissement et diminuer le frottement. En général 
la vis est en acier et la roue en bronze. Le matériau de la roue doit permettre de conjuguer le 
profil de ses dents à la forme des filets de la vis au cours du rodage. Cette adaptation des profils 
venant éliminer les imperfections existantes après usinage.  
Cette disparité au niveau des matériaux constituant la vis et la roue va entraîner plusieurs 
conséquences (Octrue [6]) : 
 

- les pressions de contact sont beaucoup moins élevées dans ce type d’engrenage, la limite 
étant imposée par le matériau de la roue, 

- le matériau de la roue étant généralement plus tendre que celui de la vis, l’usure y est 
inhérente : elle est liée au glissement important provoqué par la rotation de la vis, 

- le pitting et l’écaillage sont également présents sur les surfaces des dents de la roue, ils 
traduisent le phénomène de fatigue en pression superficielle. 
 

Comme tout autre type d’engrenage, les engrenages roues et vis sans fin présentent plusieurs 
types de mode de défaillance limitant sa capacité de charge. Ces modes de défaillance sont 
présentées sur la Figure I.28 (Höhn et al. [107]) et décrites ci-après (norme ISO/TR 14521 
[19]): 
 
 

 
Figure I.28 : Limites de capacité de charge en fonction de la vitesse de rotation ([107]) 
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- usure : la détérioration se produit généralement sur les flancs actifs des roues creuses 
en bronze, 

- piqûre : cette forme de détérioration peut apparaître sur les flancs des roues creuses. 
Son développement est fortement influencé par la charge transmise et les conditions de 
répartition de la charge, 

- rupture de denture : la rupture par cisaillement de la denture d'une roue creuse ou des 
filets de la vis peut se produire au moment de l'amincissement de la denture, 
conséquence de l'usure ou d'une surcharge, 

- déflexion de l'arbre de vis sans fin : déformation excessive sous une charge modifiant 
la marque de la portée entre la vis et la roue creuse, 

- grippage : cette forme de détérioration se produit souvent de manière soudaine. Elle est 
fortement influencée par la charge transmise, les vitesses de glissement et les conditions 
de lubrification, 

- température de service : lorsqu'elle est excessivement élevée, elle entraîne une 
dégradation accélérée du lubrifiant de l'engrenage. 

 
De nombreux facteurs telles que les propriétés des matériaux, les conditions d'engrènement (la 
portée sous charge), la lubrification, influent sur la défaillance de l’engrenage roue et vis. 
Les facteurs les plus significatifs de la détérioration des dentures d'engrenage sont indiqués 
dans le Tableau I.2. 
 

 
Facteurs d'influence 

Modes de défaillance 
Usure Piqûres Rupture 

de 
denture 

Arbre de 
vis sans fin 
Déflexion 

Grippage Rendement 
faible 

Pression hertzienne x x x x x x 
Vitesse de la vis x x   x x 
Épaisseur du film d'huile x x   x x 
Huile x x   x x 
Marque de portée x x x  x x 
Rugosité de surface de la vis x x   x x 
Valeur de cisaillement   x    

 

Tableau I.2 : Mode de défaillance et facteurs d'influence (norme ISO/TR 14521 [19]) 
 
Dans le domaine de vitesse de rotation basse et moyenne, la limite de la capacité de charge la 
plus importante dans les engrenages roues et vis sans fin est l’usure abrasive, un autre critère 
pour sa performance est leur rendement. Les paramètres les plus importants influant sur l'usure 
et le rendement sont : la combinaison des matériaux de la roue et de la vis, leurs conditions de 
surface (rugosité, dureté,..), le lubrifiant, les conditions de fonctionnement et dimensions 
géométriques de l’engrenage (Höhn et al. [107]). 
 
Les limites de charge les plus courantes des engrenages roues et vis sans fin sont reliés au 
pitting et à l’usure (Miltenović et al. [109]). 
 
En général, les méthodes de dimensionnement des engrenages sont basées sur deux critères 
(norme BS 721 [110], Henriot [2], Octrue [6]) : 

Le dimensionnement à la pression superficielle et le dimensionnement à la rupture. 
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Le dimensionnement à la pression superficielle doit prémunir l’engrenage contre les avaries de 
surfaces : usure, écaillage, pitting,… 
Le dimensionnement à la rupture des dentures prévoit le dépassement de l’état élastique des 
dentures lors de leur flexion sous charge. 
 

 
 
Un grand nombre de paramètres influent sur l'usure, ce qui rend sa modélisation assez difficile. 
Des tentatives ont été faites pour prédire l'usure en utilisant une équation simple, mais en raison 
du grand nombre de variables qui influent sur le phénomène d'usure, un modèle unique 
largement accepté n'a pas été établi.  
 
L’usure des surfaces des engrenages est encore plus complexe car le contact dans les 
engrenages est influencé non seulement par la géométrie, mais également par les déformations 
de contact et des dentures. 
 
Le processus d’usure peut être traité comme un processus dynamique, dépendant de nombreux 
paramètres [111] et la prévision de ce processus est considérée comme un problème de valeur 
initiale. Le taux d’usure peut être décrit par l’équation suivante [106] [112] [113] [114] [115] : 
 
𝑑𝑑ℎ
𝑑𝑑𝑠𝑠

= 𝑓𝑓(𝑝𝑝𝑟𝑟𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠𝑖𝑖𝑝𝑝𝑝𝑝, 𝑣𝑣𝑖𝑖𝑣𝑣𝑒𝑒𝑠𝑠𝑠𝑠𝑒𝑒, 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑟𝑟𝑖𝑖𝑓𝑓𝑖𝑖𝑐𝑐𝑎𝑎𝑣𝑣𝑖𝑖𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑚𝑚𝑎𝑎𝑣𝑣é𝑟𝑟𝑖𝑖𝑎𝑎𝑙𝑙, 𝑣𝑣𝑒𝑒𝑚𝑚𝑝𝑝é𝑟𝑟𝑎𝑎𝑣𝑣𝑙𝑙𝑟𝑟𝑒𝑒, … ) 
 

(I.12) 
 

 
 
Ce modèle indique que la variation de la profondeur d’usure ℎ avec la distance de glissement  
𝑠𝑠 est égal à une fonction 𝑓𝑓 qui dépend d'un certain nombre de paramètres qui influent sur l'usure, 
y compris la pression de contact, la vitesse de glissement, la dureté, la rugosité de surface et 
des paramètres liés au lubrifiant. 
 
Bien que plusieurs modèles de complexité variable aient déjà été proposés dans la littérature 
pour différents mécanismes d'usure, le modèle d'usure formulé d’une manière semi-empirique  
par Archard [106] a été le modèle  le plus couramment utilisé, en ce qui concerne la 
modélisation de composants de machines tels que des contacts came-suiveur, segments de 
pistons du moteur, paliers, engrenages, etc… En plus de sa précision raisonnable en décrivant 
l’usure adhésive et abrasive [116] [117], la simplicité apparente de ce modèle est l'une des 
principales raisons pour lesquelles il a été largement utilisé pour des problèmes de contact plus 
complexes tels que les engrenages. Ce modèle a été appliqué par plusieurs auteurs pour 
modéliser l’usure de différents types d’engrenage comme dans les travaux de Flodin et 
Andersson [91] [114], Bajpai et al. [115] et Osman [118] pour les engrenages cylindriques, de 
Park et Kahraman [119] pour les engrenages hypoïdes, et de Sharif et al. [120] pour les 
engrenages roues et vis sans fin. 
 
Cette loi permet d’estimer le volume de matériau usé dans le cas d’un contact glissant. Elle 
s’exprime de la façon suivante : 
 

𝑄𝑄 =
𝐾𝐾
𝐻𝐻 .𝑊𝑊 (I.13) 
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Avec : 

𝑄𝑄 = 𝑉𝑉
𝑠𝑠
   : représente le volume d’usure (V) par unité de distance glissée (s). 

W : charge normale appliquée. 

H : dureté du matériau. 

K : coefficient d’usure adimensionnel qui correspond à la probabilité qu’une aspérité de surface 
puisse créer une particule d’usure. Il dépend du couple de matériaux en contact, de la 
lubrification, de la vitesse de glissement et de la pression de contact, ce coefficient doit être 
déterminé expérimentalement. 
 
Ce modèle montre que : 
 - le volume du matériau usé est proportionnel à la distance parcourue, 
 - le volume du matériau usé est directement proportionnel à la charge, 
 - le volume du matériau usé est inversement proportionnel à la dureté du matériau. 
 
La Figure I.29 présente le principe de ce modèle, pour lequel l’usure sur les dentures des 
engrenages s’exprime en fonction de la pression et de la distance de glissement à chaque point 
des flancs de dent. 
 
Précisons qu'en matière d'usure, la loi d'Archard, n'est valable qu'après rodage ou bien en 
négligeant la phase de rodage. 
 

 
Figure I.29 : Illustration du modèle d’Archard [118] 

 
Différents auteurs ont utilisé d’autres expressions de cette loi à partir de sa formulation initiale, 
par exemple Flodin et Andersson [91] [114] ont développé un modèle pour calculer la 
profondeur d’usure (h) à chaque point sur la surface de denture des engrenages cylindriques 
sous la forme : 
 
𝑑𝑑ℎ
𝑑𝑑𝑠𝑠

=
𝑘𝑘
𝐻𝐻

.𝑝𝑝 ⟹ 𝑑𝑑ℎ =
𝑘𝑘
𝐻𝐻

.� 𝑝𝑝.𝑑𝑑𝑠𝑠
𝑠𝑠

0
=
𝑘𝑘
𝐻𝐻

.� 𝑝𝑝. 𝑣𝑣𝑎𝑎
𝑡𝑡

0
 .𝑑𝑑𝑣𝑣 

 

(I.14) 
 

𝑘𝑘: coefficient d’usure sans dimension. 

𝐻𝐻 : dureté du matériau (N/ m²). 
𝑝𝑝 : pression de contact (N/m²). 
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s : distance de glissement (m). 
𝑣𝑣𝑎𝑎 : vitesse de glissement (m/s). 
t : temps de glissement (s). 
 
Sharif et al. [120] [121] s’intéressent à la modélisation numérique et à la prédiction de l’usure 
de la roue dans les engrenages roues et vis sans fin. Ils ne précisent pas le mécanisme d’usure 
en jeu. Cette usure peut donc être due à certain nombre de phénomènes tels que l'adhésion, 
l’abrasion, ou un processus de couplage avec la fatigue de contact. Ils se basent sur le modèle 
d’Archard et adoptent une équation empirique proposée dans la norme DIN 3996 par Höhn et 
Streingrover [122], qui prend en compte les principales variables de pression de contact, 
distance de glissement et l’influence de lubrification via le niveau de l’épaisseur de film par 
rapport à la rugosité des surfaces. La formulation d’usure utilisée est : 
 

 

(I.15) 
 

 
 
Avec : 
Le taux d'usure (wear rate) est la profondeur du matériau enlevé normalement à la surface par 
unité de temps, k coefficient d’usure,  𝐻𝐻 est la dureté du matériau (Pa), 𝑝𝑝  la pression locale 
(Pa), 𝑙𝑙𝑠𝑠 est la vitesse de glissement locale (m/s), Ra rugosité moyenne (m), ℎ l’épaisseur du 
film lubrifiant locale (m).  La puissance 𝑝𝑝  est un paramètre qui contrôle l’influence de 
l'épaisseur du film sur le taux d'usure. 
Les pressions de contact ainsi que les épaisseurs de film lubrifiant sont calculées en chaque 
point sur le flanc de la roue en utilisant une analyse basée sur une solution de lubrification 
élastohydrodynamique mixte (EHL).  
 
Leur modèle d'usure implique les étapes suivantes :  
 
1. Déterminer la géométrie initiale des engrenages, 
2. Effectuer une analyse de l'EHL à une séquence de positions d’engrènement. Ensuite 
déterminer le taux d'usure instantanée en chaque point de la dent de la roue, 
3. Calculer la quantité de matière enlevée à chaque point sur la dent de la roue pendant un cycle 
d’engrènement par intégration dans le temps. Calculer la matière enlevée dans une étape 
d’usure, 
4. Modifier la géométrie de la dent de la roue pour tenir compte d’enlèvement de matière. Ceci 
termine l'étape à l'usure, 
5. Répétez l'étape 2 pour déterminer l'usure au cours de la prochaine étape. 
 
La Figure I.30 (iii) présente les contours du taux d'usure calculés par l'application de l’équation 
(I.15) en utilisant les valeurs des pressions et des épaisseurs de film lubrifiant représentés sur 
les Figure I.30 (i) et (ii). Les taux d’usure élevés correspondent aux hautes pressions et aux 
épaisseurs de film minces.  
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Figure I.30 : Contours de (i) la pression/GPa; (ii) l'épaisseur du film/µm; et (iii) le taux 

d’usure calculé µm/s obtenus à partir d'une solution EHL [120] 
 
Kral et Pausch [123] s’intéressent aussi à l’usure. Ils proposent une procédure pour calculer 
l'usure dans les engrenages roues et vis sans fin sur la base de théories fondamentales de 
physique : la lubrification élastohydrodynamique, la mécanique moléculaire de l’usure et la 
théorie énergétique de frottement. Les résultats sont comparés avec des résultats expérimentaux 
sur bancs d'essais. 
 
La norme ISO/TR 14521 [19] calcule la capacité de charge à l'usure pour les engrenages roue 
et vis. Trois méthodes sont définies pour calculer la perte de matériau sur le flanc de la roue 
due à l’usure : 
 
- Méthode A : un calcul précis est basé sur des mesures directes d'engrenage dans des conditions 
de fonctionnement et une analyse réaliste précise du processus d'usure. 
 
- Méthodes B, C : le calcul de perte d'épaisseur de flanc due à l'usure  𝛿𝛿𝑤𝑤𝑎𝑎 s’appuie sur des 
essais approfondis.  Cette perte d'épaisseur en section normale peut être calculée par : 
 

 
(I.16) 

 
Avec 𝑠𝑠𝑤𝑤𝑚𝑚 ∶ parcours d'usure,  
 
L’intensité d'usure,  𝐽𝐽𝑤𝑤  est donnée par : 

     (I.17) 
 

L'intensité d'usure de référence  𝐽𝐽𝑂𝑂𝑇𝑇 est obtenue en fonction du film lubrifiant, du matériau de 
la roue et du type d’huile utilisé. Elle est liée à l'épaisseur moyenne du film lubrifiant et 
contrainte moyenne de contact. 
 
Le facteur de combinaison matériau/lubrifiant 𝑊𝑊𝑀𝑀𝑀𝑀  tient compte de l'influence des effets 
combinés du matériau constitutif de la roue et du lubrifiant sur le comportement à l'usure. 
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Le facteur de démarrage 𝑊𝑊𝑁𝑁𝑁𝑁 tient compte de l'influence du nombre de démarrages par heure 
𝑁𝑁𝑁𝑁 sur le taux d'usure : 
 

        (I.18) 
 

L’usure admissible doit être établie conformément aux critères suivants : 
 

a) L'épaisseur dans la section normale en sommet de denture de roue ne doit en aucun cas 
devenir pointue. Ceci fournit la valeur limite de l'usure admissible. L'épaisseur au 
diamètre de référence de la roue est suffisante lorsqu'on calcule l'épaisseur de denture 
sur le diamètre extérieur. La hauteur de denture habituelle ha1 = mx1 donne la perte 
admissible en section normale 

 
(I.19) 

 
 

 𝛾𝛾𝑚𝑚1 est l’angle d'inclinaison d'hélice de référence, mx1 le module axial. 

b) Le coefficient de sécurité à la rupture de denture doit être obtenu comme l'état d'usure 
après le temps de fonctionnement requis. 

 (I.20) 

 
La valeur Δslim représente la perte d'épaisseur admissible. 
 

c) Il convient que la perte de matériau, Δmlim, n'excède pas une limite préétablie (qui 
dépend des intervalles de vidange d'huile et de la lubrification des paliers). 

 

(I.21) 

 
Densité du matériau de la roue, ρRad, avec la surface de flanc totale Afl :  
 

 
(I.22) 

 

 
Z2 nombre de dents de la roue, dm1 diamètre de référence de la vis, da1 diamètre de tête 
de la vis, b2H largeur effective de la roue. 
 

d) Un jeu de battement sur flanc maximum préétabli ne doit pas être dépassé. 
 

 
(I.23) 
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Höhn et al. [107] s’intéressent aussi à l’usure abrasive des engrenages roues et vis sans fin, ils 
utilisent une méthode basée sur la norme allemande DIN3996 [108] pour calculer la quantité 
d’usure en terme de réduction de l’épaisseur de la dent de la roue.  
 
Wang et Morrish [124] proposent une méthode pour étudier l’usure progressive dans les 
engrenages roues et vis avec une vis en hélicoïde développable et par conséquent, prévoir les 
changements de l’erreur de transmission et autres paramètres de transmission dus à l'usure. 
Ce modèle est basé sur la norme ISO et des données d’usure expérimentales et diverses 
considérations théoriques. Le modèle prend en compte le partage des charges et la distribution 
des pressions de contact pour estimer l’épaisseur du film du lubrifiant, ainsi que l’intensité de 
l’usure. Sa méthode de calcul du partage des charges est basée sur les équations de compatibilité 
des déplacements suggérées par Conry et Seireg et les travaux de Sudoh [36]. 
 
Wang et Morrish [124] montrent l’influence de l’usure sur l’erreur de transmission (Figure 
I.31) et sur la portée des pressions (Figure I.32). À cause de l'usure, la portée de contact s’élargit 
sur le flanc de la dent et sa forme change aussi (Figure I.32). 
 
 
 

a) Nouvelle roue b) Roue usée 
 

 

 
 

 
 

Figure I.31 : Erreur de transmission [124]  
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a) Nouvelle roue b) Roue usée 
 

 

 

 
Figure I.32 : Portée des pressions [124]  

 
 

 Fatigue de contact par pitting-écaillage  
 

 
 
Le comportement mécanique des différents éléments de machines, tel que les engrenages, 
roulements, etc. est influencé par les interactions entre le chargement et les propriétés des 
surfaces. Les contacts roulants et / ou glissants sont particulièrement exposés à la fatigue de 
contact et aux dommages structurels qui en résultent. Les variables d’endommagement 
couramment utilisées pour décrire le dommage par fatigue sont : 
 

• Des variables liées aux sollicitations telles que les contraintes et les déformations qui 
traduisent le chargement appliqué au composant mécanique, 

• Des caractéristiques mécaniques monotones (module d’élasticité, coefficient de 
Poisson, résistance maximale en traction monotone…) et cycliques (limite d’endurance 
du matériau, nombre de cycles à la rupture…). Ces caractéristiques sont intrinsèques au 
matériau mais peuvent être modifiées en fonction de la nature des sollicitations, 

• Des paramètres d’influence : ils regroupent les coefficients d’écrouissage cyclique, les 
facteurs d’échelle, d’état de surface, de gradient des contraintes et de tri-axialité des 
contraintes, 

• Des paramètres de service qui traduisent les conditions de fonctionnement du 
composant mécanique (température, fréquence de la sollicitation, surcharge…). 

 
Le processus de fatigue de contact complet des éléments mécaniques peut être divisé en 
plusieurs étapes (Glodež et al. [125], Cheng et al.[126], Shang et al. [127], Podrug et al.[128]) : 
 
- Nucléation de microfissures, 
- Progression de fissures courtes, 
- Progression de fissures longues, 
- Rupture finale. 
 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI037/these.pdf 
© [D. Jbily], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



 

61 / 203 

Dans le cas d’éléments mécaniques (engrenages, paliers par exemple), les deux premières 
étapes sont fréquemment regroupées sous le terme « initiation de fissure », tandis que la 
progression de fissures longues est appelée « propagation de fissure ». 
 

 
 
Les travaux de Wöhler (1860) [129] sont d’une grande importance historique. La courbe de 
Wöhler, ou courbe S-N (Stress - Number of cycles), est connue universellement. Cette courbe 
est la plus ancienne qui permet de visualiser la tenue de la pièce ou des matériaux dans le 
domaine de la fatigue. Elle définit une relation entre la contrainte appliquée et le nombre de 
cycles à la rupture  𝑁𝑁𝑅𝑅. Sur cette courbe (Figure I.33), on peut distinguer trois domaines : 
 

 
Figure I.33 : Courbe de Wöhler et différents domaines de fatigue 

 
 

• Un domaine de fatigue oligocyclique. Il correspond à des contraintes élevées où la 
rupture survient après un certain nombre de cycles et est précédée par une déformation 
plastique notable, 

• Domaine de fatigue ou d’endurance limitée, qui correspondant à un nombre de cycles 
qui croit quand la contrainte décroit, 

• Un domaine d’endurance illimitée ou zone de sécurité, sous faible contrainte, pour 
laquelle la rupture ne se produit pas avant un nombre de cycles donné supérieur à la 
durée de vie envisagée pour la pièce. 

Le rôle d’un dimensionnement en fatigue consiste à prédire de façon la plus réaliste possible, 
la durée de vie totale de la structure. 
La durée de vie totale d'une pièce mécanique liée à la fatigue de chargement peut être divisée 
en : la période requise pour l’initiation des fissures et la période de leurs propagations jusqu'à 
la surface. Par conséquent, dans le cas particulier de la fatigue de contact, le nombre de cycles 
nécessaires à l'apparition de pitting peut être déterminé à partir du nombre de cycles nécessaires 
à l'apparition de la fissure initiale dans le matériau 𝑁𝑁𝑖𝑖 et le nombre de cycles requis pour qu’une 
fissure se propage de la longueur initiale jusqu’à la longueur critique  𝑁𝑁𝑝𝑝, Figure I.34, tel que : 
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𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝑖𝑖 + 𝑁𝑁𝑝𝑝 
 

(I.24) 
 

 
 
 

 
Figure I.34 : Représentation schématique de la durée de vie des éléments mécaniques 

[128] 
  
Cependant, les engrenages fonctionnent principalement dans le domaine de fatigue à nombres 
de cycles élevés. Une attention particulière devra donc être portée à la caractérisation de la 
phase d’initiation (Podrug et al. [128]). 
 
 

 
 
Un critère de fatigue permet de savoir si la limite d’endurance ou plus généralement la limite 
de fatigue à N cycles du matériau est atteinte pour une succession d’états de contraintes 
définissant un cycle multiaxial. 
 
Un critère de fatigue met en relation des grandeurs issues du cycle multiaxial de contraintes  
�𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣)�

𝑇𝑇
  définies sur la période T (amplitudes, valeurs moyennes, valeurs maximales, parties 

alternées) et des limites d’endurance (ou des limites de fatigue à N cycles) suivant plusieurs 
modes de sollicitations simples (flexion alternée symétrique   𝜎𝜎𝑤𝑤, flexion répétée  𝜎𝜎𝑤𝑤,0, torsion 
alternée symétrique 𝜏𝜏𝑤𝑤, torsion répétée 𝜏𝜏𝑤𝑤,0, …). 
 
Un critère de fatigue peut donc être représenté à l’aide d’une fonction de fatigue appelée 
endommagement 𝐷𝐷 dans laquelle interviennent le cycle multiaxial de contraintes et plusieurs 
limites d’endurance ou limites de fatigue du matériau. Cette fonction de fatigue est prise égale 
à l’unité lorsque la limite d’endurance ou la limite de fatigue du matériau est atteinte : 
 
𝐷𝐷 ��𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣)�

𝑇𝑇
 ,𝜎𝜎𝑤𝑤, 𝜏𝜏𝑤𝑤,  𝜎𝜎𝑤𝑤,0 , 𝜏𝜏𝑤𝑤,0, … . . � = 1 

 
(I.25) 
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Un critère de fatigue traduit donc, par la valeur de la fonction 𝐷𝐷, le caractère plus ou moins 
endommageant du cycle de contraintes appliqué. Pour un cycle multiaxial donné, si celle-ci est 
inférieure à l’unité (𝐷𝐷 <1), le critère prévoit l’amorçage d’une fissure au delà du nombre N de 
cycles définissant l’endurance ou la limite de fatigue du matériau.  
Si la fonction de fatigue est supérieure à l’unité (𝐷𝐷  >1), le critère prévoit au contraire 
l’apparition d’une fissure avant l’application des N cycles correspondant au seuil d’endurance 
ou à la limite de fatigue.  
Enfin, lorsque la fonction de fatigue est égale à l’unité (𝐷𝐷 = 1), la durée de vie du matériau 
soumis au cycle multiaxial considéré coïncide avec la durée de vie du matériau correspondant 
aux limites d’endurance ou aux limites de fatigue utilisées pour le calcul de 𝐷𝐷. 
 
Dans la littérature, de nombreux chercheurs s’intéressent à établir des critères d’endurance. La 
plupart des critères sont formulés à partir de deux grandeurs mécaniques : un terme lié au 
cisaillement et un terme traduisant l’effet de la contrainte normale associée à un plan particulier 
ou de la contrainte hydrostatique. En fonction des hypothèses et des méthodes utilisées, nous 
pouvons distinguer trois catégories de critères (Papadopoulos et al. [130]):  
 

• Les critères de type « plan critique » : Dang Van [131], Deperrois [132], Morel [133] 
Findley [134], McDiarmid [135], Robert [136], Matake [137]. Ces critères cherchent le 
plan où l’endommagement causé par la fatigue est maximum. Ils déterminent la durée 
de vie de la structure et la direction critique d’amorçage de fissure. Ces critères utilisent 
souvent une combinaison des contraintes normale et de cisaillement sur un plan 
considéré. 

• Les critères basés sur les invariants du tenseur des contraintes : Crossland [138], Marin 
[139], Sines [140]. Les ingrédients de ces critères sont la contrainte hydrostatique et le 
second invariant du tenseur de contraintes. 

• Les critères de type intégral : Liu et Zenner [141], Papadopoulos [142]. Ces critères 
sont basés sur les moyennes des contraintes (normales et cisaillement) dans un volume 
élémentaire. Ces quantités moyennes sont décrites au travers d’une double intégration 
s’étendant sur les coordonnées sphériques (deux angles) du vecteur unitaire normal à 
un plan. 

 
 
Les composants mécaniques soumis à des sollicitations de contact répétées, tels que les 
engrenages, sont sensibles à l’endommagement par fatigue de contact, en particulier 
l’apparition de pitting, qui est un mode de défaillance classique (Kaneta et al. [143], Zhou et 
al.[144]). Le pitting ou l’écaillage se caractérise par l’apparition d’écailles (trous) sur les 
surfaces en contact. Au cours de l’engrènement, le pitting se propage et peut finir par occuper 
une partie importante de la surface de contact. Dans les engrenages cylindriques, il a été noté 
que la fatigue de contact par pitting apparaît de manière privilégiée dans les creux de dents (en-
dessous du cylindre primitif) (Zhou et al. [144]).  
Le processus de fatigue de contact conduisant au pitting est complexe et dépend de nombreux 
paramètres tels que : les conditions de lubrification, les propriétés du matériau, les rugosités de 
surface, les contraintes résiduelles et le frottement. 
 
L’initiation de fissures de fatigue représente une des phases les plus importantes dans le 
processus d’endommagement par fatigue de contact pour le pitting ou micro-pitting et dépend, 
entre autre, de la microstructure du matériau, du type de contraintes (ou chargement) appliquées 
et de la macro et micro géométrie de composants (Zhou et al [144]). 
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La fissure peut être initiée à partir de la surface ou à une certaine profondeur sous la surface de 
contact (sous-couche) ; l’un et l’autre des mécanismes étant susceptibles d’interagir ou d’entrer 
en compétition afin de conduire à la dégradation finale. Les paramètres susceptibles 
d’influencer sont très nombreux : les conditions de lubrification, le rôle des additifs et de la 
pollution solide dans le lubrifiant dans le cas d’une initiation en surface, l’ensemble des 
contraintes (dues au chargement, aux traitements thermiques, au frottement), les états de 
surface (rugosité, défauts de surfaces, l’usure), le matériau (inclusions, hétérogénéité en sous 
couche, etc.).  
 
En général le nombre de cycles requis pour l’initiation de fissures peut être calculé en couplant 
les critères de fatigue et la courbe de Wöhler. 
 
Le taux et la direction de propagation des fissures dépendent du chargement, de la longueur de 
la fissure et des propriétés de fatigue du matériau des engrenages. Le nombre de cycles pour la 
propagation des fissures peut aussi être calculé en utilisant différentes lois comme la loi de 
Paris (Paris et Erdogan [145]), mais ceci ne sera pas développé dans cette étude. 
 
Dans la littérature, de nombreux travaux traitent du sujet de l’endommagement par fatigue des 
engrenages, caractérisés par une géométrie simple, tels que des engrenages cylindriques. Par 
exemple, Blake et Cheng [146] ont développé un modèle basé sur la mécanique de rupture afin 
d'estimer la durée de vie et les probabilités de défaillance dans les engrenages cylindriques. 
Glodež et al.[147] [148] [149] ont présenté plusieurs modèles pour simuler le processus de 
fatigue de surface dans la zone de contact, ce qui permet une détermination correcte de la 
résistance au pitting des engrenages cylindriques. D’autres auteurs se sont aussi intéressés à la 
fatigue dans les engrenages cylindriques comme Kaneta et al. [143], Zhou et al. [144], Brandão 
et al.[150], Li et Limmer [151], Ŝraml et Flaŝker [152], Osman et Velex [153]. 
Ural et al. [154] ont présenté une étude sur la prédiction de la fissure et la durée de vie en 
fatigue pour un pignon d’engrenage spiro-conique, en utilisant la méthode des éléments finis : 
un code commercial a été utilisé en le combinant avec un modèle de contact basé sur des 
éléments finis, afin de simuler la propagation des fissures en 3D.  
 
Hotait et Kahraman [155] ont proposé une méthode pour prédire l'initiation de fissure pour la 
fatigue en flexion des dents des engrenages hypoïdes. Cette méthode utilise un modèle basé sur 
des éléments finis pour établir l’historique des contraintes multiaxiales dans les zones du pied 
des dents. Les historiques de ces contraintes sont combinés avec un critère de fatigue multiaxial 
pour prédire l'emplacement et la durée de vie de l'initiation des fissures de fatigue en flexion le 
long du pied de dent du pignon. 
 
En ce qui concerne la modélisation et la simulation de fatigue de contact par pitting dans les 
engrenages roues et vis sans fin, peu d’articles ont été trouvés dans la littérature. La plupart de 
ces études sont basées sur l’expérimental. Par la suite, quelques travaux sur l’étude du pitting 
dans les engrenages roues et vis sans fin seront présentés. 
 

 
 
Dans les engrenages roues et vis sans fin, il existe une relation entre l’usure et le pitting (Octrue 
[156], Rank [157], Stahl et al. [159], et Miltenović et al. [109]).  
Contrairement au cas de matériaux acier-acier, l’endommagement par pitting d’une roue en 
bronze ne conduit pas nécessairement à la défaillance des dents. En fait, la zone de pitting peut 
diminuer en raison de l’usure par abrasion progressive de la surface affectée. Le pitting réduit 
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la zone d'engrènement et il va donc induire du bruit et réduire le rendement de l’engrenage 
(Stahl et al. [159]). 
 
Le calcul de la durée de vie avec un risque de détérioration par formation de pitting (piqûres) 
est principalement basé sur l'analyse de Rank [157], qui est contenu dans la méthode de calcul 
de la norme DIN 3996 et également dans la norme ISO/TR 14521 [19].  
Rank [157] divise le dommage par pitting en trois phases et propose des formules 
approximatives pour les trois phases, liées à la vitesse de glissement et à la pression hertzienne 
moyenne. Dans la plupart des cas, les flancs les moins durs, c'est-à-dire les flancs de la roue en 
bronze, constituent le risque le plus important d’endommagement par pitting (Figure I.35). 
 
Rank [157] précise que l'influence essentielle sur le pitting des engrenages roues et vis sans fin 
est la contrainte de contact hertzienne. Il explique la procédure de pitting par l’évolution des 
contraintes mécaniques superficielles dans le système tribologique de contact des dents. Les 
contraintes hertziennes locales dans le contact entre la vis et la roue ne sont pas constantes et 
changent continuellement. Si la limite d'élasticité est dépassée, la première phase de 
fonctionnement débute : le flanc de la roue s’adapte au flanc de la vis par l'usure abrasive et 
une plastification locale du matériau de la roue apparaît. Cela signifie que l’initiation du 
dommage par pitting peut toujours être expliquée par la surcharge du flanc. Selon la résistance 
du matériau de la roue, ces charges sont capables de supporter un certain nombre de contraintes 
répétées, jusqu'à ce que le pitting apparaisse sur le flanc de la dent. D’après Rank [157], le 
pitting et son usure associée peuvent être subdivisés en trois sections caractéristiques. La zone 
de pitting décrite par le paramètre de pitting  𝐴𝐴𝑝𝑝10  sur la roue peut être utilisée pour définir ces 
sections. 𝐴𝐴𝑝𝑝10 représente la surface moyenne de pitting sur les dents les plus endommagées de 
la roue en pourcentage par rapport à la surface total de contact ; la valeur est déduite à partir 
d'environ 10% des dents de la roue. En fait, le nombre de dents les plus endommagées est lié 
au nombre de dents moyen en prise (rapport de conduite). Il est appelé 𝐴𝐴𝑝𝑝10 car généralement 
le rapport de conduite est équivalent à 10% des dents de la roue [158].  
 

 
 

Figure I.35 : Pitting d’une roue en bronze [158]  
 
 
La durée de vie d'un tel engrenage à vis est : 
 

𝑁𝑁𝑀𝑀 = 𝑁𝑁𝑀𝑀𝐿𝐿 + 𝑁𝑁𝑀𝑀𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝑁𝑁𝑀𝑀𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 (I.26) 
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Où : 
𝑁𝑁𝑀𝑀 ∶  Nombre total de cycles de charge. 
𝑁𝑁𝑀𝑀𝐿𝐿 : Nombre de cycles de charge jusqu'à la première apparition de pitting (Phase I). 
𝑁𝑁𝑀𝑀𝐿𝐿𝐿𝐿 : Nombre de cycles de charge pendant la phase de croissance de pitting (Phase II). 
𝑁𝑁𝑀𝑀𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 : Nombre de cycles de charge pendant la phase d'usure (Phase III). 
 
La Figure I.36 montre le principe d’évolution de l’endommagement de la roue par pitting (Rank 
[157]) 
 

 

 
 

Figure I.36 : Endommagement par usure et pitting [157]) 
 
La phase (I) couvre la durée jusqu'à la première apparition de pitting, les traces d’usinage et les 
pics de rugosité des flancs sont éliminés, les pics de contraintes de Hertz sont partiellement 
réduits, des fissures de surface apparaissent, qui peuvent causer du pitting. La fin de cette phase 
est définie avec une surface de piqûres 𝐴𝐴𝑝𝑝10 = 2%. Le nombre de cycles de charge  𝑁𝑁𝑀𝑀𝐿𝐿 à cette 
phase, qui dépend de conditions spécifiques de fonctionnement, peut être calculé 
conformément à l'équation suivante (I.27) : 
 

 

 
(I.27) 
 

 
Avec :  
𝑣𝑣𝑎𝑎𝑚𝑚 [m/s] : Vitesse de glissement au rayon de référence, 
𝑣𝑣𝑎𝑎𝑎𝑎𝑉𝑉 [m/s] : Vitesse de glissement de référence (3 m/s), 
𝜎𝜎𝐻𝐻𝑚𝑚 [N/mm²] : Contrainte de contact moyenne, 
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𝜎𝜎𝐻𝐻𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚 [N/mm²] : Contrainte admissible au pitting. 
 
La phase (II) est caractérisée par le développement de la formation du pitting et suit directement 
l'étape I d'apparition du pitting. Elle s'arrête quand la surface des piqûres maximales 𝐴𝐴𝑝𝑝10,𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 
est atteinte. Une valeur maximale  𝐴𝐴𝑝𝑝10,𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥  de 60-80% est généralement bénigne et les 
engrenages peuvent fonctionner sans problème. Le nombre de cycles de charge 𝑁𝑁𝑀𝑀𝐿𝐿𝐿𝐿 peut être 
calculé selon l'équation suivante (I.28) (𝐴𝐴𝑝𝑝10,𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 est en pourcentage) : 
 

 

 
 

(I.28) 
 

 
De plus, le contrôle d'acceptation suivant doit être réalisé et doit vérifier : 
 

 (I.29) 
 

 
Avec 

 

 

(I.30) 
 

 
Toutefois, lorsque la zone maximale de piqûres est atteinte, l'intensité d’usure augmente, 
conduisant à la phase III, c'est-à-dire diminution du pitting et usure relativement élevée. L'usure 
naissante s'intensifie clairement en raison de la taille considérablement réduite de la zone 
d’engrènement. La surface détruite par le pitting devient plus petite. 
 
La méthode de calcul proposée par Rank [157] est valable pour une portée de contact pleine. 
Bouché [161] a découvert une bonne corrélation entre les valeurs de pression hertzienne 
maximales et la localisation du pitting. Octrue [156] affirme également cette corrélation en se 
basant sur sa méthode de calcul (voir Figure I.37). 
 
 

  
 

Le pitting sur la roue après 6863 heures Distribution des pressions sur le flanc de la 
roue 

Figure I.37 : Corrélation entre l’emplacement de pitting et les pressions maximales 
[156] 

 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI037/these.pdf 
© [D. Jbily], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



 

68 / 203 

Stahl et al. [159] ont présenté une nouvelle méthode de calcul de la durée de vie au regard du 
pitting (nombre de cycles jusqu’à la première apparition du pitting) des engrenages roues et vis 
sans fin. Cette méthode est basée sur des investigations expérimentales et théoriques du contact 
des dents. Elle peut également être utilisée pour des portées de contact incomplètes. L’équation 
(I.31) décrit la cohérence fonctionnelle entre les contraintes alternées NLI jusqu’à atteindre le 
critère Ap10 = 2% et la pression hertzienne moyenne σHm calculée pour une roue en bronze 
CuSn12Ni2-C-GZ lubrifiée avec huile polyglycol. 
 

 
(I.31) 

 
 
Ils montrent aussi que le pitting commence sur le flanc de la roue, à l’endroit où la contrainte 
hertzienne est maximale et continue d’augmenter vers l’entrée du contact durant la poursuite 
du fonctionnement. Selon le type de flanc et le rapport de réduction, le pitting peut être 
positionné à différents endroits, comme présenté sur la Figure I.38, le pitting se produit dans le 
pied de dent avec flanc de type C et, avec flanc de type I, sur le côté de sortie. Si le pitting était 
dû à des zones défectueuses dans le bronze, sa situation serait, dans une certaine mesure, 
statistiquement distribuée aléatoirement sur les dents de la roue.   
 

 
 

Figure I.38 : Emplacement du pitting en fonction du type de flanc [159] 
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5. Travaux expérimentaux 
 
Dans les méthodes de calcul des engrenages à roue et vis tangentes, le paramétrage des 
matériaux est souvent très empirique et tout particulièrement en ce qui concerne les bronzes. 
En effet, la composition chimique et la structure métallurgique de ces matériaux ont une grande 
influence sur la tenue de l'engrenage. 
 
Des essais sur le bronze ont été réalisés au CETIM sur un simulateur à disque/galet pour 
connaître les limites d'endurance à la pression superficielle de différentes nuances de bronze 
utilisées dans les engrenages roue et vis afin de mieux les dimensionner. 
 
La caractérisation des essais est l'écaillage du galet. Lorsque l’écaillage se produit, le nombre 
de cycles et la pression de contact appliquée sont notés.  
 
Par exemple, la courbe Pression-Endurance obtenue pour le bronze (utilisée pour la roue dans 
les travaux de M.Octrue [156]) est illustrée dans la Figure I.39. 
 
 

 
 

Figure I.39 : Courbe Pression-Endurance obtenue pour le bronze [160] 
 
D’autres travaux expérimentaux existent pour valider des modèles d’usure ou pour étudier 
l’influence de certains paramètres sur l’usure et le pitting de la roue. 
 
Dans ses travaux déjà présentés précédemment, Sharif et al. [121] effectue des tests d'endurance 
sur des engrenages roues et vis sans fin pour valider son modèle d’usure. La Figure I.41 montre 
deux dents où la roue est représentée avec les sommets des dents orientés vers le bas. Les 
engrenages ont été soumis à 1200 heures d'essai dans un test d'usure accélérée à 180% de 
surcharge. La zone d’usure la plus grande est identifiée. Elle correspond qualitativement à celle 
issue des calculs telle qu'illustrée sur la Figure I.40. 
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Figure I.40 : Usure cumulée/µm lorsque la 

matière totale enlevée est 2,2 mm3 [121] 
Figure I.41 : Photo d'une dent de la 
roue issue d’un essai d’endurance 

[121] 
 
Höhn et al. [162] fournissent des résultats expérimentaux sur l’influence de différents 
paramètres comme : le lubrifiant, les données géométriques et les conditions de fonctionnement 
sur le taux d’usure (abrasive) dans les engrenages roues et vis sans fin. Les tests ont été 
effectués sur trois différents bancs d'essai, avec des entraxes de 65, 100 et 160 mm. La perte de 
masse par usure abrasive dans ces différents tests est déterminée. Les taux d’usure pour 
différents lubrifiants sont présentés en fonction du couple de sortie. La Figure I.42 montre 
qu’avec l'augmentation du couple de sortie, les taux d'usure tendent vers les valeurs plus élevées 
pour chaque type de lubrification. 
De plus, la lubrification avec une huile polyglycol conduit à des taux d'usure très faibles par 
rapport à la lubrification avec des huiles minérales. La viscosité du lubrifiant est seulement 
importante pour les huiles minérales et les faibles viscosités de l'huile tendent au taux d'usure 
plus élevé. 
L’usure abrasive de l’ensemble des engrenages avec différents entraxes est présentée en 
fonction de la vitesse de rotation de la vis 𝑝𝑝1. Le couple de sortie est réglé au couple nominal 
pour chaque entraxe. La Figure I.43 montre que pour tous les entraxes à basses vitesses de 
rotation, les taux d'usure tendent vers des valeurs légèrement plus élevées avec une vitesse 
croissante. À hautes vitesses de rotation, les taux d'usure diminuent. Parce que les zones de 
flanc sont plus grandes, les taux d'usure sont plus élevés pour les engrenages ayant des entraxes 
plus grands. 
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Figure I.42 : Usure abrasive en fonction du couple de sortie T2 (engrenage avec entraxe 
a=160mm, ratio=20, n1=500 min-1) [162] 

 
 

 
Figure I.43 : Usure abrasive en fonction de la vitesse n1 (engrenages avec différents 

entraxes) [162] 
 
D’autres travaux expérimentaux sont menés par Höhn et al. [163] sur les engrenages roues et 
vis sans fin avec différents profils, pour étudier l'influence des paramètres de profil et la dureté 
de surface sur la capacité de charge et la croissance du pitting. Les roues sont fabriquées en 
bronze centrifugé. 
Une équation a été déduite des essais (facteur 𝑊𝑊𝑤𝑤) pour calculer l’augmentation de l’usure due 
à la diminution de la dureté de surface. 
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  𝑊𝑊𝑤𝑤 = 10.5
HRC−51.5

     
avec :  𝑊𝑊𝑤𝑤  usure relative due à la dureté de surface, HRC dureté de surface (Rockwell C). 
Les résultats expérimentaux et issus de l'équation proposée sont présentés sur le schéma de la 
Figure I.44. Pour les engrenages étudiés, la diminution de la dureté de surface de la vis HRC 
54 entraîne une augmentation de l'usure de quatre fois supérieure à celui d'une dureté de surface 
HRC 62.  
 
 

 
 

Figure I.44 : Augmentation de l’usure due à la diminutation de dureté [163] 
 
En ce qui concerne la progression du pitting pour les engrenages testés, le pitting maximum est 
observé entre 8 et 10.106 cycles sur la roue. Il est obtenu avec l’engrenage de profil C. La 
progression du pitting ne dépend pas de la dureté de surface de la vis (Figure I.45)  
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Figure I.45 : Dommage par pitting obtenu par test d'endurance [163] 
 
Ya-xiong et al. [164] ont étudié l’usure de l’engrenage roue et vis en analysant la forme de la 
surface du flanc des dents de la roue. Une série d'essais de fatigue de contact a été réalisée sur 
un banc d’essai contrôlé, en utilisant une méthode incrémentale de l'augmentation de la charge. 
Pendant l'essai, le flanc de la vis achève 2.2 x 107 cycles et le flanc de dent de la roue 1,1 x 106 
cycles. Dans cet article, les auteurs discutent de l'ensemble du processus de l'apparition et du 
développement de fissures de surface, ainsi que de la fatigue. Par exemple ils constatent 
l’apparition de microfissures sur le flanc de la roue après 2 x 105 cycles (Figure I.46). 
 

 
Figure I.46 : Microfissures sur le flanc de la dent (x 130).  

Charge : 250 kg.m après 2 x 105 cycles [164] 
Octrue [156] a effectué plusieurs tests d'endurance sur les engrenages à vis sans fin. Ces tests 
étaient de longue durée afin d'atteindre un nombre de cycles significatifs et de fournir des 
données pertinentes sur le comportement des surfaces des dents. Pour atteindre cet objectif, 
trois bancs d’essai ont été conçus et développés pour tester les réducteurs à vis sans fin. 
Les résultats de mesure de l’usure sont présentés comme son évolution (interprétée comme une 
augmentation du jeu) en fonction de nombre de cycles de fonctionnement de la roue. Plusieurs 
courbes sont tracées. Chaque courbe correspond à des conditions de fonctionnement 
spécifiques en terme de vitesse de rotation de la vis 𝑝𝑝1 et du couple appliqué sur la roue 𝐶𝐶2 
(Figure I.47).  
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Figure I.47 : Evolution de l'usure en fonction du nombre de cycles [156] 

 
Les essais montrent que le comportement des engrenages change en fonction des conditions de 
fonctionnement et que les phénomènes de pitting et d’usure abrasive sont couplés. 
 
 
 

 
 

a) Engrenage après 2323 heures b) Engrenage après 4477 heures 

  
c) Engrenage après 6863 heures d) Engrenage après 7898 heures 

Figure I.48 : L'évolution d'un même flanc de dent pendant le test [156] 
 
 
Sur chaque courbe, la partie horizontale correspond au phénomène de pitting où il n’y a pas 
d’usure : c’est le temps de l'incubation, pendant laquelle les pressions de contact initient des 
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fissures à travers la sous-couche des flancs des dents de la roue. Lorsque ces fissures atteignent 
la surface, des écailles sont enlevées, laissant de petits trous sur la surface. La partie inclinée 
de courbe correspond au phénomène d’usure abrasive qui évolue de manière quasi-linéaire. 
Ces deux phénomènes de pitting et d’usure s’alternent et évoluent continuellement. 
Les figures suivantes (Figure I.48 _a, Figure I.48_b, Figure I.48_c, Figure I.48_d) présentent 
l'évolution d'un même flanc de dent, pendant le processus de test.  
 
Notons que les résultats du modèle développé dans le cadre de cette thèse, seront comparés 
avec les résultats expérimentaux obtenus sur les bancs d'essais par Octrue [156], afin de valider 
le modèle numérique.    
 
Geuß [158] a effectué des essais pour déterminer l’influence de la contamination de l’huile par 
l’eau sur la résistance de la surface au pitting dans les engrenages roues et vis sans fin.  
Le premier essai a été réalisé pour une contamination de l’huile par 1% d’eau sur une durée de 
1000h, soient 4.4 millions de cycles. Il constate que la surface de pitting augmente jusqu’à la 
fin de l’essai.  Les photographies suivantes (Figure I.49) montrent la dent la plus affectée (la 
dent 26 à gauche) par le pitting et une dent affectée moyennement (la dent 3 à droite). Les 
photographies du haut ont été prises après 400h de chargement, celles en dessous après 1000h. 
Les écailles apparaissent du côté de l’entrée du contact puis se répartissent sur toute la dent.  
 

 
 

Figure I.49 : Endommagement des dents de la roue [158]  
 
Geuß [158] a réalisé un autre essai pour déterminer la résistance des dents de la roue au pitting 
pour une contamination de l’huile par 2.5% d’eau sur une durée de 2200h, soient 9.7 millions 
de cycles. 
Il constate que la surface de pitting croît à partir de 400h (1.8 millions de cycles) puis diminue 
fortement à partir de 1200h (5.3 millions de cycles) à la transition en usure.  
 
Les photographies suivantes (Figure I.50) montrent la dent la plus affectée (à gauche) et une 
dent avec une surface moyennement affectée (droite) après 1200h. Dans ce cas, la dent numéro 
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30 est observée sur la gauche et la dent numéro 14 à droite.  Les photographies du dessus ont 
eu lieu après 400h de fonctionnement et donc juste après l’apparition des premières écailles. 
Les photographies centrales justes après la fin de croissance des écailles (1200h) et les deux 
dernières photographies (en bas) après 2200h, soit après la phase d’usure.  
Après 400h, les premières écailles apparaissent sur la dent 30.  Les plus grandes écailles sont 
observées après 1200h. Dans ce cas, Apmax, qui correspond à la surface de pitting sur la dent 
la plus abimée par le pitting, atteint 37%. Après 1200h, Apmax diminue constamment. Après 
1200h, cette surface n’est plus que de 4.6% pour la dent 30. Les deux dernières photographies 
montrent clairement des stries sur la surface de la dent, annonçant une surface usée. 

Figure I.50 : Endommagement des dents de la roue [158]  
 
La Figure I.51 montre les flancs (devant et derrière) de la vis. Les photographies ont été 
réalisées environ 10h après la fin de l’essai. Des traces de corrosion sont clairement 
discernables sur les filets de la vis. Elles montrent une corrosion surfacique ainsi que des 
« cicatrices de corrosion ». La face arrière de la vis est moins affectée.  
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Figure I.51 : Les filets de la vis après la fin de l'essai [158] 
 
La progression de la corrosion des flancs actifs et donc la dégradation associée de la qualité de 
la surface ont favorisé l’accroissement de l’usure et donc le passage de la phase de croissance 
des écailles à la phase d’usure.  
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6. Conclusion 
 
Au cours de cette revue bibliographique, la plupart des aspects liés aux engrenages roues et vis 
sans fin ont été passés en revue.  
 
En ce qui concerne la modélisation du comportement sous charge, les méthodes totalement 
analytiques sont peu précises, car elles ne permettent pas de prendre en compte des géométries 
complexes, tels que la présence des arbres ou des voiles. Une étude complète par Éléments 
Finis est très précise, mais elle demande des temps de calculs trop élevés. Une meilleure 
approche est une modélisation mixte, qui utilise les Éléments Finis pour prendre en compte la 
flexion des dents ainsi que leur environnement, et la théorie de Boussinesq pour prendre en 
compte les déformations de contact. Ceci semble un excellent compromis entre précision et 
temps de calcul raisonnable.  
 
Dans les engrenages roues et vis sans fin, les limitations de charge les plus courantes sont liées 
au pitting et à l’usure des flancs de la roue. Il existe une dépendance entre ces deux types de 
défaillance : par exemple la progression du pitting sur le flanc de la dent peut être stoppée par 
une usure accrue. 
 
La littérature concernant la modélisation et l’analyse de l’usure abrasive et du pitting en régime 
quasi-statique sur les dents dans les engrenages roues et vis sans fin n’est pas riche, 
contrairement aux engrenages classiques possédant une géométrie et un engrènement simples.  
Dans la majorité des cas d’étude de l’usure, des éléments mécaniques tels que les engrenages, 
la loi d’usure abrasive proposée par Archard est utilisée, du fait de sa simplicité et de sa validité.  
 
L’usure varie en fonction du régime de lubrification. Il est donc nécessaire de prendre en 
compte l’influence de la lubrification. 
 
Le développement complet de la modélisation du comportement sous charge des engrenages 
roues et vis sans fin avec une roue en bronze et une vis en acier fait l'objet du chapitre suivant.  
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Modèle de partage de charge pour 
engrenages roues et vis tangentes 

 

1. Introduction 
 
L’objectif de la détermination du partage de charge des engrenages roues et vis sans fin, lorsque 
la roue est en bronze, matériau souple par rapport à l’acier de la vis, est d’étudier leur capacité 
de charge, en prenant en compte à la fois les effets de flexion globale des deux corps et de leurs 
supports et les déformations de surface au niveau du contact. Les différentes étapes du modèle 
numérique sont indiquées sur la Figure II.1.  Ce processus développé par le laboratoire 
LaMCoS a déjà été utilisé et validé par de nombreux auteurs sur diverses géométries 
d’engrenages comme les engrenages cylindriques avec les travaux de De Vaujany [24] [25], 
Olakorédé [20], Kim [26], les engrenages faces par Jacquin [53], les engrenages spiro-coniques 
par Icard [57] et Teixeira Alves [54], les engrenages roues et vis avec une roue en nylon par 
Hiltcher [39] et les engrenages pignon-crémaillères par De Vaujany et Guingand [165]. 
Récemment, il a été aussi adapté pour les engrenages cylindriques en polyamide par Letzelter 
[41] et Cathelin [42]. 
Notons que le modèle développé dans le cadre de cette étude est basé sur les travaux de Hiltcher 
[39], portant sur le comportement mécanique des engrenages roues et vis sans fin dans le cas 
où la vis est en acier et la roue est usinée dans un matériau viscoélastique. Dans son modèle, la 
viscoélasticité de la roue est prise en compte et la vis est considérée infiniment rigide 
(indéformable) par rapport à la roue et donc ses déformations sont négligées. En plus, son 
modèle utilise un maillage global sur la totalité de la surface active de la dent.  
Le processus est divisé en trois étapes :  

 
Figure II.1 : Processus de calcul de la répartition des charges 
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Dans la première étape, la géométrie précise des dents de la roue et des filets de la vis est 
obtenue en simulant la fabrication de ces engrenages. 
 
La deuxième étape du processus est la simulation de la cinématique à vide. Celle-ci fournit les 
zones de contact potentiel sur les flancs de denture et l’erreur cinématique à vide. 
 
Comme la nature du matériau utilisé n’a aucune incidence sur les résultats de ces deux 
premières étapes, celles-ci sont identiques au modèle d’Hiltcher pour le cas de la roue en 
plastique. La modélisation de ces deux étapes du processus n’est pas détaillée dans cette étude, 
mais leurs résultats seront présentés plus tard dans ce chapitre. 
 
La dernière étape du processus est le calcul des répartitions des charges instantanées. L’objectif 
est de prévoir, lorsqu’un couple est appliqué à l’organe moteur et pour chaque position 
cinématique, les pressions de contact instantanées le long des flancs de toutes les dents 
simultanément en contact. 
 
Cette étape est adaptée au cas d’un contact élastique (vis en acier et roue en bronze). Tout ce 
qui concerne la viscoélasticité du plastique a été supprimé. De plus, la vis n’est plus considérée 
comme un solide rigide indéformable et donc ses déformations de contact et de flexion ont été 
prises en compte dans le modèle pour résoudre le partage des charges.  
Par ailleurs, dans le modèle viscoélastique, il était nécessaire de connaître l’historique des 
déplacements. Par conséquent le maillage devait être identique pour toutes les positions 
cinématiques étudiées. Cette contrainte obligeait la réalisation d’un maillage global surfacique 
sur la surface active de la dent. Dans le modèle où la roue est en bronze, deux matériaux 
élastiques sont en contact (acier/bronze), le maillage sera limité à une zone restreinte de la dent.  
Ceci permet d’une part une meilleure précision des calculs et d’autre part de réduire les temps 
de calcul. Cette étape sera largement détaillée par la suite. 
Une fois cette distribution des charges connue, le modèle devra fournir dans un temps de calcul 
raisonnable plusieurs résultats, tels que les pressions instantanées de contact, l’erreur de 
transmission, la raideur d'engrènement … 
  

2. Partage des charges 
 
Comme déjà montré dans le chapitre bibliographique, le partage des charges peut être réalisé 
de nombreuses manières. Toutefois, il en est ressorti qu’une modélisation mixte par Éléments 
Finis combinée avec la théorie de Boussinesq était la plus adaptée, car elle peut prendre en 
compte des géométries assez générales dans leur environnement, tout en proposant des temps 
de calcul raisonnables.  
 
Cette modélisation est basée sur la résolution de l’équation de compatibilité des déplacements. 
Celle-ci prend en compte à la fois les déformations globales de flexion et les déformations de 
surface au niveau du contact par la méthode des coefficients d’influence. Ces derniers sont 
obtenus par une modélisation du comportement élastique et avec un modèle de contact. Pour 
une modélisation optimale, les effets de flexion et de contact ont été séparés (Hiltcher [39], 
Jacquin [53], Sainsot [166]). L’effet de flexion des corps est calculé grâce à une modélisation 
par Éléments Finis et des fonctions d’interpolation, alors que l’effet de contact est déterminé 
par une approche locale. Cette approche est basée sur une discrétisation de la zone de contact 
à travers la théorie de Boussinesq. 
Le calcul du partage des charges est effectué pour plusieurs positions cinématiques et en 
prenant en compte toutes les dents participant simultanément à l’engrènement. 
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 Résolution de l’équation de compatibilité des déplacements 
 

 
 
Le problème de la répartition des charges est avant tout un problème de contact entre deux 
corps. Ce problème est un problème classique de la mécanique des contacts. L'idée de base 
pour sa résolution est d'éviter l'interpénétration des deux corps en présence, tout en respectant 
le principe de l'énergie potentielle minimum. 
  
Il est impossible de résoudre le problème de multi-contacts de manière analytique. Il est alors 
nécessaire de discrétiser la surface de denture par un maillage de la zone potentielle de contact 
pour chaque position cinématique 𝜃𝜃2 ∈ �0,𝑁𝑁𝑝𝑝�  (où  𝑁𝑁𝑝𝑝  est le nombre de positions 
cinématiques étudiées) et en prenant en compte toutes les dents simultanément en contact 
(Figure II.2). Ce maillage est défini à partir de la géométrie et de la cinématique à vide. Il 
contient N rectangles de taille constante. Sur chaque rectangle, la distribution de pression est 
considérée constante et uniforme. De plus, ce maillage est « glissé », puisqu’il suit la ligne de 
contact potentielle (Figure II.3). 
 

 

Vis

Roue
θ2

n°-2

n°-1
n°0 n°1

n°2

 
 

 

 
 

Figure II.2 : Étude sur cinq dents      Figure II.3 : Maillage local 
 
Sur la zone de contact potentiel, la répartition des charges adéquate est recherchée de manière 
qu’elle satisfasse l’équation de compatibilité des déplacements en tout point des deux corps 
solides. 
  
Dans la zone de contact, les conditions de contact peuvent s’écrire de la manière suivante (II.1) : 
 

� 𝑦𝑦𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑈𝑈1𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑈𝑈2𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 0 
𝑝𝑝𝑖𝑖 ≥ 0

 

 

(II.1) 

Hors de la zone de contact, les conditions de contact peuvent s’écrire avec les relations (II.2) : 
 
          

�   𝑦𝑦𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑈𝑈1𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑈𝑈2𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 ≥ 0 
𝑝𝑝𝑖𝑖 = 0

                                   

 

 
(II.2)  
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Où  ip est la pression au point i, a n g
iy  est l’écart final entre les surfaces des dents de la roue 

et des filets de la vis sous charge ; il est déduit des déplacements angulaires (1
a n g
iU , 2

a n g
iU ) 

des corps 1 et 2 au point i autour de l’axe de la roue, de l’écart initial au point i ( a n g
ie i ) et 

du rapprochement global des surfaces en contact (angα ). Ces grandeurs sont schématisées sur la 
Figure II.4. 
 
 

a)  Contact à vide b) Déplacements et écarts 
sous charge 

c)  Contact sous charge après 
recalage 

 

 

 

 

Figure II.4 : Définition des écarts et déplacements 

 
En supposant que les pressions et les écarts soient constants sur chaque carreau du maillage, en 
combinant (II.1) et (II.2), il est possible d’écrire l’équation de compatibilité des déplacements 
sous la forme suivante (II.3) : 
  
 ��	. (n����� + n����� + 7o���� − ����) = 0				, ∀	o ∈ ¡1, ;¢ 
 

 
(II.3)  

 
Où ; est le nombre de surfaces rectangulaires considérées. 
La répartition des charges doit maintenir l'équilibre du système. Par conséquent, les pressions 
de contact doivent équilibrer le couple moteur : 
 

£	��	. (�
�¤� r¥===> ∧ �==>�)e. �� =	�&:��§� 

(II.4)  

 

Où Cmoteur est le couple sur la vis, in
r

 est la direction de pression normale aux surfaces en 

contact, is  est la petite surface rectangulaire autour du point i, iM
r

 le vecteur définissant ce 

point dans le repère de la vis. 
 

 
 
Afin de résoudre le problème de la répartition des charges, il est nécessaire de calculer le 
déplacement Ui dépendant de la pression. Dans le cas de matériaux élastiques, il est possible 
d'écrire une relation qui relie le déplacement et la pression du corps k sous la forme de 
coefficients d'influence (II.5) :  
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𝑈𝑈𝑘𝑘𝑖𝑖 = �𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘 .𝑝𝑝𝑖𝑖

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

 

 
(II.5) 

 
Où 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘  sont les coefficients d’influence du corps k. 
Pour les deux corps 1 et 2 (vis et roue) : 
 
𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖1 + 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖2  (II.6) 

 
Il vient alors : 

 

𝑈𝑈1𝑖𝑖 + 𝑈𝑈2𝑖𝑖 = �𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖.𝑝𝑝𝑖𝑖

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

 

 
(II.7) 

 

La distance entre les deux corps au point i après chargement  𝑦𝑦𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 peut s’écrire sous la forme 

suivante (II.8) : 
 

 𝑦𝑦𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑈𝑈1𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑈𝑈2𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 =  
𝑈𝑈1𝑖𝑖 + 𝑈𝑈2𝑖𝑖

𝑅𝑅𝑖𝑖
 + 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎      = 

                                                       
� 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖.𝑝𝑝𝑖𝑖

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

𝑅𝑅𝑖𝑖
+ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  
 

 
 

(II.8) 

 

Où 𝑅𝑅𝑖𝑖   (Annexe 1) est le rapport permettant de passer d’une distance linéaire au point i, à une 
distance angulaire autour de l’axe de rotation de la roue. 
 

Le système peut alors s’écrire ainsi : 
 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

 𝑦𝑦𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 =

� 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 .𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

𝑅𝑅𝑖𝑖
+ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎      ∀ 𝑖𝑖 ∈ [1,𝑁𝑁]

�  𝑝𝑝𝑖𝑖 . (
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

𝑝𝑝𝚤𝚤���⃗ ∧ 𝑀𝑀��⃗ 𝑖𝑖)𝑥𝑥. 𝑠𝑠𝑖𝑖 =  𝐶𝐶𝑚𝑚𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑚𝑚𝑎𝑎

 

 

 
 
 

(II.9) 

 
Le problème exprimé ici possède N+1 équations (N conditions de compatibilité des 
déplacements et une condition sur le couple total), avec 2N+1 inconnues : 
 
 𝑝𝑝𝑖𝑖                        N inconnues 
 𝑦𝑦𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

                N inconnues 
𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎           1 inconnue 
 
 
 
 
 
 
 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI037/these.pdf 
© [D. Jbily], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



 

84 / 203 

 
 
 

 
 
En posant  𝑒𝑒𝑓𝑓𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 =  𝑦𝑦𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 , le problème peut alors s'écrire : 

  
 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧� 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖.𝑝𝑝𝑖𝑖

𝑁𝑁 

𝑖𝑖=1

𝑅𝑅𝑖𝑖
+ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑒𝑒𝑓𝑓𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎   𝑖𝑖 ∈ [1,𝑁𝑁] 

�  𝑝𝑝𝑖𝑖 . (
𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

𝑝𝑝𝚤𝚤���⃗ ∧ 𝑀𝑀��⃗ 𝑖𝑖)𝑥𝑥. 𝑠𝑠𝑖𝑖 =  𝐶𝐶𝑚𝑚𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑚𝑚𝑎𝑎

𝑝𝑝𝑖𝑖�𝑒𝑒𝑓𝑓𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎� = 0

 

 

 
 
 

(II.10) 

 
Avec les paramètres   𝑝𝑝𝑖𝑖 ,  𝑒𝑒𝑓𝑓𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
 et 𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  comme inconnues. Le problème défini possède 

maintenant 2N+1 équations avec 2N+1 inconnues. 
   
Il peut être réduit par : 
 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧ �  𝑝𝑝𝑖𝑖 . (

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

𝑝𝑝𝚤𝚤���⃗ ∧ 𝑀𝑀��⃗ 𝑖𝑖)𝑥𝑥. 𝑠𝑠𝑖𝑖 =  𝐶𝐶𝑚𝑚𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑚𝑚𝑎𝑎

𝑝𝑝𝑖𝑖

⎝

⎜
⎛� 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 .𝑝𝑝𝑖𝑖

𝑁𝑁 

𝑖𝑖=1

𝑅𝑅𝑖𝑖
+ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

⎠

⎟
⎞

= 𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 .  𝑝𝑝𝑖𝑖

 

 

 
 

 
(II.11) 

 
 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧�  𝑝𝑝𝑖𝑖 . (

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

𝑝𝑝𝚤𝚤���⃗ ∧ 𝑀𝑀��⃗ 𝑖𝑖)𝑥𝑥. 𝑠𝑠𝑖𝑖 =  𝐶𝐶𝑚𝑚𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑚𝑚𝑎𝑎

𝑝𝑝𝑖𝑖 =
𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎.𝑝𝑝𝑖𝑖

� 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖.𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑁𝑁 

𝑖𝑖=1
𝑅𝑅𝑖𝑖

+ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

 

 

 
 
 

(II.12) 
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⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎.�

 𝑝𝑝𝑖𝑖 𝑠𝑠𝑖𝑖. (𝑝𝑝𝚤𝚤���⃗ ∧ 𝑀𝑀��⃗ 𝑖𝑖)𝑥𝑥

� 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖.𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑁𝑁 

𝑖𝑖=1
𝑅𝑅𝑖𝑖

+ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

=  𝐶𝐶𝑚𝑚𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑚𝑚𝑎𝑎

𝑝𝑝𝑖𝑖 =
𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎.𝑝𝑝𝑖𝑖

� 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖.𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑁𝑁 

𝑖𝑖=1
𝑅𝑅𝑖𝑖

+ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

 

 

 
 
 
 

(II.13) 

  
  

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 =  

𝐶𝐶𝑚𝑚𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑚𝑚𝑎𝑎

�  𝑝𝑝𝑖𝑖 𝑠𝑠𝑖𝑖. (𝑝𝑝𝚤𝚤���⃗ ∧ 𝑀𝑀��⃗ 𝑖𝑖)𝑥𝑥

� 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖.𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑁𝑁 

𝑖𝑖=1
𝑅𝑅𝑖𝑖

+ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

𝑝𝑝𝑖𝑖 =
𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎.𝑝𝑝𝑖𝑖

� 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖. 𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑁𝑁 

𝑖𝑖=1
𝑅𝑅𝑖𝑖

+ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

 

 

 
 
 
 
 

   (II.14) 

 
Par la suite, nous rapportons la relation de 𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 dans la deuxième égalité de (II.14). Ainsi nous 
pouvons calculer les inconnues  𝑝𝑝𝑖𝑖 (II.15) : 
 

𝑝𝑝𝑖𝑖 =
𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎.𝑝𝑝𝑖𝑖

� 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖.𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑁𝑁 

𝑖𝑖=1
𝑅𝑅𝑖𝑖

+ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

=
𝐶𝐶𝑚𝑚𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑚𝑚𝑎𝑎

�  𝑝𝑝𝑖𝑖 𝑠𝑠𝑖𝑖. (𝑝𝑝𝚤𝚤���⃗ ∧ 𝑀𝑀��⃗ 𝑖𝑖)𝑥𝑥

� 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖. 𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑁𝑁 

𝑖𝑖=1
𝑅𝑅𝑖𝑖

+ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑁𝑁

𝑖𝑖=1

𝑝𝑝𝑖𝑖

� 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 .𝑝𝑝𝑖𝑖
𝑁𝑁 

𝑖𝑖=1
𝑅𝑅𝑖𝑖

+ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

 

 

(II.15) 

Ou bien sous forme matricielle : 
 
[𝑃𝑃] = 𝐹𝐹([𝑃𝑃]) 
 

 
(II.16) 

Qui peut être résolu par une méthode numérique itérative de la forme : 
 

[𝑃𝑃]𝑘𝑘+1 = 𝐹𝐹([𝑃𝑃]𝑘𝑘) 
 

(II.17) 

 
Où [𝑃𝑃]𝑘𝑘 est le vecteur des pressions à l'itération k. 
 
La méthode du point fixe a été utilisée. Elle est basée sur la convergence du rapprochement 
global des corps : 𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  , ce qui signifie que les écarts finaux 𝑒𝑒𝑓𝑓𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  sont constants dans le 
contact. 
L’organigramme de cette méthode est présenté sur la Figure II.5. 
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Figure II.5 : Algorithme de résolution de la répartition des charges 
 
 
 
 
 
 

Redéfinition 
des pressions 

Condition de 
convergence 

Rapprochement 
des corps 

𝑝𝑝𝑖𝑖 =
𝑝𝑝𝑖𝑖

𝑒𝑒𝑓𝑓𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 

 

 

𝑟𝑟 =
𝐶𝐶𝑚𝑚𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑚𝑚𝑎𝑎

∑  𝑝𝑝𝑖𝑖 . (𝑁𝑁
𝑖𝑖=1 𝑝𝑝𝚤𝚤���⃗ ∧ 𝑀𝑀��⃗ 𝑖𝑖)𝑥𝑥. 𝑠𝑠𝑖𝑖

 

 

�𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 .𝑝𝑝𝑖𝑖

𝑁𝑁 

𝑖𝑖=1

+ 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑒𝑒𝑓𝑓𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 

 

( )
( )

max

min

max

min

ang ang
i

ang ang
i

ef ef

ef ef

=

=

max min
ang angef ef eps− ≤

max min

2

ang ang
ang ef efα +

=

Fin

Oui 

Non 

Initialisation 

𝑝𝑝𝑖𝑖 = 𝑟𝑟.𝑝𝑝𝑖𝑖  
 

𝑝𝑝𝑖𝑖 = 1 
  

𝑒𝑒𝑓𝑓𝑖𝑖
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 
 
 

Calcul des 
écarts 

Équilibrage 
du couple 
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 Définition des coefficients d’influence 
 
Le coefficient d'influence Cij correspond au déplacement du point i dû à une pression unitaire 
autour du point j. 
Ces coefficients d’influence prennent en compte à la fois les effets de flexion des corps et les 
effets de surface. Ces deux effets étant considérés découplés, la matrice des coefficients 
d’influence peut être décomposée en trois sous matrices : une pour la déformation des surfaces 

s
ijC   et deux pour la flexion de la vis Vf

ijC  et de la roue Rf
ijC , comme présenté dans l’équation 

(II.18). 
 

 
(II.18) 

  

 
 
L’équation de Boussinesq [55] est utilisée pour calculer les coefficients d’influence de contact 
(Annexe 2). Ils sont composés de deux parties : la première partie due au déplacement normal 
de contact  𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎   et la seconde due au déplacement tangentiel de contact 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜌𝜌. 
 
 

 

 
 

(II.19) 

Où n est la direction de pression. 1 2,ν ν  sont respectivement les coefficients de Poisson de la 

vis et de la roue, et 1 2,E E  les modules d’Young de la vis et de la roue. 𝜌𝜌 ���⃗  est le vecteur reliant 
le point d’application de l’effort Mj et le point de mesure du déplacement Mi. 
Le calcul des coefficients d’influence nécessite l’intégration des coefficients d’influence de 
contact sur la surface d’une maille.  
La maille j est une maille rectangulaire de côtés υd2 , ζd2 , définie dans le plan normal à  jn . 
L’intégration nécessite alors l’utilisation d’un repère local lié à la maille (Figure II.6). L’origine 
de ce repère est positionnée au centre de la maille jM . L’un des axes est défini selon la direction 

de la pression jn ,  les deux autres axes, jυ


  sont tangents  et jζ


 complémentaire. 
 

n

ζ υ

 
Figure II.6 : Création d’un repère local 

s Vf Rf
ij ij ij ijC C C C= + +
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Les résultats de Kalker [45] nous permettent d’écrire les coefficients d’influence de contact 
selon les équations (II.20) à (II.22). 
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0=

ρ

ijC                              si   ji =  (II.22) 

 
                                                        
                                                              

 
 
Les coefficients d’influence de flexion sont calculés avec une modélisation par Éléments Finis 
standard. En effet, il est très difficile d’avoir une expression analytique pour des formes de 
jante complexes, ou la prise en compte des arbres ou des paliers par exemple. Afin de diminuer 
significativement le temps de calcul, la détermination des coefficients d’influence ne sera pas 
réalisée pour chaque position cinématique, ni pour tous les points potentiels de contact qui 
peuvent être nombreux. Le calcul est effectué une seule fois sur un nombre restreint de points, 
bien choisis le long du flanc de denture. À partir de ces résultats, il sera possible de déterminer 
par interpolation les coefficients d’influence de flexion pour tous les points potentiels de 
contact et pour chacune des positions cinématiques, sans avoir à refaire des calculs Éléments 
Finis. 
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Le calcul des coefficients d’influence sera donc effectué que sur un nombre restreint de points, 
bien répartis sur les dents. Sur chacune des trois dents, un nombre identique de points sera 
affecté, régulièrement espacés selon la largeur et la hauteur de la denture comme le montre la 
Figure II.7.  
 

 

 
 
 
 

 

 

Figure II.7 : Distribution des points sur la vis et la roue 
 
Vis : 
 

- Selon la hauteur de filet : les points sont répartis selon le rayon r variant de (Rf1+0.1*H) 
à (Ra1 -0.1*H). Avec : Ra1, Rf1 rayon de tête et de pied de la vis et H la hauteur du filet. 
Une marge de 10% est considérée selon la hauteur de filet afin que les points ne soient 
pas exactement en tête ou en pied du filet. 

 
- Selon la largeur de filet : les points sont répartis selon l’angle θ  variant de : - 𝜃𝜃𝑚𝑚 à  +𝜃𝜃𝑚𝑚, 

𝜃𝜃𝑚𝑚  étant défini sur la Figure II.8. Cet angle détermine la zone de contact potentiel, 
délimitée par le rayon de tête de la vis, le rayon extérieur de la roue et les bords de la 
roue. 

 

𝜃𝜃𝑚𝑚 = tan (
0.5 ∗ 𝑙𝑙2
𝑎𝑎 − 𝑟𝑟𝑎𝑎2

) 

 

 
(II.23) 

Où a est l’entraxe, b2 la largeur de denture et re2 le rayon extérieur de la roue. 

Z 

Y 

θ r 
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Figure II.8 : Définition de l’angle θm 
 
Roue : 
 

- Selon la hauteur de la dent : les points sont répartis selon le rayon variant de (Rf2) à 
(Ra2). Avec : Ra2, Rf2 rayons de tête et de pied de la roue. 

- Selon la largeur de la dent : les points sont répartis selon z variant de (-0.5*b2) à 
(+0.5*b2). 

La vis et la roue ainsi que les points définis précédemment sont générés automatiquement dans 
un logiciel de CAO standard à l’aide d’une macro-commande. 
 

 
 
Des efforts unitaires sont successivement appliqués sur les points de la dent centrale, et pour 
chaque effort appliqué, les déplacements sont mesurés sur chacun des points des trois dents 
(Figure II.9). 
 

 
Figure II.9: Distribution des points sur les filets de la vis 
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Lors d’un calcul Élément Finis classique, les déplacements calculés prennent en compte à la 
fois les effets de flexion, les déformations de surface ainsi que les effets dus au maillage, qui 
se déforme autour du point d’application de la charge. Afin d’obtenir uniquement les effets dus 
à la flexion (des dents et leur support), Sainsot [166] propose d'effectuer le calcul en deux étapes 
successives avec des conditions aux limites différentes (Figure II.10) :     

- Premier calcul avec le flanc anti-homologue au contact libre, ce qui permet d'obtenir le 
déplacement dû à la conjugaison de tous les effets cités précédemment, 

- Deuxième calcul avec le flanc anti-homologue au contact bloqué, ce qui permet 
d'obtenir seulement le déplacement cumulant l’effet de contact et les effets dus au 
maillage. 

 
                                      [1]                                                              [2] 

 
Figure II.10: Deux types de conditions aux limites 

  
En notant 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑖𝑖𝑙𝑙𝑎𝑎𝑎𝑎 et  𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑡𝑡𝑞𝑞𝑚𝑚é les déplacements du point i quand un effort est appliqué au point j 
dans le cas d’un calcul avec le flanc anti-homologue au contact libre et bloqué respectivement, 
le déplacement de ce point correspondant à la flexion seule est obtenu grâce à la différence des 
deux calculs : 
 

𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑖𝑖𝑙𝑙𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑙𝑙𝑙𝑙𝑡𝑡𝑞𝑞𝑚𝑚é 

 
(II.24) 

Ces déplacements de flexion sont ensuite projetés dans la direction de la normale du point où 
l’effort a été appliqué   𝑈𝑈𝑖𝑖𝑖𝑖 =  𝑙𝑙𝚤𝚤𝚤𝚤�����⃗ .𝑝𝑝𝚤𝚤���⃗ . 
Notons que trois matrices de déplacements sont construites : une matrice pour les déplacements 
des points de chacune des dents. 
Les calculs Éléments Finis sont réalisés automatiquement dans un logiciel standard avec une 
macro-commande. L’utilisation de calculs Éléments Finis offre l'avantage de pouvoir prendre 
en compte des conditions aux limites réalistes, comme la présence des arbres, des voiles, des 
positionnements des roulements et de leurs raideurs. 
 

 
 
Pour exprimer le déplacement de volume d’un point de la dent, la méthode consiste à écrire les 
déplacements dans une base de K fonctions, ( )kfB  (Teixeira Alves [40]). Dans cette base, le 
déplacement d’un point M, lorsque la structure est soumise à un effort normal et unitaire 
appliqué au point M’ s’écrit : 
 

Calcul EF bloqué Calcul EF libre 
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(II.25) 

  
Où Ck(M')  sont les coefficients vectoriels définissant les coordonnées du déplacement dans la 
base de fonctions ( )kfB . Il est possible aussi de décomposer ces coefficients Ck(M')  dans la base 
de fonctions ( )kfB . 

 

 
 

(II.26) 

En associant les équations (II.25) et (II.26), le déplacement de volume d’un point M dû à une 
charge appliquée en M’, s’écrit sous une forme matricielle : 
 

 

 
 

(II.27) 

 
Où la matrice [C] est la matrice de définition qui est spécifique à la structure. Elle permet de 
calculer le déplacement de volume d’un point quelconque M  lorsque la structure est soumise 
à des efforts normaux.  
Si la base de fonctions ( )kfB  comporte K fonctions, il est possible de déterminer la matrice 

[C] en calculant le déplacement de K points 𝑀𝑀1 à 𝑀𝑀𝑘𝑘 pour K cas de chargement appliqués aux 
points 𝑀𝑀1

′  à  𝑀𝑀𝑘𝑘
′  . Pour un cas de charge quelconque, les déplacements aux points 𝑀𝑀1  à 

𝑀𝑀𝑘𝑘 s’écrivent : 
 

 

 
(II.28) 

 
Si le même calcul est effectué pour les charges appliquées aux même points 𝑀𝑀1  à  𝑀𝑀𝑘𝑘 , 
l’équation (II.28) s’étend sous la forme de l’équation (II.29). 
 

 

 
(II.29) 
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L’équation (II.29) s’écrit alors sous la forme suivante : 
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(II.30) 

 
En connaissant les déplacements de volume en K points pour K cas de chargements aux mêmes 
points, il est possible de déterminer la matrice [C]  recherchée définissant les déplacements de 
volume : 
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(II.31) 

 
 
Rappelons que trois matrices de déplacement ont été définies : [Uk] et par conséquence trois 
matrices de coefficients d’influence [Ck], k valant 1, 2 ou 3. Les déplacements de volume [ ]U  
sont déterminés en effectuant deux calculs éléments finis avec flanc libre et bloqué.  
 

 
 
Pour créer la base de fonctions nécessaire aux calculs, chaque fonction a été décomposée en un 
produit de deux fonctions à un seul paramètre. Pour la roue : le rayon r selon la hauteur de la 
dent et z le long de la largeur de dent. Pour la vis : r selon la hauteur du filet et θ  suivant la 
largeur du filet (Figure II.11).  
 
Pour la roue :   
 

( ) ( ) ( )zhrgzrf qqk 21, ⋅=  (II.32) 
 
Avec Q1 fonctions suivant r  et Q2 fonctions suivant z ; il est possible d’obtenir une base de 
𝐾𝐾 = 𝑄𝑄1 × 𝑄𝑄2 fonctions. 
 
Pour la vis : 
 

( ) ( ) ( )θθ nmk hrgrf ⋅=,  (II.33) 
 
Avec M  fonctions suivant r , et N fonctions suivant θ ; il est  possible d’obtenir une base de  
𝐾𝐾 = 𝑀𝑀 × 𝑁𝑁 fonctions. 
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Figure II.11: Fonctions selon la hauteur et la largeur de dent 

 

Afin de déterminer les fonctions ( )rgq1 , ( )mg r , ( )zhq2  et ( )nh θ , le déplacement de volume de la 

dent est analysé. 
 
Selon sa hauteur, la dent de la roue et du filet de la vis ont un comportement similaire à une 
poutre encastrée-libre (Figure II.12). Des fonctions polynomiales, solutions des déformées 
d’une telle poutre, ont donc été choisies pour les fonctions G.  
Pour la roue : 

( ) 1
1

~~ q
q rrg =  où 

22

2~

fe

f

rr

rr
r

−
−

=  
 

(II.34) 

 
Pour la vis : 

      où       

 

(II.35) 

Où 1fr , 2fr   rayons de pied de la vis et de la roue respectivement, 1ar  rayon de tête de la vis 

et  2er  le rayon extérieur de la roue. 

L’util isation de r~  a pour but de normer les fonctions ( )rg q
~

1 , ( )rgm
~ . En effet, quel que soit le 

point sur la hauteur de la dent, ces fonctions ont une valeur comprise entre 0 et 1. L’objectif 
final de ce changement de variable est d’obtenir des matrices bien conditionnées. 
 

Déformée

 

Déformée

 

Figure II.12 : Corrélation entre la dent et une poutre 
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Selon la largeur de dent de la roue, le comportement est proche du comportement d’une poutre 
libre-libre. Les fonctions de résonance d’une telle poutre ont donc été utilisées pour les 
fonctions H. 
Pour les mêmes raisons que sur la hauteur de denture, posons :  
 

2
1~

2

+=
b
zz  (II.36) 

Alors, pour 2 0q =      ( ) 1~
0 =zh  (II.37) 

Pour 2 1q =                 ( ) zzh ~21~
1 −=  (II.38) 

Pour 2 2q >                ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]zzzzzh qqqqqq
~cosh~cos~sinh~sin~

222222 µµηµµ +−+=          (II.39) 
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q2 est l’indice de fonction allant de 0 à Q2. Le nombre de fonctions Q2 définies suivant la largeur 
z correspond au nombre de points définis selon la largeur de la denture. 
Selon la largeur de filet de la vis, on ne peut pas considérer que le comportement des filets est 
proche de celui d’une poutre libre-libre du fait de la longueur des filets. L’éventualité d’un 
comportement de type poutre encastrée-encastrée peut être envisagé. 
Suite aux résultats de comparaison effectués avec une modélisation Éléments Finis qui seront 
présentés plus tard dans ce chapitre, il a été proposé de définir le comportement des filets selon 
la largeur par la moyenne des fonctions de résonance de poutre libre-libre et encastrée-
encastrée : 
 

( ) ( ) ( )( )0.5 libre encastré
n n nh h hθ θ θ= +  

 
                                                  (II.40) 

 
Poutre libre-libre 
 
Dans la même optique que pour la hauteur de denture, posons :  
 

1
2 2m

θθ
θ

= +  
 

                                                      (II.41) 

 
La fonction de résonance d’une poutre libre-libre s’écrit alors : 
 
Pour 0n =  ( )0 1libreh θ =  

     (II.42) 

Pour 1n =  ( )1 1 2libreh θ θ= −   
      (II.43) 

Pour 1n >       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin sinh cos coshlibre
n n n n n nh θ µ θ µ θ η µ θ µ θ = + − + 

       
     (II.44) 
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Avec 

sin sinh
cos cosh

1
2

n n
n

n n

n n

µ µη
µ µ

µ π

 −
= −


  = −   

 
 

 
Poutre encastrée-encastrée 
 
Tout comme pour le cas de la poutre libre-libre, posons : 

1
2 2m

θθ
θ

= +  
(II.45) 

La fonction de résonance d’une poutre encastrée-encastrée s’écrit alors : 

Pour 0n =  ( )0 1encastréh θ =  (II.46) 

Pour 1n =  ( )1 1 2encastréh θ θ= −   (II.47) 

Pour 1n >   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin sinh cos coshencastré
n n n n n nh θ µ θ µ θ η µ θ µ θ = − − − 

       (II.48) 

 

avec 

sin sinh
cos cosh

1
2

n n
n

n n

n n

µ µη
µ µ

µ π

 −
= −


  = −   

 

 

 

 
Notons que le nombre de fonctions 𝑄𝑄1,𝑀𝑀,𝑄𝑄2 et 𝑁𝑁 correspond au nombre de points définis 
selon la hauteur et la largeur de la dent et du filet, ce nombre est modifiable. L’étude présentée 
à la fin de ce chapitre permet de définir le nombre optimal de ces fonctions.  
 
Les fonctions de formes étant maintenant connues, et la matrice [ ]U  étant déjà déterminée, les 
matrices de coefficients d’influence de flexion peuvent facilement être déduites. 
 

[ ] [ ] [ ] [ ]11 . −− ⋅= fUfC T
 (II.49) 

 
 

 
 
La matrice définition [C] étant définie, les fonctions de formes décrites précédemment sont 
utilisées à nouveau pour obtenir les coefficients d’influence de flexion des points 
potentiellement en contact pour une position cinématique donnée. Si par exemple, N points sont 
potentiellement en contact pour la position cinématique donnée, il faut alors calculer NxN 
coefficients d’influence. En effet, pour chaque point potentiellement en contact, il faut calculer 
les N coefficients correspondant à l’effet des N points sur le point considéré. 
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Le coefficient d’influence C(Mi/Mj), correspondant à l’influence d’un effort unitaire appliqué 
au point Mj  sur le déplacement du point Mi. Ce coefficient peut alors être calculé de la façon 
suivante : 
 

 

 
 
 
 

(II.50) 

 
 

 
 
Afin de valider les fonctions de forme à utiliser, des comparaisons ont été réalisées entre les 
déplacements de différents points sur une dent calculés par Éléments Finis et les déplacements 
de ces mêmes points calculés avec les fonctions. Pour le calcul des coefficients d’influence, 7 
points sur la largeur de denture et 5 points sur la hauteur de denture sont pris en compte. Le 
calcul Éléments Finis est réalisé à l’aide d’un logiciel standard.  
Trois groupes de 29 points sont créés sur un filet de la vis, à différentes hauteurs, régulièrement 
espacés. Des efforts sont appliqués à plusieurs endroits (Figure II.13). Chaque point est 
paramétré par les deux variables r et  θ  définies sur la Figure II.7. Les points sont répartis 
comme suit : 
  

 
 

Figure II.13 : Points définis pour la validation des fonctions 
 

- groupe 1 : r = (Rf1+0.25*H), et 𝜃𝜃𝑚𝑚variant de –𝜃𝜃𝑚𝑚  à  +𝜃𝜃𝑚𝑚, 
- groupe 2 : r = (Rf1+0.5*H), et 𝜃𝜃𝑚𝑚variant de –𝜃𝜃𝑚𝑚  à  +𝜃𝜃𝑚𝑚, 
- groupe 3 : r = (Rf1+0.75*H), et 𝜃𝜃𝑚𝑚variant de –𝜃𝜃𝑚𝑚  à  +𝜃𝜃𝑚𝑚. 

 
Avec :  

- Rf1 rayon de pied de la vis,  

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI037/these.pdf 
© [D. Jbily], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



 

98 / 203 

- Ra1 rayon de tête de la vis,  
- H hauteur de denture = Ra1-Rf1, 
- 𝜃𝜃𝑚𝑚  est défini dans le 2.2.2.1.  
 

Neuf études sont réalisées pour valider les fonctions :  
- Comparaison des déplacements des points du groupe i lorsqu’un effort est appliqué sur 

le 5ème point de ce même groupe (i = 1, 2 ou 3), 
- Comparaison des déplacements des points du groupe i lorsqu’un effort est appliqué sur 

le 15ème point de ce même groupe (i = 1, 2 ou 3), 
- Comparaison des déplacements des points du groupe i lorsqu’un effort est appliqué sur 

le 25ème point de ce même groupe (i = 1, 2 ou 3). 
 
Les Figure II.14, Figure II.15 et Figure II.16 correspondent respectivement à la comparaison 
des déplacements des groupes 1, 2 et 3 lorsque des efforts sont appliqués sur ces mêmes 
groupes. Trois cas de chargement sont pris en compte sur chaque groupe : un effort est appliqué 
sur le 5ème point de ces groupes (figure de gauche), un effort est appliqué sur le 15ème point 
(figure centrale), et enfin un effort est appliqué sur le 25ème point du groupe.  
  
Pour les 9 cas, les comparaisons sont réalisées entre 3 groupes :  

- Trait continu noir : déplacements obtenus par Éléments Finis,  
- Trait pointillé bleu : déplacements calculés en utilisant les fonctions de poutre libre-

libre,  
- Trait pointillé rouge : déplacements calculés en utilisant les fonctions de poutre 

encastrée-encastrée. 
 

 
Figure II.14 : Déplacements du groupe 1 

 

 
Figure II.15 : Déplacements du groupe 2 
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Figure II.16 : Déplacements du groupe 3 

 
Une bonne corrélation est observée sur toutes les figures, que ce soit en considérant des 
fonctions de résonance de poutre libre-libre ou encastrée-encastrée. De même, les fonctions 
réagissent correctement selon le point d’application de l’effort. 
 
Cependant, sur la Figure II.14 correspondant au cas du groupe 1 (effort appliqué proche du pied 
du filet de la vis), les déplacements obtenus avec les fonctions de résonance de poutre libre-
libre sont quasiment superposés à celles obtenues par Éléments Finis, alors qu’une différence 
plus importante existe dans la zone de l’application de l’effort dans le cas des déplacements 
calculés avec les fonctions de résonance de poutre encastrée-encastrée. Ces différences sont de 
l’ordre de 4% du déplacement maximal et sont présentes sur environ un cinquième de la 
longueur de déplacement. 
 
Cette remarque est inversée pour les déplacements du groupe 3, où l’effort est appliqué proche 
de la tête de la vis (Figure II.15) : les déplacements obtenus avec les fonctions de résonance de 
poutre libre-libre sont éloignés de ceux obtenus par Éléments Finis, principalement dans la zone 
où l’effort est appliqué (environ 7% du déplacement maximum, sur environ un quart de la 
longueur de déplacement), tandis que les déplacements obtenus avec les fonctions de poutre 
encastrée-encastrée sont superposés à ceux calculés par Éléments Finis. 
 
Toujours dans le cas du groupe 3, correspondant au cas où les efforts et les déplacements sont 
mesurés proches de la tête de la vis, des oscillations existent dans la zone opposée à celle où 
est appliqué l’effort, lorsqu’ils sont appliqués sur le 5ème ou le 25ème point. Il est possible de 
penser que ces différences auront une faible influence sur le calcul du partage de charge, ces 
déplacements étant éloignés de l’effort. 
 
Afin de limiter les écarts mentionnés précédemment, il a été décidé d’utiliser la moyenne des 
deux types de fonctions analysées, c'est-à-dire que les fonctions selon la largeur de filet de la 
vis ont été définies par la moyenne des fonctions de résonance de poutre libre-libre et encastrée-
encastrée.  
La Figure II.17 (a, b et c) présente les comparaisons entre les déplacements des groupes 1, 2 et 
3 respectivement, obtenus en considérant l’équation (II.40) et ceux obtenus par calculs 
Éléments Finis. 
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a) Déplacements du groupe 1 

 
b) Déplacements du groupe 2 

 
c) Déplacements du groupe 3 

 
Figure II.17 : Comparaison des déplacements pour la moyenne des fonctions libres et 

encastrées 
Une très bonne corrélation est ainsi observée pour tous les groupes. Les différences entre les 
déplacements obtenus par cette fonction moyennée et ceux obtenus pas les calculs EF sont 
inférieurs à celles indiquées précédemment. La principale source d’amélioration en utilisant la 
fonction moyennée vient du fait que les zones présentant des différences importantes sont 
beaucoup plus localisées, principalement sur les bords, alors que précédemment ces différences 
importantes étaient situées sur un cinquième voire un quart de la zone de déformation. 

 Calcul des écarts initiaux 
 
Dans l'équation de compatibilité des déplacements, en plus des déformations et des pressions, 
il est nécessaire de connaître les écarts initiaux entre les surfaces de la roue et de la vis avant le 
chargement. Si le point Mi  a des coordonnées (ri, iθ , zi) dans le repère de la roue, l'écart sans 
charge entre le point Mi et son point coïncidant sur le profil de la vis vérifie (Figure II.18) : 
 

 
          (II.51) 
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𝑋𝑋(𝑦𝑦, 𝑧𝑧) est la fonction définissant le profil de la vis et 𝑣𝑣 l'avance de filets due à la rotation de 
la roue : 

 
                                                       (II.52) 

Les coordonnées des points de la roue et la fonction de profil de la vis sont déterminées par la 
simulation de la fabrication des deux composants. 
 

 

Figure II.18 : Ecart initial sans charge 

 

 

 Partage des charges, erreur de transmission sous charge et 
rigidité d'engrènement 

 
Une fois les valeurs des différents paramètres de l'équation de compatibilité des déplacements 
déterminées, le partage des charges entre les différentes dents peut être réalisé à partir des 
pressions instantanées de contact 𝑝𝑝𝑖𝑖.  
Pour chaque position cinématique, l’effort 𝐹𝐹𝑘𝑘 sur chaque dent k peut être calculé : 
 

𝐹𝐹𝑘𝑘 = �𝑝𝑝𝑖𝑖𝑘𝑘. 𝑠𝑠𝑖𝑖

𝑁𝑁 

𝑖𝑖=1

 

 

 
(II.53) 

L’erreur de transmission sous charge  𝜀𝜀𝑡𝑡 est liée au rapprochement des corps. Ce dernier est 
intégré dans les équations de compatibilité des déplacements et calculé dans l’algorithme de 
résolution. 𝜀𝜀𝑡𝑡  est définie angulairement par rapport à l’axe de rotation de la roue, elle 
correspond à l’erreur cinématique à vide Δ𝜃𝜃2  à laquelle est ajouté le rapprochement des 
corps 𝛼𝛼𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎. Elle peut être exprimée alors par : 
 

2
ang

tε α θ= + ∆   avec  Δ𝜃𝜃2 = 𝜃𝜃2 − 𝜃𝜃1. 𝑍𝑍1
𝑍𝑍2

 (II.54) 

 
 
Où  𝑍𝑍1 et 𝑍𝑍2 sont les nombres de filets de la vis et de dents de la roue respectivement. 
𝜃𝜃2 est la rotation théorique de la roue lorsque la vis tourne de 𝜃𝜃1.  
 
La raideur d’engrènement au barycentre des efforts (Annexe 3) est également liée au 
rapprochement des corps, elle est déterminée approximativement par la relation (II.55). 
 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI037/these.pdf 
© [D. Jbily], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



 

102 / 203 

𝐾𝐾𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎é𝑎𝑎𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐹𝐹
𝛼𝛼𝑙𝑙𝑖𝑖𝑙𝑙é𝑎𝑎𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎   

 
avec F est la charge totale appliquée. 
 

(II.55) 

𝛼𝛼𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎é𝑎𝑎𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎   est le rapprochement des corps défini linéairement et calculé au barycentre des 
efforts par la relation : 𝛼𝛼𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎é𝑎𝑎𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝛼𝛼𝑎𝑎𝑝𝑝𝑣𝑣.𝑅𝑅𝑙𝑙𝑎𝑎𝑟𝑟𝑦𝑦

𝑎𝑎𝑝𝑝𝑣𝑣−𝑙𝑙𝑖𝑖𝑝𝑝é 
𝑅𝑅𝑙𝑙𝑎𝑎𝑎𝑎𝑦𝑦
𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎−𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎é  (Annexe 1) correspond au rapport permettant de passer d’une distance angulaire 

autour de l’axe de la roue à une distance linéaire au barycentre des efforts. 
 
Cette raideur peut être aussi exprimée en angulaire sur l’axe de la roue : 
 
𝐾𝐾𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐶𝐶2

𝛼𝛼𝑎𝑎𝑙𝑙𝑎𝑎
  où  𝐶𝐶2 est le couple sur la roue. 

 

(II.56) 

 

 Exemples de résultats 
 
Quelques résultats obtenus avec le modèle numérique développé sont présentés dans ce 
paragraphe. Les principales données de l'engrenage étudié sont présentées dans le Tableau II.1. 
Un couple de 60 Nm a été appliqué sur la vis. 
 
 

 Vis Roue 
Profil  K  

Module (mm) 8.085  
Nombre de filet /dents  2 25 
Pas hélicoïdal (mm) 50.8  

Rayon de référence (mm) 31.75 101.062 
Largeur de la roue (mm)  50.8 

Entraxe (mm) 132.814  

Tableau II.1 : Données de l’engrenage  
 
Le logiciel «RouVis_Metal» est l’adaptation du logiciel «RouVis_Nylon» développé au 
LaMCoS par Hiltcher [39]. 
La Figure II.19 montre l’interface du logiciel. Rappelons que les coefficients de flexion sont 
calculés à partir d’un logiciel standard. Des macro-commandes entre « RouVis_Metal » et ce 
dernier ont été développés pour créer la géométrie de l’engrenage et effectuer les calculs de 
flexion automatiquement. 
Pour obtenir les résultats présentés dans ce paragraphe, un temps de calcul total d’environ 11 
minutes a été nécessaire sur un ordinateur portable 64 bits. Le calcul des coefficients 
d’influence de flexion sur la vis et sur la roue a duré environ 7 minutes alors que le calcul de la 
répartition des charges en considérant une vingtaine de positions cinématiques est effectué en 
4 minutes. 
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Figure II.19 : Fenêtre principale du logiciel développé 

 

 
 
Il est possible de tracer dans un plan crémaillère quelconque une coupe de la vis (Figure II.20) 
ou de la roue (Figure II.21). 
 

  

Figure II.20 : Tracé d’une coupe de la vis Figure II.21 : Tracé d’une coupe de la 
roue 

 

 
 
La portée à vide est tracée avec un jeu qui permet de régler l’écart maximal à partir duquel les 
points sont considérés en contact. Ainsi, lorsque le jeu est réglé à 10 µm, tous les points de la 
roue s’approchant à moins de 10 µm du profil de la vis, sont considérés en contact (Figure 
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II.22). Notons que ce jeu correspond à l’épaisseur du film de marqueur dans un essai de portée 
au bleu. Sur la Figure II.22, la courbe fermée bleue représente la surface de denture de la roue 
et la courbe verte en pied de dent de la roue indique la trace de la tête de la vis. 
 

 
Figure II.22 : Portée à vide avec un jeu de 10 µm 

 

 
 
La répartition des charges détermine comment se répartit la charge sur les différentes dents en 
contact (Figure II.23). Pour une zone angulaire particulière, il est possible de connaître le 
nombre de dents en contact ainsi que l’effort supporté par chacune des dents. 
 

 
Figure II.23 : Répartition des charges pour un pas de dent 
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Le modèle développé permet d’obtenir la répartition des pressions instantanées pour chacune 
des positions cinématiques étudiées de la roue. Les pressions sont réparties sur les cinq dents 
potentiellement en contact (Figure II.24). La courbe bleue définit la surface de denture de la 
roue, la courbe verte représente le sommet du filet de la vis. 
La légende centrale en bas indique l’échelle des pressions. Les résultats numériques permettent 
de connaître l’amplitude de l’erreur de transmission et la pression maximale pour la position 
cinématique représentée. 
 

 
Figure II.24 : Répartition des pressions instantanées 

 

 
 
La portée sous charge est représentée sur la zone de la dent où un contact a eu lieu. La pression 
maximale durant l’engrènement est représentée en chaque point de contact. La Figure II.25 
montre les courbes iso-pressions pour les points de contact, ces courbes sont tracées sur le flanc 
de la roue.  
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Figure II.25 : Portée sous charge 

 

 
 
L’erreur de transmission sous charge est calculée en utilisant l’équation (II.54), correspondant 
à l’erreur cinématique à vide à laquelle sont ajoutées les erreurs dues à la flexion des dents et 
de leurs supports et à l’écrasement des surfaces. En choisissant l’élément moteur, on peut 
représenter l’erreur de transmission calculée en angulaire sur différentes positions cinématiques 
(Figure II.26). Les résultats en bas de la fenêtre indiquent la moyenne et l’amplitude de l’erreur 
de transmission. 
 

 
Figure II.26 : Erreur de transmission pour un pas de dent 
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On peut visualiser l’évolution de la raideur d’engrènement pour différentes positions 
cinématiques (Figure II.27). La raideur peut être représentée soit en angulaire, soit en linéaire. 
 

 
Figure II.27 : Raideur d’engrènement 

 

 
 
La vitesse de glissement est calculée selon l’équation (I.3). Comme pour les pressions 
maximales, elle est représentée sur le flanc de la roue en traçant les courbes iso-vitesses de 
glissement maximal (Figure II.28). Un maximum est observé en pied de dent de la roue pour 
décroître progressivement jusqu’en tête de dent, car elle dépend de la distance de l'axe de la vis. 
 

 
Figure II.28 : Vitesse de glissement 
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 Influence du nombre de points pris en compte pour le calcul 
des coefficients d’influence 

 
Les coefficients d’influence de flexion sont obtenus avec des calculs Éléments Finis. Ils sont 
réalisés en prenant en compte des points régulièrement répartis sur les flancs de trois filets 
successifs. Des efforts sont appliqués sur les points de la dent centrale et les déplacements 
correspondants sont calculés sur les points des trois dents. 
 
Il convient d’estimer le nombre de points à prendre en compte pour avoir des résultats 
convenables en un minimum de temps de calcul. C’est pourquoi une étude a été réalisée sur la 
vis en considérant les trois cas suivants : 
Cas 1 : 7 points selon la largeur de denture, 
Cas 2 : 10 points selon la largeur de denture, 
Cas 3 : 13 points selon la largeur de denture. 
 
L’erreur de transmission sous charge (Figure II.29) et la raideur d’engrènement (Figure II.30) 
des trois cas sont comparées. 
 
 

 
Figure II.29 : Comparaison des erreurs de transmission 
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Figure II.30 : Comparaison des raideurs d’engrènement 
 
Les courbes montrent que les résultats sont quasiment identiques pour les trois cas considérés. 
La différence entre 13 points et 7 points ne dépasse pas 1%. Avec la méthode utilisée, il n’est 
donc pas nécessaire d’avoir un nombre important de points pour obtenir des résultats précis, le 
temps de calcul nécessaire pour le calcul de coefficients de flexion avec 7 points est environ 7 
minutes et il passe à une quinzaine de minutes avec 13 points.  
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3. Conclusion 
 
La méthode de calcul développée et validée auparavant par le laboratoire LaMCoS pour simuler 
le comportement mécanique des engrenages roues et vis sans fin avec une roue en plastique et 
une vis en acier, a été adaptée au cas d’une roue usinée dans un matériau élastique (bronze). 
Les déformations de la vis (contact et flexion) ne sont plus négligeables et elles ont été prises 
en compte dans la résolution du partage des charges. 
 
Les deux premières étapes du processus concernant la simulation de la fabrication et la 
simulation de la cinématique à vide n’ont pas été modifiées. La troisième partie du calcul 
concernant le partage des charges entre les couples de dents en contact a été adaptée dans le 
cadre de cette thèse. Le calcul est basé sur la résolution des équations de compatibilité des 
déplacements ainsi que sur la méthode des coefficients d’influence.  
 
Dans un esprit de simplicité, les effets globaux de flexion et les effets locaux de contact ont été 
séparés. Les effets de contact ont été obtenus par la théorie de Boussinesq. Les effets de flexion 
sont estimés par des fonctions d’interpolation afin de réduire significativement les temps de 
calculs. Ces bases de fonction ont été définies par un seul calcul Éléments Finis, permettant de 
prendre en compte des conditions aux limites réalistes de l’environnement de l'engrenage : 
éléments ou géométrie spéciaux (arbres, jantes et voile), emplacements et raideurs des 
roulements... Les fonctions sont décomposées en deux parties : une fonction simule le 
comportement de la dent selon sa hauteur et une seconde modélise le comportement de la dent 
selon sa largeur. Le comportement étant similaire à celui d’une poutre encastré-libre selon la 
hauteur de la dent de la roue et de la vis, les fonctions ont été définies selon les déformées d’une 
poutre encastré-libre, à partir de fonctions polynomiales. 
Selon la largeur de denture de la roue, le comportement de la dent est proche du comportement 
d’une poutre libre-libre. Nous avons donc choisi d’utiliser les fonctions de résonance d’une 
telle poutre. 
Selon la largeur de filet de la vis, le choix du type de fonction reste entier : l'utilisation de 
fonctions de résonances de poutre libre-libre ou encastrée-encastrée peuvent être envisagées. 
Afin de définir quelles fonctions utiliser, plusieurs études ont été menées. Des groupes de points 
sont créés sur les filets de la vis, à différentes hauteurs et des efforts sont appliqués à différents 
endroits de ces groupes. Pour chaque cas étudié, les déplacements calculés par Éléments Finis 
ainsi que ceux calculés avec l'utilisation des deux types de fonctions (libre-libre et encastrée-
encastrée) sont comparés. Les résultats montrent que les deux types de fonctions envisagées 
pour définir le comportement selon la largeur de filet fournissent de bons résultats. Cependant, 
dans certains cas ce sont les fonctions de résonance de poutre libre-libre qui donnent de 
meilleurs résultats, tandis que pour d'autres cas de charge, ce sont les fonctions de résonance 
de poutre encastrée-encastrée. Il a donc été proposé de définir le comportement des filets selon 
la largeur de filet par la moyenne des fonctions de résonance de poutre libre-libre et encastrée-
encastrée, afin d’être le plus précis possible pour toutes les configurations. 
 
Différents résultats issus du modèle quasi statique développé ont été présentés, tels que les 
pressions instantanées de contact, la portée sous charge, la répartition des charges sur les 
différentes dents en contact, les vitesses de glissement, l’erreur de transmission et la raideur 
d’engrènement. Ces résultats permettent de nombreuses exploitations, notamment la réalisation 
d’études paramétriques, qui peuvent aboutir à des lois de comportement de l’engrenage roue et 
vis sans fin, ou encore la production de données pour alimenter des modèles dynamiques de la 
transmission. 
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Modèle de prédiction de l’usure de la roue 

dans les engrenages roues et vis tangentes 
 

1. Introduction 
  
L’usure fait partie des endommagements observés sur les dentures de la roue des engrenages 
roues et vis sans fin avec une roue en bronze et une vis en acier. Cette usure est due à l'action 
du glissement de la vis sans fin sur la surface de la roue. La vis est aussi soumise à l’usure, 
mais dans la pratique, cela se produit beaucoup plus lentement que dans le cas de la roue. La 
perte de matière des dents de la roue en bronze est reconnue comme une caractéristique 
inévitable de la configuration acier/bronze. La perte d’épaisseur et l’usure des dentures peuvent 
se réaliser suivant différents mécanismes qui ont été décrits dans le premier chapitre. 
 
Pendant le fonctionnement de cet engrenage, il existe une période initiale d'usure relativement 
rapide qui est généralement nommée le rodage. La surface de contact des dents sous charge 
augmente, permettant de réduire les niveaux de contraintes de contact. Après le rodage, les 
engrenages tendent à s’user à un taux relativement stable pour le reste de leur cycle de vie. 
Le développement de cette usure est lié au niveau de chargement appliqué sur les surfaces de 
contact, à la vitesse de glissement, à la dureté de surface ainsi qu’à la présence d’éléments 
abrasifs dans le lubrifiant. 
 
Dans ce chapitre, nous présenterons une méthode combinant le modèle de contact quasi-
statique avec un modèle d’usure, pour simuler l’usure des dents de la roue dans les conditions 
de contact calculées en quasi-statique. Ce modèle d’usure est basé sur la loi d’Archard. 
La plupart de ces engrenages, avec les conditions de géométrie, de cinématique, de lubrifiant 
et de surface, fonctionnent dans des régimes de lubrification élastohydrodynamique mixtes ou 
limites où l'épaisseur du film lubrifiant est du même ordre de grandeur que la hauteur des 
aspérités des surfaces en contact. L’épaisseur du film est insuffisante pour séparer les surfaces 
mises en contact et empêcher les contacts d'aspérités. Il est donc nécessaire de prendre en 
compte l’influence des conditions de lubrification dans le modèle. 
 
Lorsque le matériau est usé le long d'une surface de flanc de dent, des écarts seront créés entre 
la surface d'origine (sans usure) et celle modifiée en continu par les processus d'usure. Il est 
donc nécessaire d’actualiser la surface des dents modifiée due à l’enlèvement de matière en 
introduisant les distributions d’usure comme écarts entre les surfaces de la vis et de la roue et 
de recalculer les pressions de contact. 
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2. Modèle quasi-statique de l’usure 
 

 Loi d’usure employée 
 
Dans le premier chapitre, des modèles d’usure utilisés pour les engrenages ont été présentés. Il 
ressort que la loi d’Archard est très utilisée et que les comparaisons avec les résultats 
expérimentaux semblent satisfaisantes. Pour ces raisons, ce travail de thèse se situe dans la 
ligne des modèles les plus couramment utilisés dans la littérature en choisissant également le 
modèle d’Archard. Il est exprimé par la relation : 
 

ℎ =
𝐾𝐾
𝐻𝐻

 ∙ 𝑝𝑝 ∙ 𝑠𝑠 
 

(III.1) 

 
Selon cette équation, la pression de contact p et la distance de glissement s de tous les points 
de contact doivent être calculés, afin de prédire la répartition de l'usure le long des surfaces de 
contact.  
En appliquant cette loi localement, on peut calculer la profondeur d’usure à chaque point de 
contact ℎ(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇): 
 
 

ℎ(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇) =  
𝑘𝑘(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇)
𝐻𝐻

.𝑝𝑝(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇). 𝑠𝑠(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇) 
 

 
(III.2) 

 
Avec : 
 
𝑘𝑘(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇) : coefficient d’usure local, il sera défini plus tard dans ce chapitre, 
𝑝𝑝(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇) et 𝑠𝑠(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇) : pression de contact et distance de glissement au point  𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇  respectivement. 
𝐻𝐻 : dureté du matériau le plus tendre (bronze). 
 
 

 Démarche technique 
 
 
Les variations des pressions avec l'usure sont importantes. Par conséquent, le calcul des 
pressions de contact doit être mis à jour fréquemment, puisque l'accumulation de l'usure va 
entraîner des changements de ces pressions. Ceci nécessite une méthode de calcul itérative 
comme le montre la Figure III.1 pour la prédiction de la progression de l'usure sur la surface 
des dents de la roue dans l’engrenage roue et vis sans fin. 
 
L'organigramme de la Figure III.1 illustre la méthodologie de calcul de l’usure dans des 
conditions quasi-statiques. Cette méthodologie est inspirée des travaux de Bajpai et al. [115] et 
Park et Kahraman [119] concernant la simulation de l’usure sur les dentures dans le cas des 
engrenages cylindriques et des engrenages hypoïdes respectivement, leur modèle d’usure est 
basé aussi sur le modèle d’Archard, ils considèrent que les engrenages fonctionnent dans un 
régime de lubrification limite et donc le coefficient d’usure est considéré constant. Dans cette 
thèse, le modèle développé prend en compte l’effet de la lubrification via un coefficient d’usure 
local, qui dépend de l’épaisseur de film lubrifiant et de la rugosité des surfaces. C’est pourquoi, 
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en plus du calcul des pressions et des vitesses de glissement, il est nécessaire de calculer 
l’épaisseur du film lubrifiant et de l’intégrer dans le calcul de l’usure sur la surface de denture 
de la roue. Cette tâche est intégrée dans le processus et elle sera détaillée plus tard dans ce 
chapitre. 
 
Les données de base sont les conditions de fonctionnement et le nombre de cycles total pour 
calculer la profondeur d’usure. 
 
La méthodologie décrite nécessite d'abord la détermination de la surface initiale des dents (sans 
usure). Ces surfaces initiales sont définies par la simulation du processus d'usinage de 
l’engrenage. Les géométries des surfaces initiales de la vis et de la roue en un point de contact 
donné sont données par (𝐺𝐺𝑉𝑉),  (𝐺𝐺𝑅𝑅)𝜉𝜉=0 , où l’exposant (𝜉𝜉 =0) indique que ce sont les surfaces 
initiales sans usure. 
 
Avec ces géométries initiales de surface, une étude quasi-statique sous charge est effectuée à 
chaque position cinématique n, où n∈[1,N] (N est le nombre de positions cinématiques 
étudiées), afin de déterminer les pressions de contact et les vitesses de glissement à chaque 
point de contact. 
 
Une fois les pressions et les vitesses calculées en chaque point, on peut évaluer l’épaisseur du 
film lubrifiant ℎ𝑚𝑚𝑖𝑖𝑎𝑎𝜇𝜇𝜇𝜇. Cette épaisseur est utilisée ensuite pour calculer le coefficient d’usure 
local 𝑘𝑘𝜇𝜇𝜇𝜇 en chaque point de contact. 
 
Les valeurs de pression et de distance de glissement sont ensuite associées au coefficient d'usure 
local  𝑘𝑘𝜇𝜇𝜇𝜇  et à la dureté H du matériau de la roue pour calculer l'usure qui s’est produite à 
chaque point de contact sur le flanc de la roue. 
 
Dans la pratique, la quantité de matière enlevée au cours d’un seul cycle d'engrènement est très 
faible et dépend du coefficient d'usure.  
 
Jusqu’à ce que l'usure accumulée sur un cycle d’engrènement à l'autre provoque un changement 
significatif de la forme des surfaces de contact, la quantité de matière enlevée au cours de 
chaque cycle successif d'engrènement sera la même, et elle sera distribuée sur la surface de la 
dent de la même façon. Il est clair que ce processus ne peut pas continuer indéfiniment, étant 
donné que la forme de la dent va progressivement changer avec le temps. Il est donc nécessaire 
d'introduire le concept d’étape d'usure. Ceci est le temps pendant lequel la forme géométrique 
de la dent n'a pas changé de manière significative. 
 
Les cycles d’usure sont donc répétés plusieurs fois (étapes d’usure) avec les mêmes valeurs de 
pressions p et de distances s, pour accumuler l’usure jusqu'à ce que la profondeur maximale de 
l'usure devienne suffisamment grande, de manière à garantir une mise à jour de la géométrie 
de la surface de dent.  
 
Les surfaces des dents usées (𝑮𝑮𝒊𝒊𝒊𝒊)𝜉𝜉 sont ensuite prises en compte dans le modèle de contact 
quasi-statique pour prédire les pressions de contact mises à jour ( 𝑝𝑝𝜇𝜇𝜇𝜇)𝑎𝑎 pour toutes les 
positions cinématiques  𝑝𝑝 ∈ [1,𝑁𝑁] et le même processus est répété à partir du calcul de partage 
des charges jusqu'à ce qu'une autre mise à jour de la géométrie soit nécessaire (étape d’usure 
suivante). Cela est répété jusqu'à ce que le nombre final prédéfini de cycles 𝐶𝐶𝑘𝑘𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑙𝑙  soit atteint. 
 
Les sections suivantes décrivent comment les différents paramètres sont déterminés afin de 
calculer la profondeur d'usure. 
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Figure III.1 : Méthodologie utilisée pour calculer l'usure de surface de la roue 
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 Calcul des pressions de contact 
 
Les pressions de contact sont calculées avec le modèle de contact quasi-statique présenté dans 
le Chapitre II, où la surface de denture est discrétisée par un maillage de la zone potentielle de 
contact, pour chaque position cinématique, en tenant compte de toutes les dents simultanément 
en contact. Le calcul est basé sur la résolution des équations de compatibilité des déplacements 
ainsi que sur la méthode des coefficients d’influence incluant les déformations de contact et les 
déformations de flexion des dentures dans leur environnement. 
 

 Calcul de la distance de glissement  
 
La distance de glissement est définie comme la distance par laquelle un point représenté par un 
nœud sur la roue glisse par rapport à son point correspondant sur la vis. 
 

𝑠𝑠(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇) ≈ �𝑣𝑣𝑣𝑣�𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇��∆𝑣𝑣 = 2𝑎𝑎(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇)
�𝑣𝑣𝑣𝑣�𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇��
�𝑣𝑣𝑎𝑎𝑡𝑡𝑚𝑚𝑎𝑎�𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇��

 

 

 
(III.3) 

 
Avec :  
  𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇) : vitesse de glissement ou vitesse relative entre les surfaces de denture. Elle 
correspond à la différence entre la vitesse du point lié à la roue �𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇� et la vitesse d’un point 
lié à la vis coïncidant avec �𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇� dans le plan tangentiel entre les deux flancs, 
𝑎𝑎(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇) : demi-largeur de contact, 
 𝑣𝑣𝑎𝑎𝑡𝑡𝑚𝑚𝑎𝑎�𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇� : vitesse du point de contact sur la surface de la roue. 
 
 

 Effet de la lubrification 
 
Pour calculer l'usure sur la surface des flancs de roue, il est nécessaire de distinguer les zones 
qui sont soumises aux chargements et il faut introduire le paramètre de l’épaisseur de film 
lubrifiant pour différencier les régions soumises aux films épais et minces par rapport à la 
rugosité de surface. 
 
Wu et Cheng [167], Priest et Taylor [168] ont suggéré que le régime de lubrification pouvait 
être caractérisé par le ratio λ entre l'épaisseur minimale du film lubrifiant entre les dentures et 
l’amplitude des rugosités des surfaces en contact défini par : 
 

𝜆𝜆 =
ℎ𝑚𝑚𝑖𝑖𝑎𝑎
𝑅𝑅𝑞𝑞

 
(III.4) 

 
Où : 
 
ℎ𝑚𝑚𝑖𝑖𝑎𝑎 : épaisseur minimale de film lubrifiant. 
 
𝑅𝑅𝑞𝑞 : moyenne quadratique des RMS (Root Mean Square) des rugosités de la vis et de la roue. 
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Par définition, la rugosité est l’ensemble des irrégularités d’une surface à caractère 
micrographique (marques d’outils, arrachement, piqûres, fentes…) et macrographique (défauts 
de forme et de position, ondulation périodique). Généralement, les surfaces usinées ne sont pas 
parfaites, elles présentent des irrégularités dues aux procédés de fabrication, aux outils, ainsi 
qu’à la matière elle-même. 
 
À partir de la relation (III.4), Wu et Cheng [167] ont proposé la classification suivante : 

• Si   𝜆𝜆 < 1 , lubrification limite avec des interactions fortes entre les aspérités, 
• Si  λ > 3  , le régime de lubrification est élastohydrodynamique à film complet et 

séparation complète des surfaces, 
• Si 1 ≤ λ ≤ 3 , le régime de lubrification est élastohydrodynamique partiel, 

intermédiaire entre les régimes limite et élastohydrodynamique. 
 

 
 
Dans le modèle d’Archard, le coefficient d’usure est un paramètre clef qui recouvre un nombre 
de propriétés et de phénomènes physiques dépendant, entre autre, du couple de matériaux en 
contact, des conditions de lubrification, de la vitesse de glissement, de la pression de contact, 
de la température, ... Ce facteur doit être déterminé expérimentalement. 
 
Le coefficient d’usure d’Archard K peut être adapté pour prendre en compte l'effet de finition 
des surfaces ainsi que les conditions de lubrification, qui jouent un rôle important. En effet, 
l’usure varie en fonction de l’épaisseur du film lubrifiant, qui dépend elle-même de la géométrie, 
de la vitesse et du lubrifiant.  En s’appuyant sur les travaux de Priest et Taylor [168], le 
coefficient d’usure d’Archard est modifié par un facteur qui est fonction du rapport λ, les 
valeurs suivantes ont été retenues dans le modèle (III.5) :  
 

𝑘𝑘(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇) =

⎩
⎨

⎧
𝐾𝐾                              𝑠𝑠𝑖𝑖       𝜆𝜆(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇) ≤ 0.5

2
7
𝐾𝐾�4 − 𝜆𝜆(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇)�     𝑠𝑠𝑖𝑖   0.5 < 𝜆𝜆(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇) ≤ 4

0                             𝑠𝑠𝑖𝑖         𝜆𝜆(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇) > 4

 

 

 
 

(III.5) 

 
Selon la relation (III.5), trois régimes de lubrification sont distingués, Figure III.2 : 
  

1) Dans un régime de lubrification limite où les interactions entre les surfaces sont fortes 
(rapport  𝜆𝜆(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇) ≤ 0.5  ), l’usure sera importante et le coefficient d’usure locale 
(𝑘𝑘(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇) = 𝐾𝐾) est considéré, sa valeur est généralement déterminée expérimentalement. 
 

2) Lorsque la séparation par le lubrifiant empêche toute interaction directe entre les 
surfaces (régime hydrodynamique) (𝜆𝜆(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇) ≻ 4), l’usure est considérée comme nulle 
(𝑘𝑘(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇) = 0). 

 
3) Enfin, un régime intermédiaire (mixte) pour lequel une variation linéaire du coefficient 

d’usure local entre les deux cas 1) et 2) est introduite. 
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Figure III.2 : Variation du coefficient d’usure en fonction du rapport λ 
 
Notons ici que le coefficient de frottement n’apparaît pas de manière explicite dans le modèle 
d’usure, mais le coefficient d’usure est lié indirectement au coefficient de frottement par le 
régime de lubrification, comme le montre la courbe de Stribeck (Figure III.3), qui met en 
évidence l’évolution du coefficient de frottement en fonction des paramètres contrôlant la 
lubrification et les épaisseurs de film lubrifiant : la charge appliquée (qui définit la pression de 
contact P), la vitesse de glissement Vg et la viscosité du lubrifiant 𝜂𝜂. Dans une représentation 
logarithmique, trois principaux régimes de lubrification peuvent être distingués : le régime 
hydrodynamique, le régime mixte et le régime limite. Ces différents régimes sont gouvernés 
par le rapport entre l'épaisseur du film lubrifiant h et la rugosité des surfaces Ra. Si ce rapport 
est grand, le régime hydrodynamique prévaut. Par contre, si ce rapport tend vers zéro, le régime 
limite s'établit et le coefficient de frottement augmente. Le passage d’un régime à un autre 
dépend des conditions de vitesse et de pression ainsi que de la viscosité du lubrifiant qui 
déterminent l’épaisseur de film lubrifiant entre les deux surfaces antagonistes. 
 

 
 

Figure III.3 : Représentation sur une courbe de Stribeck des différents régimes de 
lubrification [169] 
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Venner [170] a publié une équation combinée pour déterminer l'épaisseur minimale du film 
lubrifiant (ℎ𝑚𝑚𝑖𝑖𝑎𝑎). Cette équation donne des résultats précis dans les quatre régimes EHD définis 
par Johnson [171]. Elle est exprimée sous la forme suivante :  
 

𝐻𝐻min = ���0,99.𝑀𝑀−1/8. 𝐿𝐿3/4. 𝑣𝑣�
𝑎𝑎

+ �2,05.𝑀𝑀−1/5�
𝑎𝑎
�
𝑠𝑠/𝑎𝑎

+ (2,45.𝑀𝑀−1)𝑠𝑠�
1/𝑠𝑠

 

 

  
(III.6) 

Avec : 
𝑣𝑣 = 1 − 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝�−3,5.𝑀𝑀1 8⁄ . 𝐿𝐿−1 4⁄ �, 

𝑟𝑟 = 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝{1 − 3 (𝐿𝐿 + 4)⁄ }, 

𝑠𝑠 = 3 − 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑝𝑝{−1 (2.𝑀𝑀)⁄ }. 

𝐻𝐻𝑚𝑚𝑖𝑖𝑎𝑎 : L’épaisseur minimale de film lubrifiant sans dimension.                                              

 
  𝐿𝐿 : Paramètre matériaux sans dimension, 

  𝑀𝑀 : Paramètre charge sans dimension. 

𝐿𝐿 = 𝐺𝐺(2𝑈𝑈)1/4 (III.8) 

𝑀𝑀 = 𝑊𝑊(2𝑈𝑈)−1/2 (III.9) 

Où : 

 
 
 
𝐺𝐺 = 𝛼𝛼𝑝𝑝𝐴𝐴 ∗ 𝐸𝐸′ (III.10) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐻𝐻𝑚𝑚𝑖𝑖𝑎𝑎 = ℎ𝑚𝑚𝑖𝑖𝑎𝑎/R(2𝑈𝑈)−1/2   (III.7) 

𝐺𝐺   : paramètre de matériaux. 

𝑈𝑈   : paramètre de vitesse sans dimension. 

𝑊𝑊   : paramètre de charge sans dimension. 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI037/these.pdf 
© [D. Jbily], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



 

119 / 203 

 
 

𝑈𝑈 =
𝜂𝜂0 ∗ (𝑙𝑙1 + 𝑙𝑙2)

2𝐸𝐸′𝑅𝑅
 

 

(III.11) 

 

 
 
𝑊𝑊 =

𝑤𝑤
𝐸𝐸′𝑅𝑅

 (III.12) 

 

 

 
 
Seule une minuscule quantité de lubrifiant sert à former le film hydrodynamique. Une partie de 
l'huile qui se trouve près de l'entrée du contact sera donc rejetée et produira un flux de retour 
(Figure III.4). Ce flux inversé cisaille le lubrifiant, générant de la chaleur, qui aura pour 
conséquence d’abaisser le degré de viscosité de l'huile et de réduire l'épaisseur du film. 
 
 

𝐺𝐺      : paramètre de matériaux. 

𝛼𝛼𝑝𝑝𝐴𝐴    : coefficient de piézo-viscosité [Pa-1].   

𝐸𝐸′      : module d’ Young  équivalent    1
𝐸𝐸′

= 1
2
�1−𝐴𝐴1

2

𝐸𝐸1
+ 1−𝐴𝐴22

𝐸𝐸2
�. 

𝐸𝐸1,𝐸𝐸2  :  module d’ Young du matériau de la vis et de la roue respectivement [N/m2]. 

𝑣𝑣1,𝑣𝑣2   :             coefficient de Poisson du matériau de la vis et de la roue respectivement. 

𝑈𝑈      : paramètre de vitesse sans dimension. 

𝜂𝜂0    : viscosité à pression ambiante [Pa.s].  

𝐸𝐸′      : module d’ Young équivalent  1
𝐸𝐸′

= 1
2
�1−𝐴𝐴1

2

𝐸𝐸1
+ 1−𝐴𝐴22

𝐸𝐸2
� [N/m2]. 

𝑙𝑙1,𝑙𝑙2   :             vitesse normale de la vis et de la roue respectivement [m/s]. 

𝑊𝑊    : paramètre de charge sans dimension. 

𝑤𝑤    : charge par unité de largeur [N/m].  

𝐸𝐸′    : module d’ Young équivalent  1
𝐸𝐸′

= 1
2
�1−𝐴𝐴1

2

𝐸𝐸1
+ 1−𝐴𝐴22

𝐸𝐸2
� [N/m2] 

𝑅𝑅     :             Rayon de courbure équivalent  𝑅𝑅 = 𝑅𝑅1𝑅𝑅2
𝑅𝑅1+𝑅𝑅2

   (𝑅𝑅1,𝑅𝑅2 rayon de courbure de la 
vis et de la roue respectivement) [m] 
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Figure III.4 : Lubrifiant à l’entrée de zone de contact [172] 
 
L’écoulement du lubrifiant n’est donc pas parfaitement isotherme et l’échauffement du fluide 
dans la zone de génération de pression peut conduire à une diminution de l’épaisseur de film 
lubrifiant, introduite par le facteur de réduction thermique ∅𝑇𝑇  (Gupta et al. [173]):  
 

𝜆𝜆 =
ℎ𝑚𝑚𝑖𝑖𝑎𝑎∅𝑇𝑇
𝑅𝑅𝑞𝑞

 
(III.13) 

Où : 
 

∅𝑇𝑇 =  
1 − 13.2 ∗ 𝑃𝑃𝐸𝐸′ ∗ 𝐿𝐿

0.42

1 + 0.213 ∗  (1 + 2.23 ∗ 𝑁𝑁0.83) ∗  𝐿𝐿0.640 
(III.14) 

 
L : paramètre sans dimension, caractéristique de l’état thermique. 

𝐿𝐿 = �−
𝜕𝜕𝜂𝜂
𝜕𝜕𝜕𝜕
� ∗

(𝑙𝑙1 + 𝑙𝑙2)2

4 ∗ 𝐾𝐾𝑉𝑉
⟹  𝐿𝐿 =  𝜂𝜂 ∗

𝛽𝛽∗ ∗ (𝑙𝑙1 + 𝑙𝑙2)2

4 ∗ 𝐾𝐾𝑉𝑉 ∗ 𝜕𝜕2
 

(III.15) 

S : paramètre sans dimension caractéristique du glissement. 

𝑁𝑁 = 2 ∗
𝑙𝑙1 − 𝑙𝑙2
𝑙𝑙1 + 𝑙𝑙2

 (III.16) 

 

𝐾𝐾𝑉𝑉 :        conductivité thermique du lubrifiant [W/ (m.K)] 

 𝛽𝛽∗ :       coefficient de thermo-viscosité du lubrifiant [K]  

T    :       température absolue de fonctionnement [K] 

 𝜂𝜂  ∶        viscosité dynamique du lubrifiant [Pa.s] 

𝐸𝐸′  :        module d’Young équivalent défini précédemment [N/m2] 
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 Maillage local et global 
 
Comme présenté dans le chapitre précédent, un maillage local a été utilisé dans le modèle de 
contact quasi-statique développé.  Ce maillage de contact se compose de M  tranches selon la 
largeur de la dent et N colonnes selon le profil de la dent (hauteur). Ce maillage est déterminé 
pour chaque position cinématique étudiée, avec 𝑝𝑝 ∈ [1,𝑁𝑁], afin de calculer les pressions de 
contact instantanées sur chaque maille de contact.  

À chaque position cinématique  𝑝𝑝 , la zone de contact est localisée sur un emplacement différent 
(Figure III.5). Par conséquent, le modèle de contact utilise différents maillages de contact pour 
chaque position cinématique  𝑝𝑝 . 

 

Figure III.5 : Zones de contact évolutives 
 
Les coordonnées de chaque point du maillage de contact local (évolutif) sur la surface de dent 
change en fonction des 𝑝𝑝 positions.  Par conséquent, les répartitions d’usure prédites sur le 
maillage local �ℎ(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇)�

𝑎𝑎
doivent être transformées en points de maillage global fixes 

(composé de I tranches selon la largeur de la dent et J colonnes selon le profil de la dent) sur la 
surface de la dent afin d’obtenir �ℎ(𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖)�

𝑎𝑎
. Cette tâche de transformation de maillage local à 

un maillage global est indiquée sur la (Figure III.1).  

Puisque la largeur de contact à n’importe quelle position cinématique n est très petite par 
rapport à la taille de la dent, les deux maillages : global et local représentés sur la Figure III.6 
doivent être suffisamment fins. 

Si un nœud chargé du maillage évolutif  με  est contenu dans l'un des carreaux ij du maillage 
global fixe à une  position cinématique étudiée n, alors les valeurs de l’usure sont transférées 
de telle manière que : 

�ℎ(𝑀𝑀𝜇𝜇𝜇𝜇)�
𝑎𝑎

=  �ℎ(𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖)�
𝑎𝑎
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Figure III.6 : Maillage local évolutif sur le maillage global fixe de la surface de la dent  
 
Une fois que la profondeur d’usure maximale devient suffisante pour mettre à jour la géométrie 
de la surface de la dent, le changement de la géométrie est basé sur l’enlèvement de matière de 
la dent en chaque point du maillage local en utilisant le même principe expliqué ci-dessus. Si 
un nœud du maillage local est contenu dans l’un des carreaux fixes, la valeur de profondeur 
d’usure est transformée de telle sorte que :  ℎ𝜇𝜇𝜇𝜇 = ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖 . 
 

 Calcul de la profondeur d'usure 
 
La profondeur d'usure 𝛿𝛿ℎ(𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖) est déduite en chaque point de contact pour un seul cycle 
d'engrènement. Comme on l’a déjà expliqué, dans des situations pratiques, la quantité de 
matière enlevée pendant un cycle d’engrènement est très faible. p et s ne doivent pas être 
calculés à chaque cycle. Le concept de l'étape d'usure est utilisé, ce qui correspond au nombre 
de cycles pour lequel la géométrie de flanc peut être supposée inchangée avec l'usure. Donc, 
selon la Figure III.1 la profondeur d’usure calculée dans une étape d’usure (𝜉𝜉 ) correspondant 
à 𝐶𝐶𝑘𝑘 cycles est :  
 
∆ℎ𝜉𝜉�𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖� =   𝐶𝐶𝑘𝑘. 𝛿𝛿ℎ𝜉𝜉(𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖) (III.17) 

 
 
La profondeur d'usure finale, à chaque point 𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖, est la somme de profondeur d'usure après 
chaque mise à jour de la géométrie : 
 

ℎ�𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖� = �∆ℎ𝜉𝜉�𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖�
𝜉𝜉

𝑘𝑘=0

 

 

 
(III.18) 

 
Enfin, le nombre total de cycles nécessaire pour atteindre ℎ�𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖� est la somme du nombre des 
cycles d'usure, après chaque mise à jour de géométrie tel que : 
 

𝐶𝐶𝑘𝑘𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑙𝑙 =  �𝐶𝐶𝑘𝑘

𝜉𝜉

𝜉𝜉=0

 

 

 
(III.19) 
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 Introduction des distributions d’usure sur les flancs de dents 
 
Le modèle utilisé pour simuler l’usure doit pouvoir tenir compte des écarts de surfaces générés 
par l’usure éventuelle de la surface de la roue. L’écart total au point de contact 𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖 (Figure 
III.7) correspond donc à la somme de l’écart initial 𝑒𝑒(𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖) (sans usure) entre les surfaces des 
dents de la roue et de la vis et la profondeur d’usure totale enlevée en ce point : 

 

𝑒𝑒𝜉𝜉(𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖) =  𝑒𝑒(𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖) + �∆ℎ𝜉𝜉�𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖�
𝜉𝜉−1

𝑘𝑘=0

 (III.20) 

 

 

Figure III.7 : L’écart entre les surfaces avec usure 
 
 

  Jeu de battement (backlash) 
 
La perte de matière sur la dent par l’usure peut être évaluée en mesurant l'augmentation du jeu 
de battement. Dans la pratique, ce changement de jeu est surveillé. Sa limite correspond à des 
dents de la roue devenues trop minces pour soutenir la charge de fonctionnement. 
 
Le jeu de battement (backlash) est défini comme l’angle mesuré au niveau du rayon primitif de 
la roue, en bloquant la vis et en faisant tourner la roue à vide dans les deux sens de rotation 
pour l’amener en contact avec la vis [174].  Il peut être aussi défini comme la différence entre 
l’entredent de la roue mesurée sur le cercle primitif et l’épaisseur de la vis correspondante. 
(Figure III.8). 
La norme allemande DIN 3975 fournit des définitions de différentes catégories de jeu de 
battement [174], comme par exemple : 
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• Un jeu de battement axial qui correspond à la distance mesurée le long d'une ligne 
parallèle à l'axe de vis sans fin entre les flancs non chargés de la vis et de la roue quand 
leurs flancs sont en contact, 

• Un jeu de battement normal est la plus courte distance entre les flancs non chargés de 
la vis et de la roue lorsque leurs flancs sont en contact, 

• Un jeu radial : le jeu radial est la distance la plus courte mesurée le long d'une ligne 
parallèle à la ligne des centres, entre les flancs non chargés de la vis et de la roue lorsque 
leurs flancs sont en contact. 

 
Une certaine quantité de jeu est nécessaire au bon fonctionnement de l'engrenage. Il permet 
d’une part une bonne lubrification et d’autre part compenser les erreurs de fabrication. 
 
Dans le modèle développé, le jeu de battement est calculé en angulaire sur l’axe de la roue, ce 
calcul est effectué en bloquant la rotation de la vis et en faisant tourner la roue dans un sens, 
puis dans l’autre. Cette quantité peut être ramenée en linéaire sur le rayon primitif de la roue. 
 

 
 

Figure III.8 : Jeu de battement (backlash) 
 
 
 

3. Exemple de résultats 

 Données géométriques 
 
Ce paragraphe présente quelques résultats obtenus avec le modèle numérique développé. Pour 
cet exemple, les données de l’engrenage utilisé sont issues de [156]. La vis est en acier cémenté 
trempé, la roue est en bronze phosphoreux coulé en coquille et le lubrifiant est de l’huile 
synthétique Polyglycol.  Les données géométriques concernant la vis et la roue sont regroupées 
dans le Tableau III.1. 
Cette géométrie servira également de base pour les travaux présentés au Chapitre IV. 
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 Vis Roue 
Profil A  
Nombre de filets /dents 1 40 
Module axial  4.95 mm  
Angle d'inclinaison d'hélice  5.437°  
Angle de pression   21.81°  
Pas hélicoïdal  15.551 mm  
Rayon de référence  26 mm 99 mm 
Largeur de la roue   45 mm 
Rayon extérieur de la roue   110 mm 
Entraxe  125 mm  

Tableau III.1 : Données générales de l’engrenage 
 
À partir de données géométriques fournies, il est possible de déduire les différentes données de 
la vis et de la roue nécessaires à l’utilisation du modèle numérique (Tableau III.2). 
 
 

Données de la vis  
Type de profil A 
Nombre de filets 1 
Pas hélicoïdal 15.551mm 
Rayon de référence 26 mm 
Rayon de tête 30.95 mm 
Rayon de pied 20.06 mm 
Angle de pression  21.81° 
Épaisseur axiale de l’outil 7.775 mm 

Données de la roue  
Nombre de dents 40 
Largeur de denture 45 mm 
Rayon extérieur 110 mm 
Rayon de tête 103.94 mm 
Rayon de la gorge 21.06 mm 

Données de fonctionnement  
Entraxe de fonctionnement 125 mm 
Décalage de la vis 0 mm 
Inclinaison de la roue 0° 

Tableau III.2 : Données géométriques nécessaires pour RouVis_Metal 
 
La roue utilisée est taillée avec un outil mouche. Le taillage par outil mouche n’est pas intégré 
dans RouVis_Metal, la roue sera donc considérée comme taillée avec une fraise-mère identique 
à la vis. Les données de la fraise-mère sont estimées et regroupées dans le Tableau III.3. 
 
 
 
 
 
 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI037/these.pdf 
© [D. Jbily], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



 

126 / 203 

 
 

Données de la fraise-mère  
Type de profil A 
Nombre de filets 1 
Pas hélicoïdal 15.551mm 
Rayon de référence 26 mm 
Rayon de tête 31.95 mm 
Rayon de pied 21.05 mm 
Angle de pression axial 21.81° 
Épaisseur axiale de l’outil 7.775 mm 

Données de taillage  
Entraxe de taillage 125 mm 
Décalage de la fraise-mère 0 mm 
Inclinaison de la fraise-mère 0 ° 

Tableau III.3 : Données manquantes estimées pour la fraise-mère 
 

Les données de fonctionnement et les données de matériaux et du lubrifiant sont indiquées dans 
le Tableau III.4 et le Tableau III.5 respectivement. 

 
Données de fonctionnement  

Couple moteur 60 (N.m) 
Vitesse de rotation de la vis 1500 (tr/mn) 

Tableau III.4 : Données de fonctionnement 
 

Données de matériaux du lubrifiant  
 Coefficient initial d’usure K 2.5 E-8 
Température du lubrifiant à l'éjection 333K 
Coefficient de piézo-viscosité du lubrifiant 9.5 E-9 Pa 
Coefficient de thermo-viscosité du lubrifiant 3200 K 
Conductivité thermique du lubrifiant 0.148 W/ (m. K) 
Viscosité du lubrifiant 0.227 Pa.s 
Dureté de la roue 1GPa 
Module d’ Young de la vis 203 GPa 
Coefficient de Poisson de la vis 0.29 
Module d’ Young de la roue 110 GPa 
Coefficient de Poisson de la roue 0.29 

Tableau III.5 : Données relatives aux matériaux et au lubrifiant 
 
La valeur du coefficient d’usure utilisée est (2.5 E-8) [175] pour un contact acier/bronze lubrifié. 
Notons qu’il avait été envisagé de mesurer le coefficient de frottement et le coefficient d’usure 
du bronze, mais pour des raisons matérielles, les essais n’ont pas pu être effectués. Un protocole 
a tout de même été défini avec toutes les équations nécessaires pour déduire le coefficient 
d’usure. Afin de déterminer ce coefficient à partir du modèle d’Archard, il est nécessaire de 
déterminer la charge supportée par les aspérités en contact (Annexe 4). Plusieurs essais avec 
différentes conditions de fonctionnement (charge, vitesse, durée) doivent être réalisés pour 
déterminer ce coefficient d’usure. 
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Dans la suite, des exemples de résultats sont présentés. Le modèle d’usure développé est utilisé 
avec les données géométriques indiquées précédemment avec 3 étapes d’usure. Chaque étape 
correspond à l’enlèvement de matière maximale de 4µm, la géométrie est mise à jour après 
chaque étape d’usure. Rappelons que les pressions sont calculées en se basant sur les équations 
de compatibilité de déplacement et la méthode des coefficients d’influence. Le temps de calcul 
nécessaire pour calculer l’usure dans une étape est environ 4 minutes. 
 

 L’usure dans une étape d’usure 
 
L’enlèvement de matière à chaque point de contact de la surface de denture peut être présenté 
après chaque étape d'usure. La Figure III.9 montre la portée d’usure dans la première étape 
d’usure. L'usure la plus élevée se situe dans la zone proche du pied de dent, ce qui se produit 
pour plusieurs raisons : tout d'abord, la vitesse de glissement est proportionnelle à la distance 
de l'axe de rotation de la vis sans fin. Par conséquent, celle-ci est plus grande dans la partie 
extérieure du filet de vis sans fin, qui est en contact avec le pied de la dent de la roue comme 
le montre la Figure III.10. Les pressions de contact sont plus élevées près du pied de la roue 
(Figure III.11), enfin les épaisseurs du film lubrifiant sont fines dans cette zone (Figure III.12). 
 

 

 

 

 
Figure III.9 : Usure dans la première étape 

 

 
 

 
 

Figure III.10 : Vitesse de glissement 
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Figure III.11 : Pressions de contact 

 
 

 
 

 
 

 

Figure III.12 : Epaisseur du film lubrifiant 
 
 

 L’usure cumulée 
 
Il est possible de tracer l’usure cumulée en tout point de contact après chaque étape d’usure, 
celles-ci étant représentées sur le flanc de la roue. La Figure III.13 montre l’usure cumulée 
après trois étapes d’usure.   
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Figure III.13 : L’usure cumulée après trois étapes 
 
 

 Partage des charges 
Comme les pressions de contact changent en fonction de l’usure, la répartition des efforts sur 
chaque dent en contact est également modifiée. Pour chaque étape d’usure, on peut donc suivre, 
pour chaque position, le nombre de dents en contact ainsi que l’effort que supporte chacune de 
ces dents (Figure III.14). 
 

 
Figure III.14 : Partage de charge après trois étapes 

 

 L’erreur de transmission 
 
La forme initiale d'une dent de la roue change à cause de l’usure et donc les caractéristiques de 
transmission, telle que l’erreur de transmission, sont également modifiées. Rappelons que le 
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principe de calcul de l’erreur de transmission a été présenté dans le chapitre précédent, cette 
erreur correspond à l’erreur cinématique à vide auquel sont ajoutées les erreurs dues à la flexion 
des dents et de leurs supports et à l’écrasement des surfaces au niveau du contact. Cette erreur 
correspond à l’angle entre la position théorique (s’il n’y avait pas de déformations des dents, 
ni d’erreur de positionnement…) et la position réelle de la dent pour une position cinématique 
donnée. Pour chaque étape d’usure, le calcul est fait sur différentes positions cinématiques, on 
peut alors représenter l’erreur de transmission comme le montre la Figure III.15. 
 

 
Figure III.15 : Erreur de transsmision après trois étapes 

 

 Le jeu de battement (backlash) 
 
Le jeu de battement permet d’évaluer la perte de matière par l’usure sur la dent, il est calculé 
pour chaque étape d’usure et pour toutes les positions cinématiques étudiées, il est défini en 
angulaire sur l’axe de la roue. La Figure III.16 montre le jeu de battement calculé après trois 
étapes d’usure, les résultats au bas de la fenêtre indiquent la moyenne, le minimum, le 
maximum et l’amplitude du jeu de battement en milli-radians. La valeur entre parenthèse 
correspond au jeu exprimé en minute d’angle. 
 

 
Figure III.16 : Jeu de battement après trois étapes 
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4. Influence de la taille de l’étape d’usure 
 
Le concept de l’étape d'usure est introduit dans ce paragraphe. L'étape de l'usure correspond au 
temps (ou nombre de cycles), durant lequel un maximum de matière est enlevée de la roue par 
le processus d'usure.  
 
La question qui se pose est de connaître la taille de l'étape d’usure pour que les résultats du 
modèle d’usure soient corrects. Il a été constaté par des essais dans l'exemple considéré que le 
processus est devenu instable si l'étape d'usure était de telle sorte que la quantité de matière 
enlevée dépasse 10µm. À ce niveau, l’enlèvement d'un maximum de 10 µm de matière de la 
dent de la roue provoque des différences significatives dans la manière dont les pressions sont 
générées.  
Le modèle d'usure est exécuté à partir de la géométrie initiale, en utilisant une durée de 
fonctionnement totale identique et des étapes d’usure différentes : 
 

• Six étapes d’usure de 30000 cycles chacune, 
• Douze étapes d’usure de 15000 cycles chacune, 
• Dix-huit étapes d’usure de 10000 cycles chacune. 

Les figures (Figure III.17_a, Figure III.17_b, Figure III.17_c) comparent l'usure cumulée après 
une durée de 180000 cycles en utilisant des étapes d'usure (30000 cycles, 15000 cycles et 10000 
cycles). Il est clairement montré que les différences entre les modèles sont mineures avec un 
enlèvement de matière maximale calculée de 25.53 µm, 25.12 µm et 25.01µm respectivement, 
avec une excellente correspondance générale dans les valeurs d'usure et la variation sur la 
surface de la dent. 
 
Les figures (Figure III.18_a, Figure III.18_b, Figure III.18_c) montrent les pressions obtenues 
après 180000 cycles en utilisant des étapes d'usure (30000 cycles, 15000 cycles et 10000 
cycles). Il existe aussi des différences mineures avec une pression maximale de 644 MPa, 654 
MPa et 658 MPa respectivement. 
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a) 6 étapes de 30000 cycles b) 12 étapes de 15000 cycles 

 
 
 

 

 

 

 
 
 

a) 18 étapes de 10000 cycles 

 

 
 

Figure III.17 : Usure cumulée après 180000 cycles en utilisant des étapes d’usure :a) 
30000 cycles, b) 15000 cycles et c) 10000 cycles. 

 
a)   6 étapes de 30000 cycles b) 12 étapes de 15000 cycles 

 

 
 

 

 

c) 18 étapes de 10000 cycles 

 

 
Figure III.18 : Pressions de contact après 180000 cycles en utilisant des étapes 

d’usure :a) 30000 cycles, b) 15000 cycles et c) 10000 cycles. 
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Les figures (Figure III.19 et Figure III.20) représentent le jeu de battement et l’erreur de 
transmission obtenus en utilisant des étapes d’usure (30000 cycles, 15000 cycles et 10000 
cycles). Les courbes montrent des résultats quasiment identiques pour les trois cas d’étapes 
d’usure considérées. La différence entre le jeu obtenu en utilisant des étapes de 30000 cycles 
ou 10000 cycles d’usure ne dépasse pas 1.5%.  Comme pour le calcul de l’usure cumulée, le 
jeu de battement et l’erreur de transmission peuvent être considérés comme insensibles à la 
taille de l'étape de l'usure adoptée. 
 

 
 

Figure III.19 : Jeu de battement angulaire sur la roue obtenu avec différentes étapes 
d’usure 

 
 

 
Figure III.20 : Erreur de transmission obtenu avec différentes étapes d’usure 

 
Une autre approche peut être considérée, dans laquelle les étapes d'usure sont de durées 
différentes, avec une longueur de l'étape d'usure choisie de sorte que la même quantité 
maximale de matière ait été enlevée. C’est-à-dire le nombre de cycles correspondant à chaque 
étape n'est pas fixe, mais il est calculé selon 𝐶𝐶𝑘𝑘 = ∆𝑤𝑤/𝛿𝛿𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥  pour chaque étape d'usure 
individuelle, où  ∆𝑤𝑤 est l'enlèvement maximum de matière par étape d’usure.  
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Il est constaté qu’une valeur de ∆𝑤𝑤 = 4µ𝑚𝑚  donne la même usure cumulée après six étapes 
d’usure, comme les modèles avec des étapes d'usure fixes (Figure III.21). Ce mode 
d'exploitation permet de calculer l’usure sur une longue période de fonctionnement, mais avec 
moins d'étapes d'usure. Par exemple, l’étude de l’usure sur 1000000 cycles nécessite 34 étapes 
d’usure avec des étapes d’usure de même durée (30000 cycles) alors qu’il nécessite 25 étapes 
avec des étapes d’usure de durées différentes correspondant à un enlèvement maximum de 
matière de 4 µm par étape. 

 
 

 

 
 

 
 

   Figure III.21 : Usure cumulée obtenue après 180000 cycles en utilisant des étapes 
d’usure de 4µm. 
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5. Conclusion  
 
Dans ce chapitre, une méthodologie a été proposée pour simuler l'usure de la roue pour les 
engrenages roues et vis sans fin. Dans cette méthodologie, un modèle de contact quasi-statique 
de la répartition des charges est combiné avec une formulation d’usure d’Archard. 
 
Le modèle d'usure adopté suppose que la profondeur d'usure est proportionnelle au produit de 
la pression de contact et de la distance de glissement. De plus, il repose sur l’hypothèse que 
l’engrenage fonctionne en régime de lubrification mixte, ainsi le coefficient d’usure d’Archard 
n’est pas considéré constant.  
 
Les évolutions de l’usure déduites du modèle d’Archard doivent donc prendre en compte 
l’influence des conditions de lubrification. Celles-ci sont intégrées avec un coefficient d’usure 
local, dépendant de l’épaisseur de film lubrifiant, rapportée à l’amplitude des rugosités des 
surfaces. 
 
L’enlèvement de matière par l’usure du flanc de la roue influe sur la répartition des pressions 
et donc les modifications des dents doivent être incluses dans la prédiction de l’usure, en 
modifiant les écarts entre les surfaces de la vis et de la roue. Le calcul des pressions de contact 
doit être aussi mis à jour pour tenir compte des changements de géométrie. 
 
Afin d’accélérer le  calcul, la réactualisation des écarts de forme entre les surfaces de la roue et 
de la vis induits par l’usure n’est pas effectuée après chaque cycle, le concept de l’étape d'usure 
pendant laquelle la forme géométrique de base de la dent n’est pas changée de manière 
significative est introduit et la sensibilité d'usure cumulée ainsi que les caractéristiques de 
transmission, telles que l’erreur de transmission et le jeu de battement, à la durée de l’étape 
d'usure sont examinés. Il est montré que l'approche optimale est d'utiliser une longueur variable 
de l’étape de l'usure caractérisée par la quantité maximale d'enlèvement de matière. Cette 
approche permet de calculer l’usure sur une longue période avec moins d’étapes d’usure. 
Des exemples de résultats obtenus avec le modèle numérique développé sont présentés tels que 
la répartition des pressions de contact, l’usure cumulée, l’erreur de transmission, le jeu de 
battement, etc… En ce qui concerne les temps de calcul, un calcul d'usure par exemple, avec 
quatre mises à jour de la géométrie, nécessite 16 minutes sur un ordinateur portable 64 bits. 
 
Les résultats du modèle numérique sont comparés à des mesures expérimentales issues de la 
bibliographie dans le chapitre suivant. 
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   Comparaisons avec des résultats 
expérimentaux 

 

1. Introduction 
 
L’objectif de ce chapitre est de présenter différentes comparaisons et validations des modèles 
détaillés dans les Chapitre II et III. 
 
 Afin de valider les modèles numériques, les résultats des calculs sont comparés à des essais 
expérimentaux effectués sur des réducteurs à roue et vis sans fin, issus des travaux de M. Octrue 
[156]. Ces essais sont de longue durée (plus de 50000 heures de test) pour évaluer l’usure. Les 
résultats expérimentaux disponibles sont : l’évolution d’usure traduite par l’augmentation du 
jeu de battement en fonction de nombre de cycles et des résultats qualitatifs (photographies) 
montrant l’évolution de flanc de la dent de la roue pendant le processus de test. Les essais 
montrent que l’usure abrasive et le pitting sont couplés. Par contre, le modèle de cette thèse a 
été développé pour prédire l’usure de la roue et il ne prend pas en compte le couplage entre les 
phénomènes de pitting et d’usure. Pour recaler les résultats des calculs avec l’expérimental, un 
processus pour prendre en compte l’usure et le pitting a été utilisé. 
 

2. Données de l’engrenage  
 
Les différentes données de l’engrenage (géométrie, fonctionnement, matériau et lubrifiant) 
nécessaires à l’utilisation de ROUVIS ont déjà été présentées dans le chapitre précédent et sont 
rappelées ci-dessous dans le Tableau IV.1 et Tableau IV.2. 
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Données de la vis  
Type de profil A 
Nombre de filets 1 
Pas hélicoïdal 15.551mm 
Rayon de référence 26 mm 
Rayon de tête 30.95 mm 
Rayon de pied 20.06 mm 
Angle de pression  21.81° 
Épaisseur axiale de l’outil 7.775 mm 

Données de la roue  
Nombre de dents 40 
Largeur de denture 45 mm 
Rayon extérieur 110 mm 
Rayon de tête 103.94 mm 
Rayon de gorge 21.06 mm 

Données de fonctionnement  
Entraxe de fonctionnement 125 mm 
Décalage de la vis 0 mm 
Inclinaison de la roue 0° 
Couple moteur 45 (N.m) 
Vitesse de rotation de la vis 1500 (tr/mn) 

 

Tableau IV.1 : Données de l’engrenage 
 

Données de matériaux du lubrifiant  
Coefficient initial d’usure K 2.5 E-8 
Température du lubrifiant a l'éjection 333K 
Coefficient de piézo-viscosité du lubrifiant 9.5 E-9 Pa 
Coefficient de thermo-viscosité du lubrifiant 3200 K 
Conductivité thermique du lubrifiant 0.148 W/ (m. K) 
Viscosité du lubrifiant 0.227 Pa.s 
Dureté de la roue 1GPa 
Module d’ Young de la vis 203 GPa 
Coefficient de Poisson de la vis 0.29 
Module d’Young de la roue 110 GPa 
Coefficient de Poisson de la roue 0.29 

 

Tableau IV.2 : Données de matériaux et de lubrifiant 
 
 

3.  Essais expérimentaux issus de la bibliographie 
 
Octrue [156] a effectué plusieurs tests d'endurance de longue durée afin d'atteindre un nombre 
de cycles significatifs et pour fournir des données pertinentes sur le comportement des surfaces 
des dents d’engrenages à vis sans fin. Pour atteindre cet objectif, des bancs d’essai ont été 
conçus et développés pour tester les réducteurs. 
Chaque banc d'essai se compose d'un moteur à courant continu à vitesse variable, qui entraîne 
la vis, alors que la roue est reliée à un frein pour appliquer un couple (Figure IV.1) 
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Figure IV.1 : Schéma du banc d’essai d’engrenage roue et vis sans fin [156] 
 

 
Chaque banc d'essai est surveillé et les paramètres suivants sont mesurés continuellement : 
 

• Vitesse de rotation de la vis, 
• Couple sur l'axe d'entrée de la vis, 
• Couple appliqué à la roue, 
• Température de l'huile dans le carter, 
• Température de l'huile près du roulement de la vis le plus chargé, 
• Usure instantanée de la roue. 

 
Le couple est fixé à la valeur de test et toutes les 300 heures, le banc d'essai est arrêté. L’usure 
se traduit par une augmentation du jeu de battement. À chaque arrêt du banc d’essai, une valeur 
moyenne est déduite de quatre mesures pour quatre positions de la roue. Ce jeu est mesuré 
tangentiellement au diamètre primitif de la roue. 
 
Les résultats des mesures d’usure sont présentés comme l’évolution de l'usure, interprétée 
comme une augmentation du jeu en fonction de nombre de cycles de la roue. Plusieurs courbes 
sont tracées. Chaque courbe correspond à des conditions de fonctionnement spécifiques en 
terme de vitesse de rotation de la vis 𝑝𝑝1 et du couple appliqué sur la roue 𝐶𝐶2 (Figure IV.2). 
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Figure IV.2 : Évolution de l'usure en fonction du nombre de cycles [156] 

 
La roue est soumise à une usure abrasive, qui s’effectue en réalité par couches successives qui 
se détachent au fil du temps, en fonction du niveau de fatigue des matériaux, d’où l’aspect en 
marche d’escalier du jeu de battement (Figure IV.2).  
 
Sur la Figure IV.2, on constate que le comportement de l’engrenage à l'usure dépend fortement 
des conditions de fonctionnement (couple appliqué et vitesse de rotation de la vis), donc le jeu 
de battement évolue de manière différente pour chaque essai.  
 
Chaque courbe présente des paliers (parties horizontales de la courbe) pendant lesquels il n’y 
a pas d’usure, ainsi le jeu de battement est constant. Ces paliers correspondent au temps 
« d’incubation », durant lequel les pressions de contact initient des fissures à travers la sous-
couche des flancs des dents de la roue. Lorsque ces fissures atteignent la surface, des écailles 
sont enlevées, laissant de petits trous. En conséquence, la surface de contact est réduite et la 
charge transmise est redistribuée sur la partie de la surface qui n’est pas encore écaillée. Un 
phénomène d'usure abrasive peut alors commencer si la surface en contact est suffisamment 
réduite. L’usure augmente de manière linéaire (parties inclinées de la courbe). Ces deux 
phénomènes s’alternent et évoluent continuellement. 
 

4. Résultats du modèle de partage des charges  
 

 Conditions aux limites utilisées pour calculer les coefficients 
de flexion de la vis et de la roue 

 
Comme cela a déjà été présenté dans le Chapitre II, la répartition des charges est basée sur la 
résolution des équations de compatibilité des déplacements, qui prennent en compte les 
déformations de contact et de flexion des dentures. Ces déformations sont calculées de manière 
séparée par la méthode des coefficients d’influence. Les coefficients d’influence de contact 
sont calculés par une méthode analytique, basée sur la théorie de Boussinesq, alors que les 
coefficients d’influence de flexion sont estimés en utilisant un modèle mixte basé sur un seul 
calcul Éléments Finis et des fonctions d’interpolations. 
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Les coefficients de flexion sont calculés à partir d’un calcul Éléments Finis standard. Des 
macro-commandes, pilotées par le logiciel ROUVIS, ont été développées pour créer la 
géométrie de l’engrenage et effectuer les calculs de flexion automatiquement. 
 
Les conditions aux limites utilisées pour calculer les flexions de la vis et de la roue sont 
influentes sur les résultats quasi-statiques. Pour que cette analyse de flexion soit de bonne 
qualité, les conditions aux limites doivent être les plus proches possibles de celles du système 
réel.  
La roue en bronze est montée sur un arbre en acier et des roulements sont montés sur l’arbre de 
la roue et de la vis.  Ces éléments peuvent être pris en compte lors des calculs Éléments Finis.  
 
La Figure IV.3 montre les conditions aux limites utilisées pour la vis et la roue. Des liaisons 
sont ajoutées sur l’arbre de la vis pour simuler le contact entre l’arbre et les roulements. Elles 
permettent à l’arbre de tourner et de se déplacer axialement. La roue en bronze est montée sur 
un arbre en acier, la jante de la roue est en bronze, son épaisseur est égale à deux fois la hauteur 
de la dent de la roue. Des liaisons sont également ajoutées sur l’arbre de la roue pour simuler 
le contact entre l’arbre et les roulements. Ces liaisons permettent la rotation et le déplacement 
de l’arbre selon l’axe de la roue. Un encastrement à l’extrémité de l’arbre complète la 
modélisation. Notons que les géométries des arbres et les emplacements des roulements 
respectent les plans fournis. 
 

  
 

 
 

 

Figure IV.3 : Conditions aux limites 
Pour réaliser ces calculs, un maillage avec des éléments tétraédriques à dix nœuds de type 
parabolique a été défini. Chaque élément possède trois degrés de liberté par nœud. 

2h en bronze 
h : hauteur de la dent 

Rotation acceptée 
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Un maillage fin est effectué sur les dents supportant les points de calcul des coefficients de 
flexion, afin d'obtenir des résultats précis. Le maillage global peut être plus grossier, comme le 
montre la Figure IV.4. 
 
 

 

 
 
 

Figure IV.4 : Maillage Eléments Finis 3D 
 

 

  Résultats du modèle de contact  
 
Le modèle développé fournit des résultats concernant la simulation du taillage, la cinématique 
à vide et des résultats sous charge. 
Quelques résultats du modèle concernant l’engrenage étudié 1/40 (Tableau IV.1) sont 
présentés :  

- Profils de la vis et de la roue,  
- Vitesse de glissement normale, 
- Vitesse de glissement tangentielle, 
- Distribution des pressions de contact, 
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À partir des données géométriques, il est possible de tracer le profil des filets de la vis et des 
dents de la roue dans différents plans (axial, crémaillère). La Figure IV.5 montre le profil de la 
vis dans un plan crémaillère décalé de 15mm de l’axe de la vis et la Figure IV.6  montre le 
profil de la roue dans un plan crémaillère décalé de 10mm de l’axe de la roue. 
 

 

  

Figure IV.5 : Le profil de la vis dans plan crémaillère décalé de 15mm 
 

 
Figure IV.6 : Le profil de la roue dans plan crémaillère décalé de 10mm 

 
 

 
 
La vitesse de glissement dans le plan tangent peut se décomposer en une vitesse de glissement 
normale et une vitesse de glissement tangente à la ligne de contact. Le glissement tangentiel est 
plus important que le glissement normal car il est généré par le mouvement de rotation de la 
vis [6]. La vitesse de glissement normale s’inverse au cours de l’engrènement (Figure IV.7).  
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1mm 
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Figure IV.7 : Vitesse de glissement normale 
La vitesse de glissement tangentielle est représentée sur la Figure IV.8. Cette vitesse est 
maximale en pied de dent de la roue pour décroitre progressivement jusqu’à la tête de la dent.  

 
 

 

 

 

 
 

Figure IV.8 : Vitesse de glissement tangentielle 
 

 
 
Après avoir calculé la cinématique à vide et les coefficients d’influence de flexion, les 
équations de compatibilité de déplacement peuvent être résolues et les pressions déterminées 
en chaque point de contact. La Figure IV.9 montre la répartition des pressions sur le flanc de la 
roue. 
Les pressions sont maximales en pied de dent de la roue, pour décroitre progressivement 
jusqu’en tête de dent. 
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Figure IV.9 : Distribution des pressions de contact 
 

 

5. Résultats du modèle d’usure 
 

 Comparaison des résultats du modèle d’usure avec des 
résultats expérimentaux issus de la bibliographie  

 
Dans la suite, les résultats du modèle sont comparés à des mesures de trois essais pour 
l'engrenage 1/40, avec différentes conditions de fonctionnement (couple sur la roue, vitesse de 
rotation de la vis) nommés A, B et C (voir le Tableau IV.3). Les essais A et B correspondent 
aux couples (1250Nm, 1375Nm) respectivement et à la même vitesse de rotation de la vis (1600 
tr/mn). Alors que l’essai C est plus chargé. Il correspond au couple (1700 Nm) et à une vitesse 
de rotation de 900 tr/mn. 
 
Le modèle d’usure est appliqué et fournit des résultats pour l’engrenage 1/40, avec les 
différentes conditions de fonctionnement correspondant aux essais A, B et C.  Étant donné que 
les essais sont de longue durée (jusqu’à 20*10 6cycles pour l’essai A, 19*10 6cycles pour l’essai 
B et 6.8 *10 6cycles pour l’essai C), des étapes d’usure de différentes durées ont été utilisées. 
Chacune correspond à un enlèvement de matière maximum de 3 µm, ce qui signifie que la 
géométrie de la roue et les pressions de contact restent les mêmes jusqu'à ce que la profondeur 
d'usure maximale atteint 3µm. Après cela, la géométrie de la roue est mise à jour et les pressions 
de contact sont recalculées avec le modèle de répartition des charges. 
 

Essai Couple sur la roue (N.m) Vitesse de rotation de la vis (tr/mn) 
A 1250 1600 
B 1375 1600 
C 1700 900 

Tableau IV.3 : Conditions d'essai de l’engrenage 1/40 utilisées  
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Le couple d’entrée dans ROUVIS est le couple moteur sur la vis, il est déduit du couple donné 
sur la roue et en tenant compte du rendement : 
𝐶𝐶𝑚𝑚𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑚𝑚𝑎𝑎 = 𝐶𝐶𝑎𝑎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑎𝑎

𝜂𝜂
,    avec 𝜂𝜂 : Le rendement de l’engrenage. 

 
Ce rendement est calculé avec la méthode proposée dans la norme ISO/TR 14521 : 2010 [19]. 
 
Le rendement total avec une vis menante : 
 

 
 
Avec : P1 puissance d'entrée sur l'arbre de vis sans fin, P2 puissance de sortie sur l'arbre de la 
roue creuse 
 
La perte de puissance totale PV, est calculée comme suit : 
 

 
Le calcul de la perte de puissance dans l'engrènement PVz est donné par : 
 

 
 
Le rendement de l'engrenage 𝜂𝜂𝑧𝑧1−2  avec une vis menante est de : 
 

 
 
Avec :  
 
𝛾𝛾𝑚𝑚1 : Angle d'inclinaison de l'hélice de référence de la vis. 
 𝜇𝜇𝑧𝑧𝑚𝑚 : Coefficient de frottement moyen de la denture. 
 
 

 
 
𝜇𝜇OT     : Coefficient de frottement de base. Pour les roues en bronze, et lubrification par 
barbotage à l'huile polyglycol : 
 

 
 
Vg : Vitesse de glissement au diamètre de référence moyen, 
𝑌𝑌𝑁𝑁 : représente le facteur de dimension, 𝑌𝑌𝐺𝐺   le facteur de géométrie, 𝑌𝑌𝑊𝑊  le facteur de matériau et 
𝑌𝑌𝑅𝑅   le facteur de rugosité. 
 
Les différents facteurs qui vont être utilisés dans les prochaines relations sont détaillés dans la 
norme.  
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La perte de puissance par barbotage PVO est : 
 

 
 
La perte de puissance dans les paliers PVLP est : 

 

 
 
La perte de puissance dans les joints d'étanchéité PVD est donnée par : 
 

 
 
En utilisant les équations précédentes, le rendement peut être calculé pour chaque cas d’essai. 
Ainsi le couple moteur peut être déduit (Tableau IV.4). 
 
 

Essai Couple sur la 
roue (N.m) 

Vitesse de rotation  
de la vis (tr/mn) 

Rendement  
(%) 

Couple sur la 
vis (N.m) 

A 1250 1600 78.146 40 
B 1375 1600 78.41 44 
C 1700 900 78.691 54 

Tableau IV.4 : Conditions d'essai avec le rendement utilisées pour la validation du 
modèle 

 

 
 
Les figures (Figure IV.10 et Figure IV.11) montrent une comparaison entre la répartition des 
pressions de contact (tracée sur le flanc de la roue) obtenue après 2323, 6863 heures 
respectivement avec des photos de flanc de dent de la roue prise après ce même nombre de 
cycles [156]. 
 

 

Répartition des pressions après 2323 
heures 

Flanc de la roue après 2323 heures 

 

 

 

 
 

 
 

 

Figure IV.10 : Comparaison des répartitions de pression du modèle avec une photo du 
flanc de la roue après 2323 heures. 
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Répartition des pressions après 
6863 heures 

Flanc de la roue après 6863 heures 

 

 
 

 

 
 
 

 
 

 

Figure IV.11 : Comparaison des répartitions de pression du modèle avec une photo du 
flanc de la roue après 6863 heures.  

 
On constate que les zones de pressions maximales obtenues avec le modèle correspondent 
aux zones de flanc où le pitting a été observé expérimentalement. 
 

 
 
L’évolution de jeu de battement en fonction de nombre de cycles de la roue est tracée pour les 
trois essais A, B et C. 
  
Notons que dans le modèle, le jeu de battement est calculé angulairement autour de l'axe de la 
roue pour différentes positions cinématiques, pour comparer avec les résultats expérimentaux 
une valeur moyenne de jeu de toutes les positions cinématiques étudiée est calculée. Ensuite, il 
est ramené linéairement sur le rayon primitif de la roue. 
 

 
 
Avec les conditions de fonctionnement de l’essai A, la courbe expérimentale présentée sur la 
Figure IV.12 montre que l’engrenage commence à s’user dès le début du fonctionnement 
jusqu’à 2*10 6 cycles (phase I), puis une première phase de pitting (phase II) commence pendant 
laquelle le jeu reste presque constant. Il n’y a pas d’usure, c’est la période « d’incubation » du 
pitting en sous couche. Cette phase dure 11*10 6 cycles. Ensuite l’usure se déclenche pendant 
0.75*10 6 cycles (phase III), puis la deuxième phase de pitting (phase IV) commence à 
13.75*106 cycles. Elle s’arrête à 16.75*10 6 cycles quand l’usure se déclenche à nouveau et 
continue jusqu’à 19*10 6 cycles (phase V). Après cette phase d’usure, on constate que le jeu 
commence à se stabiliser vers la fin de l’essai (phase VI).  
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Figure IV.12 : Evolution du backlash mesuré, cas A (n1 = 1600 tr/mn, C2 = 1250 Nm). 
 
En comparant les résultats de l’évolution du jeu de battement simulé avec celui mesuré 
expérimentalement (Figure IV.13), on observe que les courbes se superposent bien dans la 
première phase d’usure. Ensuite, elles se séparent. En effet, dans le modèle, l’engrenage 
continue à s’user, alors que dans la réalité l’usure s’arrête et une phase de pitting dans laquelle 
le jeu de battement ne change pas commence, puis les deux phénomènes évoluent 
continuellement. C’est pourquoi le modèle prévoit une usure plus importante.  Une autre 
observation est que l’évolution de l’usure prédite est linéaire, la même tendance est observée 
sur les parties de courbe expérimentale correspondant à l’usure. La pente de la courbe obtenue 
avec le modèle (3,4E-06) est presque égale à la moyenne des pentes des parties des courbes 
expérimentales correspondant à l’usure (3E-06). Le modèle prévoit donc correctement l’usure, 
quand elle est présente. 
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Figure IV.13 : Comparaison du jeu de battement mesuré et simulé cas A (n1 = 1600 
tr/mn, C2 = 1250 Nm).  

 

 
 
La Figure IV.14 montre l’évolution de l’usure pour le cas B. Le comportement de l’engrenage 
est différent par rapport au cas A. Pourtant la seule différence entre les deux cas est le couple, 
qui est plus élevé de 125 Nm pour le cas B. 
 
 

 
Figure IV.14 : Évolution du backlash mesuré cas B (n1=1600 tr/mn, C2=1375 Nm). 
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Dans le cas B, on constate que l’usure ne commence pas dès le début du fonctionnement de 
l’engrenage, mais il existe une période « d’incubation » du pitting, correspondant à 3*106 

cycles (phase I), puis un passage de ce phénomène de fatigue en sous couche au phénomène 
d’usure en surface, cette phase d’usure (phase II) dure jusqu’à 5.2 *106 cycles. La deuxième 
phase de pitting (phase III) commence alors et dure 1.3*106 cycles, puis l’usure se déclenche à 
nouveau jusqu’à 19*106 cycles (phase IV). 
 

 
Figure IV.15 : Comparaison du jeu de battement mesuré et simulé cas B (n1=1600 tr/mn, 

C2=1375 Nm). 
 
La pente de partie des courbes correspondant à l’usure n’est pas constante, mais elle change 
avec le temps de fonctionnement. Ces changements peuvent être liés au niveau de fissuration 
en sous couche. La période de la première phase de pitting est plus longue que la deuxième 
phase car l’engrenage est encore neuf. Dans la deuxième phase, il est plus abîmé en sous couche. 
En comparant la courbe obtenue avec le modèle avec celle des essais (Figure IV.15) : on 
constate que l’évolution de l’usure est quasi-linéaire. La pente de la courbe obtenue avec le 
modèle est (4,26*10-6), et est proche de la moyenne des pentes des parties des courbes 
expérimentales correspondant à l’usure (4,5*10-6). 
 
 

 
 
La Figure IV.16 montre l’évolution d’usure pour le cas C, qui est le cas le plus chargé. L’usure 
commence dès le début de fonctionnement de l’engrenage, jusqu’à 1.4*10 6 cycles (phase I). 
Cette phase d’usure est suivie d’une du pitting (phase II), de petite durée (0.6*10 6 cycles), puis 
l’usure se déclenche à nouveau jusqu’à 3.5*10 6 cycles (phase III). La deuxième phase de pitting 
apparaît alors pour une durée de 1.5*10 6 cycles (phase IV). L’usure survient de nouveau et 
continue jusqu’à 6.8*106 cycles (phase V). 
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Figure IV.16 : Evolution du backlash mesuré cas C (n1=900 tr/mn, C2=1700 Nm). 

 
On constate donc que même avec ce cas très chargé, l’usure abrasive n’est pas le seul 
phénomène intervenant dans la durée de vie de cet engrenage, mais il est couplé avec un 
phénomène de pitting. 
En comparant l’évolution de jeu battement simulé avec celle obtenue expérimentalement 
(Figure IV.17), on constate que les courbes se superposent dans la première phase d’usure, 
ensuite, elles se séparent, cette séparation est dû au phénomène de pitting qui survient au cours 
du fonctionnement de l’engrenage et s’alterne avec le phénomène d’usure. La pente de la 
courbe simulée est (5.25*10-6) et correspond à la pente de partie de la courbe expérimentale 
(5.2*106). 
 

 
Figure IV.17 : Comparaison du jeu de battement simulé et mesuré cas C (n1=900 tr/mn, 

C2=1700 Nm). 
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En résumé, les figures (Figure IV.13, Figure IV.15 et Figure IV.17) montrent que l’usure 
augmente avec le couple et l’évolution de l’usure prédite est linéaire. Les mêmes tendances 
sont observées lorsqu’on compare les courbes du modèle avec celles mesurées 
expérimentalement. Le modèle prévoit néanmoins plus d’usure que les essais. La différence 
des résultats a été expliquée par le fait que le modèle ne prend pas en compte le phénomène de 
pitting. L'usure commence bien entendu une fois que l’engrenage fonctionne et elle continue, 
mais comme il a été dit précédemment, l'usure n’est pas le seul phénomène intervenant dans la 
vie de l’engrenage et elle est couplée au pitting. Il faut noter également que le comportement 
de l’engrenage change avec les conditions de fonctionnement.  
 

 Influence de l’usure sur la portée des pressions de contact  
 
Les modifications de la dent due à l’usure peuvent modifier la répartition des pressions de 
contact de manière significative et l'usure de la surface dépend fortement des pressions de 
contact. L'influence de l'usure sur la portée de contact peut être donc être mise en évidence par 
la variation des pressions de contact. 
Les pressions de contact dans le cas B (n1=1600 tr/mn, C2=1375 Nm) sont représentées sur le 
flanc de la roue après différents nombres de cycles sur la Figure IV.18. Une échelle fixe est 
utilisée pour toutes les figures. 
Il est évident qu’à partir de la Figure IV.18, les pressions initiales (sans usure) sont maximales 
en pied de dent de la roue. Avec la progression de l’usure, la distribution des pressions change 
et la zone des pressions maximales se déplace vers les côtés du flanc. La pression maximale 
diminue aussi avec l’usure.  
 

Sans usure  après 2*10 6 cycles 
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après 4*10 6 cycles après 5*10 6 cycles 
 

 

 
 

 

 

 

 

après 7*10 6 cycles après 9*10 6 cycles 
 

 

 

 

 

 
 

après 11*10 6 cycles après 15*10 6 cycles 
 

 

 
 

 

 

 
après 16*10 6 cycles après 17*10 6 cycles 
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Figure IV.18 : Distribution des pressions de contact après différents nombres de cycles 
 

  Évolution de l’usure cumulée 
 
La Figure IV.19 montre l’évolution de l’usure pour le cas B (n1=1600 tr/mn, C2=1375 Nm) 
après différents nombres de cycles. 
Au début, l’usure maximale est située proche de pied de la dent de la roue, ensuite elle se 
déplace vers les côtés du flanc de la roue. Une profondeur d’usure maximale (900µm) est 
enlevée après 19*10 6 cycles. 
 

 
 

après 18*10 6 cycles après 19*10 6 cycles 
 

 

 

 

 

 

sans usure  après 2*10 6 cycles 
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après 4*10 6 cycles après 5*10 6 cycles 
 

 

 
 
 

 

 

 
 

après 7*10 6 cycles après 9*10 6 cycles 
 

 

 
 
 
 

 

 

 
 

après 11*10 6 cycles après 15*10 6 cycles 

 

 
 
 

 

 

après 16*10 6 cycles après 17*10 6 cycles 
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Figure IV.19 : L’évolution de l’usure après différents nombres de cycles 

 

 Influence de la vitesse de rotation sur l’usure 
 
Pour étudier l’influence de la vitesse de rotation sur l’usure, des calculs d’usure pour le cas C, 
avec un couple C2= 1700Nm sont réalisées avec différentes vitesses de rotation de la vis 
(n1=100, 600, 900, 1200 tr/mn). 
 
La Figure IV.20 montre une comparaison de l’évolution d’usure (jeu de battement) avec les 
différentes vitesses de rotation de la vis.  
On constate que l’augmentation de la vitesse de rotation de la vis diminue l’usure. Cela peut 
être expliqué par le fait que  𝜆𝜆 = ℎ𝑚𝑚𝑖𝑖𝑙𝑙

𝑅𝑅𝑞𝑞
  , ratio caractéristique du régime de lubrification, dépend, 

pour une certaine rugosité  𝑅𝑅𝑞𝑞, de hmin, l’épaisseur du film d’huile. Selon l’équation (III.6) du 
calcul de l’épaisseur de film (présenté dans Chapitre III au §2.5.2),   ℎ𝑚𝑚𝑖𝑖𝑎𝑎 augmente avec le 
paramètre de vitesse  𝑈𝑈 et diminue avec le paramètre de charge W. Comme l’épaisseur de film  
ℎ𝑚𝑚𝑖𝑖𝑎𝑎  est proportionnelle à (𝑈𝑈)1/16 ,  (𝑈𝑈)1/10 ,  (𝑈𝑈)1/2  et à  (𝑊𝑊)−1/8  , à(𝑊𝑊)−1/5  ,  (𝑊𝑊)−1  , 
l’influence de la vitesse sur  ℎ𝑚𝑚𝑖𝑖𝑎𝑎  est plus prononcée. Par conséquence, l’augmentation de  𝜆𝜆 
avec la vitesse, entraine une diminution du coefficient d’usure local selon l'équation (III.5) 
présentée au §2.5.1 du Chapitre III. 
 
 

 

 
 

 

 
après 18*10 6 cycles après 19*10 6 cycles 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI037/these.pdf 
© [D. Jbily], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



 

158 / 203 

 
 

Figure IV.20 : Influence de la vitesse de rotation sur l’usure. 
 

 L’influence de l’usure sur l’erreur de transmission  
 
L’erreur de transmission sous charge est calculée après chaque étape d’usure. La Figure IV.21 
représente l’erreur de transmission calculée après différents nombres de cycles. Les résultats 
montrent que la forme de l’erreur change avec l’usure.  
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Figure IV.21 : Erreur de transmission: a) sans usure, b) après 9*10 6 cycles c) après 
19*10 6 cycles. 

 
La moyenne et l’amplitude de l’erreur de transmission augmentent tout au long du 
développement de l’usure comme le montre les Figure IV.22 et Figure IV.23. Par exemple, à 
19*10 6 cycles, la moyenne augmente de 90% par rapport à la valeur sans usure, alors que 
l’amplitude augmente de 64%. 
 
 

b) 9*10 6 cycles 

 
c)  19*10 6 cycles 
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Figure IV.22 : Évolution de moyenne de l’erreur de transmission avec l’usure 
 

 
 

Figure IV.23 : Évolution de l’amplitude de l’erreur de transmission avec l’usure. 
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6. Couplage entre usure et pitting 
 
Les résultats présentés précédemment ont montré que le modèle d’usure prévoit plus d’usure 
que celui obtenu expérimentalement, cette différence vient du fait que le modèle ne prend pas 
en compte le phénomène de pitting, dans lequel il n’y a pas d’usure et le jeu de battement ne 
change donc pas. 
 
Comme déjà expliqué précédemment, selon les conditions de fonctionnement, le moment où le 
pitting commence et s’arrête, ainsi que le moment où l’usure abrasive se déclenche et s’arrête 
sont différents. C’est pourquoi, la prise en compte du couplage entre les deux phénomènes 
(usure abrasive et pitting) est compliqué.   
 
Une tentative de prendre en compte le couplage entre le pitting et l’usure en intégrant la courbe 
d’endurance (Pression-nombre de cycles) avec le calcul de la répartition des pression de contact 
a été réalisée.  
 
La courbe (Pression-nombre de cycles) représente la pression admissible en fonction de nombre 
de cycles obtenus quand l’écaillage est apparu. Une courbe moyenne ainsi qu’une enveloppe 
des points sont tracés sur la Figure IV.24. La largeur de la bande est de l’ordre de 150 MPa. 
 
Par la suite, un processus pour prendre en compte ces deux phénomènes est présenté. L’usure 
et le pitting sont déclenchés et arrêtés dans le modèle, en fonction de courbes obtenues 
expérimentalement.  Ce processus est appliqué sur le cas A et le cas C. 
 
 

 
Figure IV.24 : Courbe de Pression-nombre de cycles pour le bronze [160] 
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Cas A (n1 = 1600 tr/mn, C2 = 1250 Nm) 
 
Par exemple pour l’essai A, qui présente un écart important entre les valeurs de jeu de battement 
obtenus avec le modèle et celles obtenues expérimentalement (Figure IV.12), l’engrenage 
commence à s’user dès le début du fonctionnement jusqu’à 2*106 cycles (phase I), donc l’usure 
est déclenchée dans le modèle sur cette période. La Figure IV.25 représente la distribution des 
pressions après 2*106 cycles. 
 

 

 

 
 

 

 

 

Figure IV.25 : Distribution des pressions après 2*106 cycles. 
 
Puis une première phase de pitting (phase II) commence (Figure IV.12), elle correspond à 
11*106 cycles, ce qui correspond sur la courbe d’endurance à une pression 425MPa (10% plus 
de cette valeur a été choisi, Plimite1 = 465 MPa). En couplant cette distribution de pression avec 
la courbe d’endurance, tous les points ayant des pressions plus élevées que Plimite1 = 465MPa 
sont enlevées.  L’enlèvement de matière sur les points concernés est effectué en supposant que 
la contrainte de cisaillement maximale se situe en sous couche à 0.78 de demi-largeur de contact 
(la géométrie équivalente du contact entre la roue et la vis peut être modélisée par un contact 
cylindre-plan. Les fissures se produisent donc sous la surface à une profondeur proche de 0,78 
fois la demi-largeur de contact [6]). Par conséquent, on enlève 0.78*demie largeur de contact 
en ce point, ensuite la répartition des pressions est recalculée (Figure IV.26).  
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Figure IV.26 : Distribution des pressions après 1ère phase de pitting. 
 
Puis le modèle d’usure est déclenché jusqu’à 14*106 cycles (phase III). La deuxième phase de 
pitting commence alors (phase IV), cette phase correspond à 3*106 cycles. Pour cette valeur, 
on lit une pression 538 MPa sur la courbe d’endurance (10% en plus a été choisi, Plimite2 = 592 
MPa). Tous les points avec des pressions plus élevées que Plimite2 sont enlevés de la même 
manière que pour la première phase de pitting. Les pressions sont recalculées à nouveau (Figure 
IV.27). Ensuite, une phase d’usure est déclenchée jusqu’à la fin de l’essai (20*106 cycles). La 
Figure IV.28 montre la répartition des pressions de contact après 20*106 cycles. On constate 
que des zones, déjà enlevées dans les phases de pitting, sont rentrées à nouveau dans le contact, 
ce qui signifie que la surface résiduelle du flanc de la roue est rattrapée par l’usure. 
 
 

 

 
 

 

Figure IV.27 : Distribution des pressions après 2ème phase de pitting. 
 

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI037/these.pdf 
© [D. Jbily], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



 

164 / 203 

 

 

 
 
 

 

 
 
 
 
 

Figure IV.28 : Distribution des pressions après 20*106 cycles. 
 
En tenant compte du couplage entre l’usure et le pitting de cette manière simple, on constate 
que sur la courbe d’évolution de backlash, le modèle concorde avec la courbe obtenue avec 
l’essai (Figure IV.29).  
 
 

 
 

Figure IV.29 : Comparaison du backlash mesuré et simulé, cas A (n1 = 1600 tr/mn, C2 = 
1250 Nm) en tenant compte du pitting (Plimit1=465 MPa et plimite2= 592 Mpa). 

 
=425 MPa et limit1PNotons que les pressions limites trouvées sur la courbe d’endurance (

) ont été choisies dans un premier temps pour les phases de pitting. MPa 853=limite2P
L’évolution du jeu obtenu est représentée sur la Figure IV.30. Après la deuxième phase de 
pitting, l’usure est sévère, du fait qu’on a enlevé trop de points et donc la surface de contact 
devient petite, les courbes se séparent. C’est pourquoi, il a été décidé de prendre des pressions 
limites majorées de 10% par rapport aux valeurs moyennes trouvées sur la courbe 
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d’endurance, afin d’enlever moins de points. De plus, les valeurs choisies restent à l’intérieur 
de la largeur de bande définie sur la courbe de l’endurance (de l’ordre de 150MPa). 
 

 
 

Figure IV.30 : Evolution du backlash simulé, cas A (n1 = 1600 tr/mn, C2 = 1250 Nm) avec 
Plimit1=425 MPa et Plimite2= 538 MPa. 

 
 
Discussion :  
 
À la fin de chaque phase du cas A étudié, des paramètres sont repérés. L’idée est de voir les 
variations de ces paramètres lors de passage d’une phase à l’autre (de l’usure au pitting ou 
l’inverse). 
 
Les paramètres pris en compte sont : 
 

• La pression maximale de contact Pmax, 
• La pression moyenne de contact Pmoy, : moyenne de pressions (non nulles) de tous les 

points qui sont en contact, 
• Le pourcentage de surface de contact (où les pressions sont non nulles) par rapport à la 

surface totale du flanc de la dent : S0, 
• Le pourcentage de surface de contact où il y a des pressions plus élevées que la pression 

moyenne par rapport à la surface totale de flanc : S1,  
• Le pourcentage de surface de contact où il y a des pressions plus élevées que la pression 

moyenne par rapport à la surface de contact : S2. 
 

Ces différents paramètres sont présentés sur la Figure IV.31. 
 
Géométrie initiale (sans usure) 
 
Tout d’abord, à partir de la géométrie initiale, la répartition des pressions est calculée. 
La pression maximale est Pmax = 560 MPa, la moyenne des pressions de tous les points de 
contact (où les pressions ne sont pas nulles) est Pmoy = 425 MPa, 
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La surface de contact (où il y a des pressions) par rapport à la surface de flanc est égale à 86 %. 
La surface de contact où les pressions sont plus élevées que la pression moyenne par rapport à 
la surface de flanc est de 39%.  
Et la surface de contact où les pressions sont plus élevées que la pression moyenne constitue 
46% par rapport à la surface totale de contact. 
En utilisant la formule approximative, dérivée de l’expérimental, proposée dans [157] [19], 
pour estimer le nombre de cycles jusqu'à la première apparition de pitting : 

 
 
Cette équation est validée dans certaines conditions, et l’engrenage utilisé et les conditions de 
fonctionnement vérifient ces conditions. 
 
𝑣𝑣𝑎𝑎𝑚𝑚  : Vitesse de glissement au rayon de référence, 𝑣𝑣𝑎𝑎𝑚𝑚 = 4.1 m/s 
𝑣𝑣𝑎𝑎𝑎𝑎𝑉𝑉: Vitesse de glissement de référence (3 m/s), 
𝜎𝜎𝐻𝐻𝑚𝑚 : Contrainte de contact moyenne, 𝜎𝜎𝐻𝐻𝑚𝑚=425MPa 
𝜎𝜎𝐻𝐻𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚: Contrainte admissible au pitting. 𝜎𝜎𝐻𝐻𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚=520MPa 
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Figure IV.31 : Différents paramètres à la fin de chaque phase, cas A (n1 = 1600 tr/mn, C2 

= 1250 Nm)   
 

 
 
 
 

Gémetrie initiale
• pmax=  560MPa
• pmoy= 425 MPa
• S: 86%
• 39%,46%

Phase I : usure 
• pmax= 549 MPa
• pmoy= 425MPa
• S:88%
• 45%,51%

Phase II: pitting
(11*106 cycles,plimite1=465MPa)

• pmax= 690MPa
• pmoy= 499MPa
• S:63%
• 23%,36%

Phase III: usure

• pmax= 660MPa
• pmoy= 499MPa
• S:63%
• 27%,43%

Phase IV : Pitting
(3*106 cycles, plimite2=592MPa)

• pmax=690MPa
• pmoy=531MPa
• S:56%
• 19%,34%

Phase V: usure 

• pmax= 616MPa
• pmoy= 465MPa
• S:68%
• 50%,72%

Phase :VI

• pmax = 523 MPa
• pmoy=438 MPa
• S:81%
• 46%,57%
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On obtient : 
 
𝑁𝑁𝑀𝑀= 1.88*106 cycles, cela veut dire que le premier pitting apparaitra après 1.88*106 cycles et 
cela concorde avec les résultats expérimentaux, où la première phase de pitting était après 2*106 

cycles. 
L’engrenage va s’user pendant cette période.  Notons que sans doute la manière dont la pression 
moyenne est calculée n’est pas la même que dans la norme. 
 
Fin de la phase d’usure (phase I) :  
 
La pression maximale est Pmax = 549 MPa, la pression moyenne est presque la même Pmoy = 
425MPa. La surface de contact par rapport à la surface de flanc est : S0=88%. 
La surface de contact où les pressions sont plus élevées que la pression moyenne par rapport à 
la surface du flanc est de : S1= 45%. La surface de contact où les pressions sont plus élevées 
que la pression moyenne est S2= 51 % par rapport à la surface totale de contact.  
Donc, on a une zone de surface assez chargée, de manière à favoriser le pitting (d’après la 
bibliographie, le pitting est fortement lié aux pressions de contact en surface). Alors, une phase 
de pitting commence (phase II).   
La pression moyenne à la fin de la phase d’usure (phase I) Pmoy = 425 MPa. Cette valeur 
correspond sur la courbe d’endurance à 11*106 cycles, ce qui concorde avec l’essai, où la phase 
de pitting suivante (phase II) observée sur la courbe expérimentale correspond à 11*106.cycles. 
Dans le calcul, une pression limite majorée de 10% a été fixée.  
 
Fin de la phase de pitting (phase II) : 
 
Tous les points qui ont des pressions dépassant Plimite1 = 465MPa sont enlevés. La répartition 
des pressions est recalculée et la charge redistribuée sur la partie de surface où il n’y a pas de 
pitting.  À la fin de cette phase, la surface de contact étant réduite, la pression maximale 
augmente : Pmax = 690 MPa, et la moyenne des pressions Pmoy = 499 MPa augmente aussi, 
conséquence de la diminution de la surface de contact.   
La surface de contact par rapport à la surface du flanc est réduite à S0= 63%. 
La surface de contact où les pressions sont plus élevées que la moyenne des pressions est S1= 
23% par rapport à la surface du flanc et S2= 36% par rapport à la surface totale de contact. 
 
Donc, la surface de contact est réduite et les pressions sont élevées, le phénomène d’usure 
(phase III) est donc favorisé. 
Pmax = 690 MPa correspond sur la courbe d’endurance à nombre de cycles 0.7*106.cycles, la 
durée de la phase d’usure suivante est 0.75*106.cycles. 
 
À la fin de la phase d’usure (phase III) :  
 
La pression maximale et la moyenne des pressions à la fin de cette phase (Pmax =660 MPa, Pmoy 
= 499 MPa) respectivement. La surface de contact par rapport à la surface du flanc est de 63%,  
 
La surface de contact où les pressions sont plus élevées que la pression moyenne est S1= 27% 
par rapport à la surface de flanc et S2= 43% par rapport à la surface de contact. 
 
Ensuite, une phase de pitting commence (phase IV). La pression moyenne à la fin de la phase 
III est 499MPa, qui donne sur la courbe d’endurance un nombre de cycle 4.6*106 cycles. Par 
contre, la phase de pitting suivante correspond à 3*106 cycles, qui fournit à son tour sur la 
courbe d’endurance une pression de 538 MPa. La pression trouvée sur la courbe d’endurance 
a été majorée de 10%. 
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Fin de la phase de pitting (phase IV) :  
 
Tous les points ayant une pression plus élevée que Plimite2 = 592 MPa ont été enlevés et la 
répartition de pression a été recalculée. L’enlèvement des points est effectué de la manière déjà 
expliquée dans la phase II. 
À la fin cette phase de pitting (phase IV), la pression maximale et la pression moyenne sont 
(Pmax =690 MPa, Pmoy =531 MPa) respectivement. La surface de contact a diminué à 56% par 
rapport à la surface du flanc. La surface de contact, où les pressions sont plus élevées que la 
pression moyenne, est réduite aussi à S1=19% par rapport à la surface du flanc et à S2=34% par 
rapport à la surface de contact.  
La surface de contact est réduite et les pressions augmentent, par conséquence l’usure se 
déclenche (phase V).  
 
Fin de la phase d’usure (phase V) :  
   
La pression maximale et la moyenne des pressions diminuent à la fin de cette phase (Pmax = 616 
MPa, Pmoy = 465 MPa) respectivement. La surface de contact par rapport à la surface du flanc 
augmente à 68%, S1= 50%, S2=72%. 
Le pourcentage de la surface où les pressions sont plus élevées que la moyenne est grand. À 
cette phase, on constate sur la courbe expérimentale que le jeu commence à se stabiliser, cela 
veut dire que le pitting commence. Il faudrait donc le déclencher pour mieux coller à la courbe 
expérimentale. 
 
Fin de l’essai : 
 
À la fin de l’essai les pressions obtenues qu’avec l’usure sont (Pmax = 523 MPa, Pmoy =438 
MPa). La surface de contact par rapport à la surface du flanc augmente à 81%, S1= 46%, 
S1=56%. La surface de contact a augmenté avec l’usure. Les surfaces sont décalées, car la 
dernière phase de pitting n’a pas été simulée. 
 
 
Cas C (n1 = 900 tr/mn, C2 = 1700 Nm) 
 
L’engrenage commence à s’user dès le début du fonctionnement jusqu’à 1.4*106 cycles (phase 
I), donc l’usure est déclenchée dans le modèle jusqu’à 1.4*106 cycles. Cette phase est suivie 
par une phase de pitting (phase II) de durée 0.6*106 cycles, qui correspond à une pression 700 
MPa sur la courbe d’endurance. Pour prendre en compte cette phase dans le modèle, la 
répartition de pression à la fin de la phase I est couplée avec la courbe d’endurance et donc tous 
les points dont les pressions sont plus élevées que Plimite1= 587 MPa (la valeur est dans 
l’enveloppe limitant les points de la courbe d’endurance) sont enlevés de la même manière que 
présentée précédemment, et la répartition de pression est recalculée. La surface de contact a 
diminué et les pressions de contact augmentent, entraînant le déclenchement de l’usure (phase 
III) jusqu’à 3.5*106 cycles. Ensuite, une 2ème phase de pitting commence (phase IV), elle dure 
1.5*106   cycles. Ce nombre de cycles correspond sur la courbe d’endurance à une pression 
Plimite2 = 595 MPa. Les points avec des pressions dépassant Plimite2 sont enlevés et la répartition 
des pressions est recalculée. Cette phase est suivie d’une phase d’usure (phase V) qui continue 
jusqu’à 6.8*106 cycles. 
 
La Figure IV.32 montre une comparaison entre l’évolution du jeu de battement simulé et celui 
mesuré expérimentalement, les courbes sont proches.  
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Figure IV.32 : Comparsion de backlash simulé et mesuré, cas C (n1 = 900 tr/mn, C2 = 
1700 Nm) en prenant en compte le pitting (Plimit1= 587 MPa et plimite2= 595 MPa). 

 
Notons que dans un premier temps, le processus est appliqué en utilisant les valeurs moyennes 
des pressions limites (Plimit1=700 MPa et plimite2= 595 MPa dans les deux phases de pitting 
respectivement) obtenues sur la courbe d’endurance, la Figure IV.33 montre les résultats 
obtenus, la courbe simulée très proche et est située au-dessous de la courbe expérimentale. Le 
fait de diminuer Plimit1 enlève plus de points et par conséquent augmente la pente de la courbe 
dans la phase d’usure (phase II), ce qui correspond mieux à la réalité. 
 

 
 

Figure IV.33 : L’évolution du backlash simulé, cas C (n1 = 900 tr/mn, C2 = 1700 Nm) avec 
Plimit1=700 MPa et Plimite2= 595 MPa. 
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Dans la suite, différents paramètres sont repérés à la fin de chaque phase, ils sont présentés sur 
la Figure IV.34. Par la suite, une discussion est menée. 
 
Géométrie initiale (sans usure) 
 
La répartition des pressions est calculée avec la géométrie initiale (sans usure), la pression 
maximale est Pmax = 660 MPa, la pression moyenne est Pmoy = 470 MPa.  
La surface de contact (où il y a des pressions) par rapport à la surface du flanc est 86 %. 
La surface de contact où il y a des pressions plus élevées que la pression moyenne par rapport 
à la surface du flanc est de 35%.  
Et la surface de contact où les pressions sont plus élevées que la pression moyenne constitue 
40% par rapport à la surface totale de contact. 
 
En utilisant la formule approximative, dérivée de l’expérimental [157] [19], pour estimer le 
nombre de cycles jusqu'à la première apparition de pitting avec une pression moyenne Pmoy = 
470 MPa,  

 
 

 
 

Figure IV.34 : Différents parametres à la fin de chaque phase cas C, (n1 = 900 tr/mn, C2 = 
1700 Nm) 

Géométrie initiale
• pmax=  660 MPa
• pmoy= 470 MPa
• S: 86%
• 35%,40%

Phase I : usure 
• pmax= 608 MPa
• pmoy= 479 MPa
• S:88%
• 41%,46%

Phase II : Pitting
(N=0.6*106cycles, plimite1= 587MPa)

• pmax = 630 MPa
• pmoy = 507MPa
• S:79 %
• 27%,34%

Phase III : usure
• pmax = 614 MPa
• pmoy = 504 MPa
• S:79%
• 36%,47%

Phase IV : pitting 
(N=1.5*106cycles, 
plimite2=595MPa)
• pmax = 624 MPa
• pmoy = 527 MPa
• S:72.5%
• 30%,41%

Phase V: usure
• pmax= 580 MPa
• pmoy= 485 MPa
• S : 82%
• 44%, 54 %

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2016LYSEI037/these.pdf 
© [D. Jbily], [2016], INSA Lyon, tous droits réservés



 

172 / 203 

 
𝑣𝑣𝑎𝑎𝑚𝑚  : Vitesse de glissement au rayon de référence, 𝑣𝑣𝑎𝑎𝑚𝑚 = 2.46 m/s, 
𝑣𝑣𝑎𝑎𝑎𝑎𝑉𝑉: Vitesse de glissement de référence (3 m/s), 
𝜎𝜎𝐻𝐻𝑚𝑚 : Contrainte de contact moyenne, 𝜎𝜎𝐻𝐻𝑚𝑚= 470MPa, 
𝜎𝜎𝐻𝐻𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚: Contrainte admissible au pitting. 𝜎𝜎𝐻𝐻𝑙𝑙𝑖𝑖𝑚𝑚= 520MPa. 
 
On obtient donc : 𝑁𝑁𝑀𝑀= 1*106 cycles, donc le pitting apparaîtra après 1.*106 cycles, ce qui est 
comparable avec les résultats expérimentaux, le pitting naissant après 1.4*106 cycles. 
 
 
D’une manière générale, à partir de l’analyse des deux cas étudiés (A et C), on constate que 
dans la phase d’usure qui précède la phase de pitting, les pourcentages de surface en contact S1 
et S2 (où il y a des pressions plus élevées que la pression moyenne par rapport à la surface de 
flanc et à par rapport à la surface de contact) sont élevés, si on les compare avec ceux obtenus 
dans les phases de pitting.  
Après l’enlèvement des points dépassant la pression limite, les pressions augmentent, dû à la 
diminution de surface de contact, favorisant ainsi l’usure. En prenant en compte le pitting, la 
surface de contact diminue et donc les pressions de contact augmentent. 
 
Pour le recalage des résultats : 
 
Dans certains cas, à partir de la pression obtenue à la fin de la phase, on peut estimer de manière 
approximative la période de la phase suivante. Soit avec la formule approximative issue de la 
bibliographie, soit avec la courbe d’endurance. 
 
En ce qui concerne le cas A, dans les deux phases de pitting, les valeurs des pressions limites 
choisies sont supérieures aux pressions limites moyennes trouvées sur la courbe d’endurance. 
Alors que pour le cas C, dans la 1ère phase de pitting, la valeur de pression limite est inférieure 
à la pression moyenne trouvée sur la courbe d’endurance. 
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7. Conclusion 
 
Des comparaisons sont réalisées entre les résultats obtenus avec le modèle numérique 
développé et des résultats expérimentaux de longue durée issus de la bibliographie.  
 
Les comparaisons de la portée de contact simulée avec celle obtenue expérimentalement après 
un certain nombre de cycles montrent que les zones de pressions maximales correspondent bien 
à celles où le pitting apparaît expérimentalement. 
 
Les comparaisons de l’évolution du jeu de battement simulé et mesuré ont montré que le 
modèle prévoit plus d’usure. Ces différences peuvent être expliquées par le fait que l’usure 
abrasive n’est pas le seul phénomène intervenant sur les flancs de la roue, mais il est couplé 
avec le pitting en particulier, pour lequel le jeu reste constant. Pour les cas d’essais dans lesquels 
l’usure commence dès le début de fonctionnement de l’engrenage, les résultats simulés sont en 
bon accord avec ceux de l’essai, jusqu’à ce que le phénomène de pitting intervienne : les 
courbes se séparent alors, car l’usure continue dans le modèle, alors que dans l’essai le jeu reste 
constant pendant la période de pitting. Le pitting n’est pas pris en compte dans le modèle 
d’usure. 
Les résultats du modèle mettent en évidence que l’évolution de l’usure est linéaire et qu’elle 
augmente avec le couple appliqué. La même tendance est observée avec les résultats 
expérimentaux.  
 
Les prédictions du modèle montrent que la répartition des pressions ainsi que l’erreur de 
transmission changent avec l’usure de manière quantitative et qualitative. 
 
Les résultats du modèle indiquent aussi qu’aux vitesses de rotation plus élevées, l’usure et donc 
le jeu de battement sont plus petits qu’avec des vitesses de rotation moins élevées, en raison de 
l’augmentation de l’épaisseur du film lubrifiant (et donc du rapport 𝜆𝜆) avec la vitesse, et par 
conséquent, la diminution du coefficient d’usure local. 
 
La difficulté de prendre en compte à la fois les deux phénomènes (usure abrasive et pitting) 
dans le modèle réside dans le fait que l’évolution de deux phénomènes dépend fortement des 
conditions de fonctionnement. Pour le même engrenage, le moment où le pitting et l’usure 
commencent et s’arrêtent, change en fonction des conditions de fonctionnement, et donc il 
faudrait trouver une loi pour simuler ce comportement.   
 
Pour recaler les résultats du modèle avec les résultats expérimentaux, une tentative 
d’intégration du pitting a été réalisée en couplant le calcul de la répartition des pressions de 
contact avec la courbe d’endurance du bronze (Pression-nombre de cycles). Cela permet de 
prédire les zones sur les flancs de dents où le pitting va apparaître. L’usure et le pitting sont 
donc déclenchés et arrêtés en fonction de la courbe expérimentale. La comparaison des résultats 
d’évolution du jeu de battement simulé, en prenant en compte le pitting, avec celui mesuré sont 
alors toujours proches. Ensuite, des paramètres sont repérés à la fin de chaque phase pour 
observer leurs évolutions avec les deux phénomènes. 
Notons que le processus adopté est très simple, l’objectif étant de montrer que si le pitting est 
pris en compte dans le modèle, on peut recaler les résultats avec les essais. Mais le phénomène 
de pitting est plus complexe que dans le processus, il peut être dépendant d’autres paramètres 
influents, qui ont été négligés. 
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Conclusion générale 
 
 
Le comportement mécanique sous charge des engrenages roues et vis sans fin en prenant en 
compte l’usure de la roue est étudié dans ce travail de thèse.  Présentant de nombreux avantages 
par rapport aux engrenages classiques, les engrenages roues et vis sans fin sont largement 
utilisés dans de nombreuses applications industrielles. Ils permettent un grand rapport de 
réduction, en assurant une sécurité de fonctionnement par les notions : d'irréversibilité, de 
silence et d'un engrènement doux. Le principal inconvénient du réducteur à roue et vis sans fin 
est le problème d'usure, en raison du degré de glissement relativement élevé au niveau des 
contacts entre les dents. Afin d'éviter le grippage, il est nécessaire d'utiliser des matériaux 
différents pour la vis et la roue. Cependant, l'utilisation d'un matériau relativement souple pour 
l'une des surfaces limite les contraintes de contact admissibles et donc la capacité de charge. 
Une conséquence inévitable de cet arrangement (acier/bronze) est que les dents de la roue en 
bronze sont soumises à un taux d'usure qui est beaucoup plus élevé que celui qui pourrait être 
attendue dans un engrenage classique (acier/acier).  
Par conséquent, il est souhaitable de proposer un modèle qui peut prédire le comportement à 
l'usure des engrenages roues et vis sans fin dans les premières phases de la conception pour 
permettre au concepteur de prendre des mesures correctives pour minimiser ces effets 
défavorables. 
 
Un des principaux apports de ce travail de recherche est de coupler une loi d’usure avec un 
modèle du comportement quasi statique de répartition des charges et de réactualiser les 
géométries des dentures avec l’évolution de l’usure. En plus, le modèle de contact développé 
permet de prendre en compte les déformations de flexion non seulement selon le profil de 
denture mais aussi selon sa largeur de denture ainsi bien que l’environnement de l’engrenage 
en terme de géométrie des arbres, voile, jante, roulements,…. 
  
L’objectif général de ce travail était d’une part de modéliser le comportement quasi statique 
des engrenages roues et vis sans fin dans le cas où la vis est en acier et la roue en bronze, et 
d’autre part d’intégrer l’usure de la roue dans le modèle. Celui-ci doit proposer plusieurs 
résultats comme le partage des charges, les pressions de contact, l’erreur de transmission sous 
charge, les raideurs d’engrènement, le jeu de battement, l’usure,… 
 
Pour réaliser cet objectif, ce travail a été découpé en trois étapes distinctes : 
 

• Modélisation du comportement mécanique des engrenages roues et vis sans fin, 
• Modélisation de l’usure de la roue en couplant le modèle de contact avec un modèle 

d’usure, 
• Validation du modèle numérique avec des résultats expérimentaux issus de la 

bibliographie. 
 
 
Le chapitre I présente un état de l'art de la modélisation du comportement mécanique des 
engrenages et la modélisation de l’usure. Il commence par une présentation de la géométrie de 
l’engrenage à vis. Ensuite, différents modèles issus de la littérature permettant de simuler le 
comportement sous charges des engrenages à vis sont décrits : méthodes normalisées, méthodes 
permettant de modéliser le comportement élastique et du contact entre les dents. Les différents 
modes de défaillance dans les engrenages roues et vis sans fin, les principaux modèles utilisés 
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dans la littérature pour modéliser l’usure, et la fatigue de contact ainsi que l’étude du pitting 
dans les engrenages à vis sont présentés. 
 
Le chapitre II décrit la modélisation du comportement mécanique sous charge des engrenages 
roues et vis sans fin. Cette méthode développée au LaMCoS est déjà utilisée pour différents 
types d’engrenages. Elle se base sur la résolution des équations de compatibilité des 
déplacements et sur la méthode des coefficients d’influence. Afin de limiter les temps de calculs, 
les effets dus à la flexion et au contact ont été séparés. Les effets de contact ont été obtenus par 
une méthode analytique, basée sur la théorie de Boussinesq. Alors que  les effets globaux de 
flexion ont été estimés par la combinaison d’un unique calcul Éléments Finis, permettant de 
prendre en compte des conditions aux limites réalistes de l’environnement de l'engrenage 
(géométries spéciales comme la géométrie des arbres, des jantes et des voiles, les emplacements 
et les raideurs des roulements,...), et des fonctions d’interpolation permettant de réduire 
significativement les temps de calculs.  
 
Pour calculer les coefficients de flexion : 
 

• Tout d’abord, une macro-commande permet de générer automatiquement la géométrie 
de la vis dans un logiciel de CAO standard, ainsi que ces points nécessaires au calcul 
des bases de fonctions des coefficients d'influence. 

• Avec une seconde macro-commande, un effort est appliqué successivement sur chacun 
des points de la dent centrale dans un module Éléments Finis 3D standard. Pour chaque 
effort appliqué, les déplacements de tous les points de trois dents sont récupérés. Afin 
de ne conserver que les déplacements de flexion, deux calculs sont réalisés : le premier 
avec le flanc anti-homologue libre, et le second avec le flanc anti-homologue bloqué. 
Les déplacements obtenus par le second calcul sont ensuite soustraits à ceux du premier. 

• Ces déplacements sont ensuite combinés à des fonctions d'interpolation permettant de 
calculer les coefficients d'influence de flexion. 

Les fonctions de forme sont décomposées en deux fonctions : une fonction simule le 
comportement de la dent selon sa hauteur et une seconde modélise le comportement de la dent 
selon sa largeur.  
 

• Selon la hauteur de la dent de la roue et du filet la vis : le comportement est similaire à 
celui d’une poutre encastré-libre, les fonctions ont été définies selon les déformées 
d’une poutre encastré-libre.  

• Selon la largeur de denture de la roue, le comportement de la dent est proche du 
comportement d’une poutre libre-libre.  

• Selon la largeur de filet de la vis : l'utilisation de fonctions de résonance de poutre libre-
libre ou encastrée-encastrée peuvent être envisagée. Afin de bien définir les fonctions à 
utiliser, des études ont été menées en comparant les déplacements de différents points 
obtenus par les fonctions avec les déplacements de ces mêmes points obtenus avec 
Éléments Finis. Les résultats montrent que les deux types de fonctions envisagées pour 
définir le comportement selon la largeur de filet donnent de bons résultats. Toutefois, 
dans certains cas ce sont les fonctions de résonance de poutre libre-libre qui donnent de 
meilleurs résultats, tandis que pour d'autres cas de charge, ce sont les fonctions de 
résonance de poutre encastrée-encastrée. Afin d’être le plus précis possible pour toutes 
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les configurations. Il a été proposé de définir le comportement des filets selon sa largeur 
par la moyenne des fonctions de résonance de poutre libre-libre et encastrée-encastrée.  

Le chapitre III est consacré à la présentation de modèle d’usure, une méthodologie combinant 
le modèle de contact avec le modèle d’usure d’Archard. Cette loi d’Archard est adaptée pour 
tenir compte de l’influence des conditions de lubrification via un coefficient d’usure local 
dépendant de l’épaisseur de film lubrifiant, rapportée à l’amplitude des rugosités des surfaces. 
La perte de matière par l’usure crée des écarts par rapport à la forme initiale de la surface, par 
conséquence, cela peut influencer la portée de contact et les autres résultats quasi-statiques tels 
que l’erreur de transmission et la raideur d’engrènement. Donc, les modifications des surfaces 
des dents de la roue due à l’usure doivent être prises en compte dans le modèle développé et 
les calculs de pressions de contact doivent être réactualisés. Vu que la quantité d’usure enlevée 
par cycle est très petite, la mise à jour de la géométrie n’est pas réalisée après chaque cycle de 
fonctionnement. Le concept de l’étape d'usure pendant laquelle la forme de la dent n’est pas 
changée de manière significative est introduit. Ensuite, la sensibilité d'usure cumulée et les 
caractéristiques de transmission à la taille de l’étape d'usure sont examinées. L’approche 
optimale est d’utiliser une taille variable de l’étape d’usure. L’utilisation de cette approche est 
intéressante quand on étudie l’usure sur une longue durée de fonctionnement, parce qu’elle 
permet de réduire le nombre d’étapes nécessaires au calcul. 
 
Le chapitre V a pour but de valider le modèle d’usure à l’aide de résultats d’essais issus de la 
bibliographie. Des essais de longue durée, avec différentes conditions de fonctionnement, ont 
été réalisés sur des réducteurs à vis sans fin. L’usure est évaluée en mesurant le jeu de battement. 
Des comparaisons sont effectuées pour trois cas, avec différentes conditions de fonctionnement 
(couple, vitesse), entre les résultats du modèle et les résultats expérimentaux. Les comparaisons 
du jeu de battement montrent que pour certains cas commençant avec de l’usure dès le début 
de fonctionnement, la courbe obtenue avec le modèle se superpose avec celle de l’expérimental, 
puis les résultats se séparent. Ceci est dû au phénomène de pitting qui survient lors de 
fonctionnement de l’engrenage. Pendant cette période de pitting, il n’y a pas d’usure et ce temps 
correspond à l’incubation en sous couche : les pressions de contact en surface initient des 
fissures en sous couche. Quand ces fissures arrivent en surface, elles laissent des écailles. Donc 
pendant cette période, le jeu de battement ne change pas. Le modèle développé prend en compte 
seulement le phénomène d’usure abrasive. Les résultats du modèle indiquent que l’usure influe 
sur la portée de pressions et sur l’erreur de transmission. Pour recaler les résultats avec les 
essais, un processus a été utilisé pour prendre en compte l’usure et le pitting. Ce dernier est pris 
en compte en couplant le calcul de la répartition des pressions avec la courbe d’endurance du 
bronze (Pression-Nombre de cycles). Dans ce processus, l’usure et le pitting sont déclenchés et 
arrêtés en fonction des courbes expérimentales. Les résultats obtenus en utilisant ce procédé 
concordent avec les résultats expérimentaux. 
 
En conclusion, l'objectif fixé de proposer un modèle du comportement sous charge des 
engrenages roues et vis sans fin en tenant compte l’usure de la roue a été atteint. Les 
comparaisons des résultats numériques et expérimentaux ont confirmé la validité des 
simulations basées sur des modèles scientifiques. 
 
Ce modèle peut servir de base à différentes réflexions et futurs développements. Les 
perspectives peuvent être regroupées en fonction des deux thématiques abordées : 
 

• La modélisation de l’usure repose sur un coefficient d’usure dont on peut dire qu’il reste 
assez mal connu et maîtrisé. Il était envisagé de déterminer ce coefficient 
expérimentalement, mais pour des contraintes matérielles et de temps, les essais n’ont 
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pas pu être réalisés. Donc, des essais sur réducteurs à roue et vis sans fin sont nécessaires 
afin de constituer des données réalistes pour cette application. 
 

• L’intégration d’un modèle de fatigue de contact par pitting serait aussi intéressante, et 
la prise en compte du couplage entre les phénomènes d’usure abrasive et de pitting 
pourrait prédire la durée de vie des engrenages roues et vis sans fin. Il faut trouver une 
loi de comportement de l’engrenage pour connaître le moment où l’un des deux 
phénomènes se déclenche et s’arrête. En effet, l’étude bibliographique a montré que 
l’usure et le pitting sont les principaux modes de défaillance des engrenages à vis et ils 
sont couplés. De plus, la bibliographie reste pauvre pour la modélisation de l’usure et 
du pitting dans les engrenages à vis.  
 

• Il serait nécessaire de mener une étude d’influence de la finesse du maillage global sur 
les résultats du pitting. 
 

• Optimisation du temps de calcul. Des pistes sont envisagées au Laboratoire pour être 
appliquées à tous les types d’engrenages (amélioration de l’algorithme de répartition 
des charges, compilation optimisée, …). 

 
• Optimisation de la taille de l’étape d’usure : il serait nécessaire de trouver un critère 

pour définir la taille de cette étape en fonction des conditions de fonctionnement. 
 

• Prise en compte de l’influence de l’usure sur les déformations de flexion de l’engrenage, 
négligées dans cette étude.  
 

• Le modèle peut être amélioré en prenant en compte le frottement, l’évolution de la 
rugosité et l’effet thermique. 
 

• Le modèle sous charge en quasi-statique peut servir de base à des études dynamiques. 
La détermination des rigidités d'engrènement, l'erreur de transmission, la localisation 
des zones de contact et le jeu sont des paramètres nécessaires aux modèles dynamiques. 
Au sein du laboratoire LaMCoS, déjà plusieurs exploitations du modèle quasi-statique 
ont permis le développement de modèles dynamiques. Les résultats du modèle peuvent 
permettre de réaliser des études paramétriques pour aboutir à des modèles de conception 
des réducteurs à vis sans fin. 
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Annexes 
 

1. Calcul du Rapport Ri (voir Chapitre II) 
 

 
 

 
Figure A.1 : Définition de rapport de transfert d’une distance linéaire à une distance 

angulaire 
 

- P  est le point qui nous intéresse (i ou barycentre) et ses coordonnées sont 
















P

P

P

z
y
x

 

- 𝑝𝑝�⃗   correspond à la normale au point et ses coordonnées sont 
















nz
ny
nx

 

 
 

- À partir de ce point on peut calculer la distance 22_ PP yxlevierbras +=  
 

- 𝑝𝑝𝑎𝑎𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡�����������⃗  correspond à la normale qui fait tourner le point P  autour de l’axe Z. Les 
coordonnées de cette normale sont obtenues à partir des coordonnées du point P , car 
les axes bras_levier et  𝑝𝑝𝑎𝑎𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡�����������⃗   sont perpendiculaires. Les coordonnées de  𝑝𝑝𝑎𝑎𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡�����������⃗   sont  
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On peut maintenant faire les changements de distances linéaires à distance angulaire, en deux 
étapes. 
 

1- On connait l’écart linéaire linéairee dans la direction 𝑝𝑝�⃗  . Il faut le projeter dans la 
direction 𝑝𝑝𝑎𝑎𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡�����������⃗    (on obtient alors 𝑒𝑒𝑎𝑎𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡 ) :  𝑒𝑒𝑎𝑎𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡 = 𝑒𝑒𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎é𝑎𝑎𝑖𝑖𝑎𝑎𝑎𝑎 .𝑝𝑝�⃗ .𝑝𝑝𝑎𝑎𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡�����������⃗     
 

rotatlinéairerotat nnee .=   
 
On a donc : 

levierbras
xnyynx

elevierbras
x

levierbras
y

nz
ny
nx

ee PP
linéaire

P

P

linéairerotat _
..

0
_

_

.
−

=























−
















=
 

 
2- On peut maintenant passer de l’écart linéaire selon 𝑝𝑝𝑎𝑎𝑡𝑡𝑡𝑡𝑎𝑎𝑡𝑡�����������⃗  à une distance angulaire 

autour de Z. 

Une approximation est de dire que levierbras
ee rotat

angulaire _
=  

On a donc 2_
..

levierbras
xnyynxee PP

linéaireangulaire
−

=  

Donc le rapport Ri permettant de passer d’une distance linéaire à une distance angulaire 
autour de l’axe Z (au point P) : 

 

2_
..

levierbras
xnyynxR PPi

−
=  

 
Pour passer d’une distance angulaire autour de l’axe Z à une distance linéaire dans la direction 
𝑝𝑝�⃗   (au point P) : 

PP
angulairelinéaire xnyynx

levierbrasee
..

_ 2

−
=  

 

On utilise donc le rapport  𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎−𝑙𝑙𝑖𝑖𝑎𝑎é =
PP xnyynx

levierbras
..

_ 2

−
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2. Calcul des coefficients d’influence de surface (voir 
Chapitre II) 

 
Les deux solides (filet de la vis et dent de la roue) étant approximés par deux demi-espaces 
élastiques, l’expression des déplacements est connue.  
Boussinesq [55] a déterminé le champ de déplacement dans un espace semi-infini, lorsque cet 
espace est soumis à un effort normal ponctuel, p (voir Figure A.2). 
 

 

y

x

p

 
Figure A.2 : Espace semi-infini soumis à un effort ponctuel 

 
Pour vérifier les conditions de compatibilité et les équations d’équilibre de la mécanique des 
milieux continus, le champ de déplacement à l’intérieur du corps doit vérifier les relations 
suivantes : 
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Le champ de déplacement est défini en coordonnées sphériques dont l’origine est le point 
d’application de l’effort (voir Figure A.3). 
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Figure A.3 : Coordonnées sphériques 
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Les deux vecteurs connus (voir Figure A.4) sont :  
- la normale au point d’application de l’effort, n , 
- le vecteur radial, r . 
 

Nous avons cherché donc à exprimer le déplacement en fonction de ces deux vecteurs n  et r . 
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Figure A.4 : Définition des repères 

 
D’après la Figure A.4, il est possible d’écrire  
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Le déplacement d’un point M’ devient : 
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Avec : 
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La courbure du corps rigide restant faible, il est possible de faire cette approximation : 

2
πθ ≈ . 

 
            0cos1

cos ≈+ θ
θ                       et           1cos1

1 ≈+ θ
                                              

 
D’où 
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Le vecteur radial r  peut s'écrire en fonction du vecteur MM ′ , reliant le point d’application 
de l’effort et le point de calcul du déplacement (voir Figure A.4). 
 
 

r
MMr ′=


             avec             MMr ′=  

 
Le déplacement du point M ′  peut alors s’écrire : 
 

           ( ) ( ) ( )( ) r
prnEMu  ννπ

ν 21122
1 −+−+=′                                                          

 
Lorsque les corps sont soumis à un champ de pression, ( )Mp , le déplacement se déduit par 
extension de la relation précédente: 

( ) ( ) ( )( ) r
dsprnEMu ∫∫ −+−+=′  ννπ

ν 21122
1     Où  MM

MMr
′
′=


 

Chaque solide est considéré comme un demi- espace élastique, les déformations de chaque 
corps sont calculées : 
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Le déplacement total : 
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3. Calcul du barycentre des efforts (voir Chapitre II)  
Les coordonnées du barycentre des efforts (𝑥𝑥𝑙𝑙 ,𝑦𝑦𝑙𝑙 , 𝑧𝑧𝑙𝑙) sont calculées dans le repère de la roue 
à chaque position cinématique étudiée : 
 
 

�𝑂𝑂2𝐵𝐵��������⃗ � = �
𝑥𝑥𝑙𝑙
𝑦𝑦𝑙𝑙
𝑧𝑧𝑙𝑙
� =

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧
∑(𝑥𝑥𝑖𝑖 .𝐹𝐹𝑖𝑖𝑥𝑥)
∑𝐹𝐹𝑖𝑖𝑥𝑥

∑(𝑦𝑦𝑖𝑖.𝐹𝐹𝑖𝑖𝑦𝑦)
∑𝐹𝐹𝑖𝑖𝑦𝑦

∑(𝑧𝑧𝑖𝑖.𝐹𝐹𝑖𝑖𝑧𝑧)
∑𝐹𝐹𝑖𝑖𝑧𝑧 ⎭

⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

 

 
Avec :  
 

�
𝑥𝑥𝑖𝑖
𝑦𝑦𝑖𝑖
𝑧𝑧𝑖𝑖
�    Les coordonnées de point de contact dans le repère de la roue. 

 

�
𝐹𝐹𝑖𝑖𝑥𝑥
𝐹𝐹𝑖𝑖𝑦𝑦
𝐹𝐹𝑖𝑖𝑧𝑧
�  Les coordonnées de l’effort au point de contact dans le repère de la roue. 
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4. Protocole pour déterminer le coefficient d’usure 
d’Archard (voir Chapitre III) 

 
 
Le modèle d’Archard s’exprime : 
 

𝑑𝑑ℎ
𝑑𝑑𝑣𝑣

=  
𝐾𝐾0
𝐻𝐻
∗ 𝑃𝑃 ∗ 𝑉𝑉𝑎𝑎 

 
avec : - H = dureté du matériau le plus tendre (bronze) 

 
 - Vg = vitesse de glissement  
 - 𝑑𝑑ℎ

𝑑𝑑𝑡𝑡
 = taux d’usure  

 
 - K0 = coefficient d’usure, sans dimension  → à déterminer ! 

     
 
 
- Ce modèle peut aussi se mettre sous la forme suivante : 
 

𝑉𝑉 =  
𝐾𝐾0
𝐻𝐻
∗𝑊𝑊𝑎𝑎𝑠𝑠𝑝𝑝 ∗ 𝐿𝐿 

 
 

avec :  
 - L = longueur de glissement en mm 

 
 - V = volume usé en mm3 

 
 - Wasp = charge supportée par les aspérités 

 
 K0 = f(facteurs intrinsèques au couple de matériau en présence / facteurs relatifs 

aux conditions de contact comme la charge appliquée, vitesse relative, présence 
de lubrifiant ou non / facteur d’interaction mutuelle comme la température de la 
zone de contact) 

 
Charge supportée par les aspérités 
 
On ne sait pas quantifier avec exactitude les interactions entre les deux surfaces. De fait, la 
charge normale totale n’est plus supporter seulement par le fluide mais également par les 
rugosités.  
En général, les engrenages ont des rugosités élevés donc il est très probable que le régime mixte 
voire limite soient les plus fidèles à la réalité. 
Dans le cas de régime mixte, les travaux de Greenwood et Williamson [176], montrent qu’il 
est possible de calculer les aires de contact entre les aspérités et donc les charges sur ces 
dernières en tenant compte de la statistique de la rugosité des surfaces.  
 
La charge supportée par les aspérités peut se décomposer suivant : 𝑊𝑊𝑎𝑎𝑠𝑠𝑝𝑝 =  𝑊𝑊𝑠𝑠𝑎𝑎𝑠𝑠

𝐴𝐴𝑠𝑠
∗  𝐴𝐴𝑠𝑠

𝐴𝐴0
∗  𝐴𝐴0  
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Les différents termes de cette expression sont identifiables grâce aux travaux de Diab [177], 
ces travaux portent en effet sur l’élaboration d’une nouvelle loi de frottement prenant en compte 
les interactions entre rugosités, qualifiées de secs.  
 

1) On a donc une expression de la charge supportée par les rugosités. 

𝑊𝑊𝑠𝑠𝑎𝑎𝐴𝐴

𝐴𝐴𝐴𝐴
= 0.2 ∗ 𝐸𝐸′ ∗ �

𝑚𝑚2

𝜋𝜋
 

où - Wsec : charge supportée par les rugosités en N 
 

 - Ac : aire de contact réelle en m² 
 

 - E’ : module d’Young équivalent en Pa 
 avec  1

𝐸𝐸′
=  1

2
 �1−𝜗𝜗1²

𝐸𝐸1
+  1−𝜗𝜗2²

𝐸𝐸2
� , E1, E2 et υ1, υ2 étant les modules d’Youg et les 

coefficients de Poisson de chaque surface en contact 
 

 - m2 : moyenne quadratique des pentes du profil égale à (Rdq) ² avec 

𝑅𝑅𝑑𝑑𝑞𝑞 =  �
1
𝐿𝐿
∗ � �

𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑥𝑥
� ² 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑀𝑀

0
 

 
ce coefficient m2, de même que m0 cité plus loin, est directement fourni par le 
rugosimètre 
 

2) Le rapport 𝐴𝐴𝑠𝑠
𝐴𝐴0

 est donné par Mikic [178] suivant 

𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴0

=  
1
2

 �
1
2
∗ �1 − 𝑒𝑒𝑟𝑟𝑓𝑓 �

∅𝑇𝑇 ∗  ℎ𝑚𝑚𝑖𝑖𝑎𝑎
�2 ∗ 𝑚𝑚0

��� 

 
 
où - Ac : aire de contact réelle en m² 

 
 - A0 : aire de contact apparente en m² 

 - ∅𝑇𝑇 : coefficient de correction thermique [173] 
 

 - ℎ𝑚𝑚𝑖𝑖𝑎𝑎 : épaisseur du film lubrifiant en μm 

 -m0 : moyenne quadratique du profil de rugosité des surfaces μm² égale au (Rms) ² 
avec 

𝑅𝑅𝑚𝑚𝑠𝑠 =  �
1
𝐿𝐿
∗ � (𝑍𝑍(𝑥𝑥) − 𝑍𝑍0)² 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑀𝑀

0
 

 L étant la longueur de mesure du profil et Zo la moyenne arithmétique du profil 
de rugosité. 
 

 erf : la fonction d’erreur définie par : 
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La détermination de l’usure est un processus basé principalement sur l’expérience aussi on 
comprend l’importance des méthodes d’évaluation et le rôle primordial des moyens utilisés 
pour la quantifier. 
Deux types de méthodes complémentaires :  
 - observations visuelles 
 -  pesée 

Méthode 1 : Par observations visuelles dont la profilométrie / microscope 
- La profilométrie est un outil irremplaçable pour visualiser l'ensemble d'une trace d'usure sur 
une surface cylindrique et faire apparaître certains phénomènes : repoussement de matière, 
défauts de forme des éprouvettes, mais précisément en raison de la présence de ces phénomènes, 
1'incertitude sur la détermination des quantités de matière perdues par usure est plus importante 
que celle que l'on obtient à l'aide de la pesée. 
 
 
Méthode 2 : Pesée 
C’est la méthode la plus simple ; elle donne une perte de masse des deux surfaces en contact. 
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